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1. Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις δευτέρας τάξεως (γενικά)  
 
Μία γραµµική διαφορική εξίσωση (∆.Ε.) δευτέρας τάξεως έχει την γενική µορφή:  
 

      y΄΄ +  a(x) y΄ +  b(x) y = f (x)                                            (1) 
 
όπου y=y(x) και όπου a(x), b(x),  f (x) δοσµένες συναρτήσεις. Στην ειδική περίπτωση 
που  f (x)=0, η ∆.Ε. (1) λέγεται οµογενής γραµµική:  
 

      y΄΄ +  a(x) y΄ +  b(x) y =  0                                               (2) 
 
    Όπως είναι εύκολο να δείξουµε, αν µία συνάρτηση y1(x) είναι λύση τής (2), το ίδιο 
θα ισχύει και για την συνάρτηση y2(x)=Cy1(x) (C=σταθ.). Γενικότερα, ισχύει το εξής:  
 
    Θεώρηµα 1: Αν y1(x), y2(x),… είναι λύσεις της οµογενούς ∆.Ε. (2), τότε και κάθε 
γραµµικός συνδυασµός της µορφής y=C1 y1(x)+C2 y2(x)+… (όπου C1 , C2 ,… σταθε-
ρές) επίσης είναι λύση τής (2).  
 
    Απόδειξη: Αντικαθιστώντας το y στο αριστερό µέλος τής (2), και λαµβάνοντας υ-
πόψη ότι καθένα εκ των y1(x), y2(x),… ικανοποιεί την (2), έχουµε:  
 

y΄΄ +  a(x) y΄ +  b(x) y = C1 (y1΄΄ +  a y1΄ +  b y1) + C2 (y2΄΄ +  a y2΄ +  b y2) +… = 0 . 
 
    Έστω y1(x) και y2(x) δύο µη-µηδενικές λύσεις της οµογενούς ∆.Ε. (2). [Προσέξτε 
ότι η µηδενική συνάρτηση y(x)≡0 είναι πάντα λύση τής (2)!] Λέµε ότι οι y1 , y2 είναι 
γραµµικά ανεξάρτητες αν η µία συνάρτηση δεν είναι πολλαπλάσιο της άλλης. Για να 
το θέσουµε πιο αυστηρά, γραµµική ανεξαρτησία των y1 , y2 σηµαίνει ότι µία σχέση 
της µορφής  C1 y1(x)+C2 y2(x) ≡ 0  µπορεί να ισχύει µόνο αν C1=C2=0.  
 
    Αν, λοιπόν, κατορθώσουµε να βρούµε δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις y1(x) και 
y2(x) της οµογενούς ∆.Ε. (2) (µε βεβαιότητα σας λέω ότι αποκλείεται να βρούµε τρίτη 
λύση που να είναι γραµµικά ανεξάρτητη από τις δύο προηγούµενες!), τότε η γενική 
λύση τής (2) είναι ο γραµµικός συνδυασµός:  
 

y = C1 y1(x) + C2 y2(x) ,   όπου   C1 , C2  σταθερές                          (3) 
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    Θεώρηµα 2: Η γενική λύση της µη-οµογενούς ∆.Ε. (1) είναι το άθροισµα της γενι-
κής λύσης (3) της αντίστοιχης οµογενούς εξίσωσης (2) και οποιασδήποτε ειδικής λύ-
σης τής (1).  
 
    Αναλυτικά: Έστω y1(x), y2(x) δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς 
∆.Ε. (2), και έστω y0(x) οποιαδήποτε ειδική λύση τής (1). Τότε, η γενική λύση τής (1) 
είναι:  
 

    y = C1 y1(x) + C2 y2(x) + y0(x)                                           (4) 
 
Πρακτικά, αυτό σηµαίνει ότι οποιαδήποτε ειδική λύση τής (1) µπορεί να προκύψει 
από την (4) µε κατάλληλη επιλογή των σταθερών C1 και C2 . Αφού, λοιπόν, η (4) πε-
ριέχει το σύνολο των ειδικών λύσεων της (1), είναι η γενική λύση τής (1).  
 
 
2. Οµογενής γραµµική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές  
 
Έχει τη µορφή:  
 

      y΄΄ +  a y΄ +  b y =  0                                                    (5) 
 
µε σταθερά a και b. Υποθέτουµε ότι τα a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί.  
 
    Θεώρηµα 3: Αν η µιγαδική συνάρτηση y=u(x)+iv(x) ικανοποιεί την ∆.Ε. (5), τότε 
κάθε µία από τις πραγµατικές συναρτήσεις y1=u(x) και y2=v(x) (πραγµατικό και φα-
νταστικό µέρος τής y) είναι λύση τής (5).  
 
    Απόδειξη: Θέτοντας y=u+iv στην (5), βρίσκουµε:  
 

(u΄΄ +  a u΄ +  b u) + i (v΄΄ +  a v΄ +  b v) = 0 , 
 
που αληθεύει αν και µόνο αν  u΄΄ +  a u΄ +  b u = 0  και  v΄΄ +  a v΄ +  b v = 0.  
 
    Μέθοδος για την επίλυση της (5): ∆οκιµάζουµε εκθετική λύση της µορφής y=ekx. 
Τότε,  y΄=kekx,  y΄΄=k2ekx,  και η (5) δίνει (απαλείφοντας το ekx):  
 

      k2 + ak +b = 0    (χαρακτηριστική εξίσωση)                                (6) 
 
    ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις:  
 
    1. Η (6) έχει πραγµατικές ρίζες k1 , k2 , διάφορες µεταξύ τους. Με βάση τη σχέση 
(3), η γενική λύση τής (5) είναι  
 

      y = C1 e
k1x + C2 e

k2 x                                                    (7) 
 
    2. Η (6) έχει πραγµατικές και ίσες ρίζες: k1 =  k2 ≡ k. Η γενική λύση τής (5) είναι  
 

         y = (C1 + C2 x) ekx                                                     (8) 
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    3. Η (6) έχει ρίζες µιγαδικές συζυγείς: k1=α+iβ , k2=α–iβ (α, β πραγµατικοί αριθ-
µοί). Η γενική λύση τής (5) είναι  
 

y = C1 e
k1x + C2 e

k2 x = e αx (C1 e
 iβx + C2 e

 –iβx ) . 
 
Από τον τύπο του Euler,  e ±iβx = cos βx ± i sin βx . Έτσι έχουµε:  
 

y = e αx [(C1 +C2) cos βx + i (C1 – C2) sin βx ] . 
 
Επειδή τα C1 , C2  είναι αυθαίρετες (γενικά µιγαδικές) σταθερές, µπορούµε να θέσου-
µε C1 στη θέση τού C1+C2  και C2 στη θέση τού i  (C1 – C2), έτσι ώστε, τελικά,  
 

     y = e αx (C1 cos βx + C2 sin βx )                                          (9) 
 
    Σε κάθε περίπτωση, η γενική λύση τής (5) περιέχει δύο αυθαίρετες σταθερές C1 και 
C2 . Παίρνουµε µία ειδική λύση όταν τα C1 , C2 πάρουν συγκεκριµένες τιµές. Για τον 
προσδιορισµό των C1 , C2 χρειαζόµαστε δύο αρχικές συνθήκες. Υπάρχουν δύο είδη 
αρχικών συνθηκών:  
 
    (α) Η τιµή τής  y(x) και της παραγώγου y΄(x) για x=x0 .  

    (β) Οι τιµές τής  y(x) για x=x1 και x=x2 .  
 
 
    Παραδείγµατα:  
 
    1.   y΄΄–  y΄– 2 y =  0   ⇒  a= –1,  b= –2.  Η χαρακτηριστική εξίσωση (6) γράφεται:  

k2 – k – 2 = 0,  µε πραγµατικές ρίζες  k1=2,  k2= –1. Η γενική λύση (7) είναι:  

y = C1 e
2x + C2 e

– x.  Έστω οι αρχικές συνθήκες:  y=2 και y΄= –5 όταν x=0. Τότε,  

C1= –1, C2=3 (δείξτε το!) και έχουµε την ειδική λύση:  y = – e
2x + 3 e– x.   

 
    2.   y΄΄–  6 y΄+  9 y =  0   ⇒  a= –6,  b=9.  Η χαρακτηριστική εξίσωση (6) γράφεται:  

k2 – 6 k + 9 = 0,  µε πραγµατικές και ίσες ρίζες  k1=k2=3. Η γενική λύση (8) είναι:  

y = (C1 + C2 x) e3x.   
 
    3.   y΄΄–  4 y΄+  13 y =  0   ⇒  a= –4,  b=13.  Η εξίσωση (6) γράφεται:   

k2 – 4 k +13 = 0,  µε µιγαδικές συζυγείς ρίζες  k1=2+3i,  k2=2–3i. Η γενική λύση (9) 

είναι (µε α=2,  β=3):  y = e 2x (C1 cos 3x + C2 sin 3x ).  (∆είξτε ότι στο ίδιο, ουσιαστι-

κά, αποτέλεσµα καταλήγουµε αν πάρουµε α=2,  β=  –3.)  
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3. Αρµονική ταλάντωση χωρίς απόσβεση  
 
Σε µία αρµονική ταλάντωση κατά µήκος του άξονα x, η ολική δύναµη στο ταλαντού-
µενο σώµα (µάζας m) δίνεται από τη σχέση F=  –kx (k>0), όπου x η στιγµιαία µετατό-
πιση από το σηµείο ισορροπίας x=0. Σύµφωνα µε τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα, 
F=ma,  όπου a η επιτάχυνση του σώµατος:  a=d 2x / dt 2. Έτσι έχουµε:  
 

m d 2x / dt 2 = – kx 
 
ή, θέτοντας  k/m ≡ ω

2 (όπου υποθέτουµε ότι ω>0),  
 

                  x΄΄ +  ω
2
 x =  0                                                     (10) 

 
    Η (10) είναι οµογενής γραµµική ∆.Ε. της µορφής (5), µε x στη θέση τού y και t στη 
θέση τού x (προσέξτε ότι λείπει ο όρος της πρώτης παραγώγου τού x). Η χαρακτηρι-
στική εξίσωση (6) γράφεται: k2+ω2=0 (αναλυτικά: k2+0.k+ω2=0), µε µιγαδικές ρίζες 
k= ± iω  (αναλυτικά: k1=0+iω,  k2=0–iω). Η γενική λύση (9), µε α=0 και β=ω, είναι:  
 

      x = C1 cos ωt +  C2 sin ωt                                             (11) 
 
όπου υποθέτουµε ότι οι συντελεστές C1 , C2 είναι πραγµατικοί αριθµοί, έτσι ώστε η 
λύση (11) να έχει φυσική σηµασία.  
 
    Η γενική λύση (11) µπορεί να γραφεί σε εναλλακτική µορφή, µε τη βοήθεια του 
εξής µαθηµατικού τεχνάσµατος: Θέτουµε  
 

C1 =  A sin φ ,  C2 =  A cos φ  (A>0)   ⇔   A=(C1
2+C2

2)1/2 ,  tan φ=C1 /C2 . 
 
Τότε,  

      x =  A sin (ωt +  φ)                                                 (12) 
 
Το A καλείται πλάτος της ταλάντωσης, ενώ η γωνία φ καλείται αρχική φάση της τα-
λάντωσης (η τιµή της φάσης  ωt+φ  τη χρονική στιγµή t=0).  
 
    Προσέξτε ότι, αν είχαµε θέσει  C1=A cos φ,  C2=  –A sin φ,  θα παίρναµε την ισοδύνα-
µη γενική λύση  
 

    x =  A cos (ωt +  φ)                                                  (13) 
 
Πράγµατι, η (13) προκύπτει άµεσα από την (12) αν αντικαταστήσουµε το (ούτως ή 
άλλως αυθαίρετο)  φ  µε  φ+(π/2).  
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4. Ταλάντωση µε απόσβεση  
 
Στην ταλάντωση µε απόσβεση, εκτός από τη δύναµη –kx, αντίθετη στην αποµάκρυν-
ση x από τη θέση ισορροπίας, επενεργεί και µία δύναµη τριβής –λv= –λdx/dt (λ>0), 
αντίθετη στην ταχύτητα v. Η ολική δύναµη στο σώµα είναι F=  –kx–λdx/dt. Από τον 
νόµο του Νεύτωνα έχουµε ότι  F=m d 2x/dt 2.  Έτσι,   
 

m d 2x/dt 2 = – kx – λ dx/dt . 
Θέτουµε:  

k/m ≡ ω0
2 

 (ω0=  φυσική συχνότητα ταλάντωσης χωρίς απόσβεση),   λ/m ≡ 2γ, 
 

οπότε έχουµε:  

      x΄΄ +  2γ x΄ +  ω0
2 x =  0                                              (14) 

 
    Η (14) είναι οµογενής γραµµική ∆.Ε. Η χαρακτηριστική εξίσωση (6) γράφεται:  
 

k2 +  2γk +  ω0
2 = 0    ⇒    k = –γ ± (γ2 – ω0

2 )1/2 . 
 
    ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις:  
 
    (Α) Μεγάλη απόσβεση  ⇔  γ > ω0 .  Έχουµε δύο πραγµατικές λύσεις:  
 

k1 = –γ + (γ2 – ω0
2 )1/2 ,    k2 = –γ – (γ2 – ω0

2 )1/2 . 
 
Η γενική λύση τής (14) είναι της µορφής (7):  
 

x = C1 e
k1t + C2 e

k2 t                                                 (15) 
 
Ας κάνουµε την υπόθεση ότι C1>0 και C2>0. ∆οθέντος ότι k1<0 και k2<0 (γιατί;), 
βλέπουµε ότι  x>0 για κάθε χρονική στιγµή t, και  x→0 καθώς t→∞. ∆ηλαδή, καθώς 
αυξάνει το t, το κινητό προσεγγίζει τη θέση ισορροπίας x=0, χωρίς να ταλαντώνεται 
γύρω από αυτήν (απεριοδική κίνηση).  
 
    (Β) Οριακή (κρίσιµη) απόσβεση  ⇔  γ = ω0 . Τότε,  k1=  k2 = –γ , και η γενική λύση 
τής (14) είναι της µορφής (8):  
 

x = (C1 + C2 t) ekt = (C1 + C2 t) e–γt                                     (16) 
 
Αν υποθέσουµε ότι C1>0 και C2>0, βλέπουµε και πάλι ότι  x>0 για κάθε χρονική 
στιγµή t, και  x→0 καθώς t→∞. (Για τον όρο  t e–γt = t  / eγt µπορούµε να χρησιµοποιή-
σουµε τον κανόνα του L’Hospital για την απροσδιόριστη µορφή ∞/∞. ∆είξτε το!) Έ-
τσι, και στην περίπτωση αυτή δεν έχουµε ταλάντωση.  
 
    (Γ) Μικρή απόσβεση  ⇔  γ < ω0 .  Έχουµε δύο µιγαδικές συζυγείς λύσεις:  
 

k = –γ ± i  ω1   όπου   ω1 = (ω0
2 – γ

2 )1/2 . 
 
Η γενική λύση θα είναι στη µορφή (9), µε  α=  –γ  και  β=ω1 :  
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x = e –γt (C1 cos ω1 t +  C2 sin ω1 t
 ) , 

 
ή, θέτοντας  C1 =  A sin φ,  C2 =  A cos φ  (A>0),  
 

     x =  A e –γt sin (ω1 t +  φ
 )                                             (17) 

 
Παρατηρούµε ότι το πλάτος  Ae –γt της ταλάντωσης  µειώνεται εκθετικά µε τον χρόνο 
(φθίνουσα ταλάντωση).  
 

 
 
 
5. Εξαναγκασµένη ταλάντωση  
 
Στην εξαναγκασµένη ταλάντωση, εκτός από τη δύναµη –kx και την τριβή –λv= 
–λdx/dt ,  δρα και µία εξωτερική δύναµη της µορφής  

F(t) =  F0 sin ωf t . 

Η ολική δύναµη στο σώµα είναι F=  –kx–λdx/dt+F0 sin ωf t . Από τον νόµο του Νεύ-
τωνα έχουµε ότι  F=m d 2x/dt 2.  Έτσι,   
 

m d 2x/dt 2  =  – kx – λ dx/dt + F0 sin ωf t . 
Θέτουµε:  

k/m ≡ ω0
2 

 (ω0=  φυσική συχνότητα),   λ/m ≡ 2γ,   F0 /m ≡ f0 , 
 

οπότε έχουµε:  

      x΄΄ +  2γ x΄ +  ω0
2 x =   f0 sin ωf t                                        (18) 

 
    Η (18) είναι µη-οµογενής γραµµική ∆.Ε. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2 (Παρ. 1), η 
γενική λύση της είναι το άθροισµα της γενικής λύσης της αντίστοιχης οµογενούς,  

x΄΄ +  2γ x΄ +  ω0
2 x =  0 , 

και µίας οποιασδήποτε ειδικής λύσης τής (18). Η γενική λύση της οµογενούς για µι-
κρή απόσβεση (γ < ω0) δίνεται από τη σχέση (17):  
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x =  A1 e –γt sin (ω1 t +  φ1
 )   όπου   ω1 = (ω0

2 – γ
2 )1/2 . 

 
Όπως µπορούµε να επαληθεύσουµε, µία ειδική λύση τής (18) είναι η εξής:  
 

    x = A sin (ωf  t +  φ
 )                                                 (19) 

όπου  

        

( )
0

1 222 2 2 2
0 4

/

f f

f
A

ω ω γ ω
=
 − +  

     και   
2 2

0

2
tan f

f

γω
ϕ

ω ω
=

−
                 (20) 

 
Η γενική λύση τής (18) είναι  
 

     x =  A1 e –γt sin (ω1 t +  φ1
 ) + A sin (ωf  t +  φ

 )                              (21) 
 
µε αυθαίρετα A1 , φ1 . Ο πρώτος όρος στο δεξί µέλος τής (21) µειώνεται εκθετικά µε 
τον χρόνο, και γρήγορα µηδενίζεται. Έτσι, αυτό που αποµένει είναι η ειδική λύση 
(19):   
 

x = A sin (ωf  t +  φ
 ) . 

 
    Το πλάτος A της ταλάντωσης είναι συνάρτηση της συχνότητας ωf , σύµφωνα µε την 
(20). Το A γίνεται µέγιστο όταν ο παρονοµαστής στην πρώτη σχέση (20) γίνεται ελά-
χιστος. Αυτό συµβαίνει όταν  
 

       ωf  = (ω0
2 –2γ2 )1/2  ≡ ωA                                             (22) 

 
    Απόδειξη: Θέτουµε ωf  ≡ ω, για ευκολία, και θεωρούµε την συνάρτηση  
 

Ψ(ω) = (ω2 – ω0
2)2  + 4γ2ω2 , 

 
έτσι ώστε  A= f0  / [Ψ(ω)]1/2.  Έχουµε (δείξτε το):  
 

Ψ΄(ω) = 0  για  ω  = (ω0
2 –2γ2 )1/2  = ωA   και   Ψ΄΄(ωA) = 8ωA

2 > 0 . 
 
Άρα, για µικρή απόσβεση (2γ2 < ω0

2), η συνάρτηση Ψ(ω) γίνεται ελάχιστη, και το 
πλάτος A γίνεται µέγιστο, όταν  ωf =ωA . Λέµε τότε ότι έχουµε συντονισµό πλάτους.  
 
    Στο πιο κάτω σχήµα, λ1<λ2 ⇔ γ1<γ2 . Αυτό σηµαίνει ότι, βάσει της (22), ωA,1 > ωA,2 . 
Στην περίπτωση που δεν υπάρχει απόσβεση (λ=0 ⇔ γ=0), η (22) δίνει ωA=ω0 . Με 
άλλα λόγια, στην εξαναγκασµένη ταλάντωση χωρίς απόσβεση, και µόνο σε αυτή την 
περίπτωση, το πλάτος γίνεται µέγιστο (στην πραγµατικότητα, άπειρο) όταν η συχνό-
τητα  ωf  της εξωτερικής δύναµης γίνει ίση µε την φυσική συχνότητα ω0 .  
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    Παραγωγίζοντας την (19) βρίσκουµε την ταχύτητα του ταλαντούµενου σώµατος:  

v = dx/dt = ωf  A cos (ωf  t +  φ
 ) ≡ v0  cos (ωf  t +  φ

 ) 

όπου, λόγω της (20),  
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Το v0 γίνεται µέγιστο όταν ο παρονοµαστής στο κλάσµα είναι ελάχιστος, πράγµα που 
συµβαίνει όταν ωf =ω0 . Η κινητική ενέργεια mv0

2/2 είναι τότε µέγιστη, και λέµε ότι 
έχουµε ενεργειακό συντονισµό.  
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    Προσέξτε ότι, σε αντίθεση µε τον συντονισµό πλάτους, η συχνότητα ωf  για ενερ-
γειακό συντονισµό δεν εξαρτάται από την απόσβεση λ αλλά ισούται πάντα µε την φυ-
σική συχνότητα ω0 του ταλαντωτή. Στη συχνότητα αυτή, το έργο που προσφέρει η ε-
ξωτερική δύναµη F(t) στον ταλαντωτή ανά µονάδα χρόνου είναι µέγιστο. ∆ηλαδή, ο 
ταλαντωτής απορροφά την µέγιστη δυνατή ισχύ από τον παράγοντα που ασκεί την 
δύναµη F.  
 
    Προσέξτε επίσης ότι, στην περίπτωση µηδενικής απόσβεσης (λ=0 ⇔ γ=0), το πλά-
τος ταχύτητας v0 γίνεται άπειρο στη συχνότητα ενεργειακού συντονισµού ωf =ω0 . 
Αυτό, βέβαια, είναι µία καθαρά θεωρητική υπόθεση, αφού είναι πρακτικά αδύνατο να 
µην ασκείται έστω και µία απειροελάχιστη δύναµη τριβής πάνω στο σώµα κατά τη 
διάρκεια της ταλάντωσής του!  
 
 


