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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  8 

Μιγαδικοί αριθµοί 

8.1) Εισαγωγικά 

Αναφέρουµε αρχικά ότι οι µιγαδικοί αριθµοί χρησιµοποιούνται ευρύτατα στην επιστήµη της 

Ηλεκτρολογίας.  Παρακάτω δίδονται οι  βασικές γνώσεις της µιγαδικης άλγεβρας απαραίτητες 

για όλα τα µαθήµατα Ηλεκτρολογίας. 

Ορισµός φανταστικής µονάδας 

Η  λύση της εξίσωσης  1x 2 −=  ορίζεται στα µαθηµατικά ως η  φανταστική µονάδα και 

συµβολίζεται µε τα γράµµατα   i   ή   j  ( στην Ηλεκτρολογία χρησιµοποιείται το j   για αποφυγή 

σύγχυσης µε το σύµβολο του ηλεκτρικού ρεύµατος  i  ). 

Άρα λοιπόν ισχύει:                                                  1j2 −=  

και επίσης ισχύουν:   ( - j  ) 2  = -1  ,     j 3  = j 2 j = - j   και      j 4 = j 2  j 2  = 1 

 Με βάση τη φανταστική µονάδα σχηµατίζονται οι φανταστικοί αριθµοί  που έχουν τη γενική  

µορφή: 

                                                                       j y  

όπου  y  οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. 

Μιγαδικοί αριθµοί – µιγαδικό επίπεδο      

Ένας µιγαδικός αριθµός  z   (complex number)   σχηµατίζεται από το άθροισµα ενός 

πραγµατικού    αριθµού  x   και ενός φανταστικού αριθµού   j y . 

 

∆ηλαδή:                                                              yjxz +=  

 

Η γραµµή που υπάρχει  πάνω  από το z συµβολίζει  µιγαδικό αριθµό και έτσι γίνεται η διάκριση  

από ένα πραγµατικό αριθµό. 

Είναι αντιληπτό ότι ή έννοια του µιγαδικού αριθµού θυµίζει αρκετά τη έννοια του διανύσµατος 

στον χώρο δύο διαστάσεων (επίπεδο). Άρα λοιπόν µπορούµε να  θεωρήσουµε, αντίστοιχα, το 

λεγόµενο «µιγαδικό επίπεδο» το οποίο θα διαθέτει δύο κάθετους άξονες, τον άξονα των 

πραγµατικών και τον άξονα των φανταστικών αριθµών.  Στο επίπεδο αυτό  µπορούν να 

παρασταθούν όλοι  οι µιγαδικοί αριθµοί. 
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Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται το µιγαδικό επίπεδο. 
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Ο µιγαδικός αριθµός   yjxz +=  παριστάνεται  στο µιγαδικό επίπεδο, µε τον µικρό  κύκλο   (o ) 

Ο πραγµατικός  αριθµός  x  ονοµάζεται  πραγµατικό µέρος του  z ,   συµβολισµός   { }zRex =    

(το σύµβολο Re { }  από το real ).   Αντίστοιχα  ο πραγµατικός  y  ονοµάζεται  φανταστικό µέρος 

του z ,  { }zImy =    ( το σύµβολο Im{ }  από το imaginary ) 

 

8. 2) Πράξεις µεταξύ µιγαδικών αριθµών 

Αρχικά θα δώσουµε τον ορισµό του συζυγούς µιγαδικού αριθµού  

Έστω ο  µιγαδικός αριθµός   yjxz += .  Ως συζυγής µιγαδικός  του  z  ορίζεται ο µιγαδικός 

αριθµός :                                                 yjxz −=∗  

∆ηλ. δύο συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί έχουν ίσα πραγµατικά µέρη και αντίθετα φανταστικά µέρη. 

Το αστεράκι  (*) συµβολίζει τον συζυγή µιγαδικό. 

Οι 4 βασικές πράξεις της αριθµητικής εκτελούνται στους µιγαδικούς αριθµούς ως εξής: 

8.2.1)  Πρόσθεση και αφαίρεση   

Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί    111 yjxz +=   και    222 yjxz +=  

Τότε:  

         )yy(j)xx(jyxjyxzz 2121221121 +++=+++=+   
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και     )yy(j)xx()jyx(jyxzz 2121221121 −+−=+−+=−  

∆ηλαδή η πρόσθεση και η αφαίρεση δύο µιγαδικών ανάγονται σε πρόσθεση και αφαίρεση των 

αντίστοιχων πραγµατικών και  φανταστικών µερών τους. Αυτό παρουσιάζει πλήρη ταύτιση µε 

την πρόσθεση και αφαίρεση διανυσµάτων, εφ’ όσον θεωρήσουµε  το πραγµατικό και το 

φανταστικό µέρος  ενός µιγαδικού αριθµού  ως τις «συνιστώσες»  x  και y  ενός διανύσµατος.  

 

8.2.2) Πολλαπλασιασµός  

Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί    111 yjxz +=   και    222 yjxz +=  

Ο πολλαπλασιασµός  21 zz ⋅    εκτελείται κατά τα γνωστά έχοντας υπ’ όψη την βασική σχέση   

                                                              1jjj 2 −==⋅  

άρα           21 zz ⋅  = 21
2

2121212211 yyjxyjyxjxx)jyx()jyx( +++=+⋅+  

ή                                   21 zz ⋅  = )xyyx(j)yyxx( 21212121 ++−  

 

 

8.2.3) ∆ιαίρεση 

Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί    111 yjxz +=   και    222 yjxz +=  

Το πηλίκο  
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Πολλαπλασιάζουµε αριθµητή και παρονοµαστή επί τον συζυγή µιγαδικό του παρονοµαστή   

222 yjxz −=∗   και έχουµε: 
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Ο πολλαπλασιασµός και η διαίρεση µιγαδικών αριθµών δεν συµβαδίζουν τους κανόνες της 

διανυσµατικής άλγεβρας ( όπως συµβαίνει µε την πρόσθεση και την αφαίρεση)  

Ειδικά για τον πολλαπλασιασµό και την διαίρεση θα δούµε παρακάτω  έναν πιο αποτελεσµατικό 

τρόπο εκτελέσεώς τους. 

 

 

 



 112

8. 3 )   Απόλυτη τιµή ( ή µέτρο) µιγαδικού αριθµού  

Ως  απόλυτη τιµή, ή µέτρο,  z   του  µιγαδικού αριθµού  yjxz +=  ορίζεται ο θετικός 

πραγµατικός αριθµός:    

z  = 22 yx +  

 

 

8. 4 ) Πολική – εκθετική µορφή µιγαδικού αριθµού 

Οι µιγαδικοί αριθµοί µπορούν να γραφούν και σε µια άλλη εναλλακτική µορφή η οποία µπορεί 

να φανεί πολύ χρήσιµη σε  πληθώρα περιπτώσεων.    

Στο µιγαδικό επίπεδο θεωρούµε τον µιγαδικό αριθµό  yjxz +=  
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Το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος  0Z  είναι ίσο µε  r  όπου   r  = z  = 22 yx +  το µέτρο 

του µιγαδικού  z . Έστω ότι  θ είναι η γωνία που σχηµατίζεται από τον πραγµατικό άξονα και το 

ευθύγραµµο τµήµα   0Z .  Η γωνία θ λέγεται όρισµα του µιγαδικού αριθµού z  και  

µεταβάλλεται µεταξύ των ορίων π≤ϑ≤π− . 

 

Παρατηρούµε ότι το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του µιγαδικού z  γράφονται: 

x = Re { z  } = r cos ϑ          και              y = Im { z  } = r sin ϑ  
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άρα ο  yjxz +=   γράφεται  

 

yjxz += =  r cos ϑ  + j r sin ϑ  = r ( cos ϑ  + j sin ϑ ) 

 

αυτή η µορφή γραφής    z = r ( cos ϑ  + j sin ϑ )   ονοµάζεται πολική µορφή του µιγαδικού  z  

γιατί έχει άµεση  σχέση µε τις πολικές συντεταγµένες ενός σηµείου  ( x, y ) στο επίπεδο. 

Συνοψίζουµε: 

Καρτεσιανή  ( αλγεβρική)   µορφή µιγαδικού:    yjxz +=  

Πολική µορφή  µιγαδικού:                                     z = r ( cos ϑ  + j sin ϑ ) 

όπου:                                       x = r cos ϑ         ,     y  = r sin ϑ  

και                                           r  = z = 22 yx +    ,    






=ϑ −

x

y
tan 1  

( Σηµ. η συνάρτηση  tan –1 (τόξο εφαπτοµένης )  χρειάζεται προσοχή, κατά τον υπολογισµό της, 

δηλαδή την εύρεση της γωνίας ϑ  στο σωστό τεταρτηµόριο, ανάλογα µε τα πρόσηµα των αριθµών x 

και  y.  Πάντως όλες οι αριθµοµηχανές ( calculators) που έχουν τη δυνατότητα µετατροπής 

συντεταγµένων από καρτεσιανές σε πολικές, έχουν ενσωµατωµένο ειδικό πρόγραµµα που   

υπολογίζει σωστά τη γωνία  ϑ ) 

 

Επανερχόµαστε στην πολική µορφή µιγαδικού   z = r ( cos ϑ  + j sin ϑ )  και αναφέρουµε  µια 

βασική ταυτότητα που αποδεικνύεται στα Μαθηµατικά ( τύπος του Euler )   

ϑ+ϑ=ϑ sinjcosej           για κάθε πραγµατικό αριθµό ϑ   

Με βάση τον τύπο του Euler ο µιγαδικός  z   γράφεται: 

 

z  = r ( cos ϑ  + j sin ϑ ) = ϑϑ = jj ezer  

 

Αυτός ο τρόπος γραφής   z  = ϑjez    ονοµάζεται εκθετική µορφή µιγαδικού αριθµού και 

χρησιµοποιείται ευρύτατα στην πράξη.  
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8.4. 1 ) Υπολογισµός γινοµένου και πηλίκου µιγαδικών σε εκθετική µορφή  

Το άθροισµα και η διαφορά δύο µιγαδικών υπολογίζονται πολύ εύκολα σε αλγεβρική – 

καρτεσιανή µορφή. Ο υπολογισµός όµως του  γινοµένου  και ιδίως του  πηλίκου  παρουσιάζει 

κάποια πολυπλοκότητα στη µορφή αυτή. 

Η χρήση όµως της εκθετικής µορφής απλοποιεί πάρά πολύ τα πράγµατα για τις δύο αυτές 

πράξεις ( γινόµενο – πηλίκο ). Συγκεκριµένα θα έχουµε: 

Έστω οι µιγαδικοί                1j
11 ezz ϑ=       και        2j

22 ezz ϑ=   

 

Το γινόµενο    21 zz ⋅  υπολογίζεται κατά τα γνωστά   

21 zz ⋅ = )(j
21

j
2

j
1

2121 ezzezez ϑ+ϑϑϑ ⋅=⋅  

δηλαδή το γινόµενο 21 zz ⋅  έχει µέτρο το γινόµενο των µέτρων των   1z  και  2z  και  όρισµα  το 

άθροισµα των ορισµάτων  1ϑ   και   2ϑ .  

( Σηµ. οι πράξεις  µε τους µιγαδικούς εκθέτες ακολουθούν τους ίδιους νόµους µε τις πράξεις µε 

πραγµατικούς εκθέτες)  

 

Με όµοιο τρόπο το πηλίκο   
2

1

z

z
 υπολογίζεται ως εξής:  

2
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z
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= )(j
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j
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j
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e
z

z

ez

ez ϑ−ϑ
ϑ

ϑ

=  

δηλαδή το πηλίκο 
2

1

z

z
 έχει µέτρο το πηλίκο των µέτρων των  1z  και  2z  και  όρισµα  την 

διαφορά  των ορισµάτων αριθµητή µείον παρονοµαστή   ( 1ϑ -  2ϑ ) .  

 

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι είναι προτιµότερο η πρόσθεση και η αφαίρεση δύο µιγαδικών να 

γίνονται σε  αλγεβρική – καρτεσιανή µορφή  ενώ ο πολλαπλασιασµός και η διαίρεση να 

γίνονται σε  εκθετική µορφή. Χρειάζεται βέβαια κάθε φορά ή αντίστοιχη µετατροπή των 

µιγαδικών από την µία µορφή στην άλλη µε χρήση των γνωστών τύπων.  
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8.4.2 ) Έκφρασή συζυγούς και αντιστρόφου µιγαδικού σε εκθετική µορφή 

Έστω ο µιγαδικός αριθµός     yjxz +=  =  z  ( cos ϑ  + j sin ϑ ) = ϑjez   

Ο συζυγής του  γράφεται:           yjxz −=∗ = z  ( cosϑ  _  j sinϑ ) = ϑ− jez  

διότι ισχύει ως γνωστόν  ϑ−ϑ=ϑ−+ϑ−=ϑ− sinjcos)(sinj)(cose j     

∆ηλαδή στην εκθετική µορφή ο συζυγής µιγαδικός του  z  έχει το ίδιο µέτρο z  και αντίθετο 

όρισµα   _ ϑ  

Επίσης θα ισχύει                           
2jj zezezzz =⋅=⋅ ϑ−ϑ∗  

∆ηλαδή το γινόµενο ενός µιγαδικού  z   επί τον συζυγή του είναι ίσο µε το τετράγωνο του 

µέτρου του z . 

 

Ο αντίστροφος ενός µιγαδικού  z = ϑjez  γράφεται: 

ϑ−
ϑϑ
=== j

j

0j

j
e

z

1

ez

e1

ez

1

z

1
 

∆ηλαδή ο αντίστροφος του  z  έχει µέτρο το αντίστροφο του µέτρου του και όρισµα το αντίθετο 

του ορίσµατός του. 

 

8. 5 ) ∆υνάµεις µιγαδικών αριθµών 

Οι δυνάµεις µιγαδικών αριθµών υπολογίζονται σύµφωνα µε τους γνωστούς κανόνες που ισχύουν 

για τους πραγµατικούς αριθµούς και ο υπολογισµός απλοποιείται σηµαντικά όταν ο µιγαδικός 

είναι γραµµένος σε εκθετική µορφή.  

Έστω ο µιγαδικός                                       z = ϑjez  

Τότε:                        nz  = ϑnjn
ez           και               nz−  = ϑ−− njn

ez     

όπου   n   ακέραιος 

Αλλά και γενικότερα ισχύει                   m

n
j

m

n
m

n

ezz
ϑ

=             όπου n, m  ακέραιοι 

 

 

 



 116

8. 6 ) Ρίζες µιγαδικών αριθµών 

Ο µιγαδικός αριθµός                                z = ϑjez    

έχει   n τον αριθµό    n-οστές  ρίζες    n z    οι οποίες υπολογίζονται από τον ακόλουθο  τύπο:  

kz   =  n

k2
j

n ez
π+ϑ

      όπου     k = 0, 1, 2, … n-1 

 

8. 7 ) Στρεφόµενοι µιγαδικοί αριθµοί  

Θεωρούµε τον µιγαδικό αριθµό, η  ακριβέστερα την µιγαδική συνάρτηση: 

 

tjeA)t(z ω=  

 

όπου  Α  και  ω  σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί και  t  πραγµατική  µεταβλητή ( χρόνος). 

Παρατηρούµε ότι ο  )t(z   έχει σταθερό µέτρο Α  ενώ  το όρισµά του αυξάνει γραµµικά 

συναρτήσει του χρόνου. Αυτό σηµαίνει ότι  ο  )t(z , στο µιγαδικό επίπεδο,  κινείται πάνω σε 

µία περιφέρεια µε ακτίνα Α  µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. ( βλ. και κατωτέρω σχήµα) 

Re

Im

z

0

ϑ

o

ω

A

tω=ϑ

0

•

•tcosA ω

t
si

n
A

ω

 

Το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του )t(z θα είναι αντίστοιχα: 

Re { )t(z  } = A cos ωt       και      Im { )t(z } = A sin ωt 

Από τις σχέσεις αυτές γίνεται δυνατή η παράσταση ηµιτονοειδών συναρτήσεων µε χρήση 

µιγαδικών αριθµών. Ο µιγαδικός αριθµός )t(z  λέγεται και στροφέας ( phasor ). 
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Η χρονική  παράγωγος και το ολοκλήρωµα του )t(z  µπορούν εύκολα να υπολογιστούν 

εφαρµόζοντας τους κανόνες παραγώγισης που ισχύουν για πραγµατικές συναρτήσεις. Έτσι θα 

έχουµε: 

)
2

t(j
2

j
tjtjtj eAeeAejAeA

td

d

td

)t(zd
π

+ω
π

ωωω ω=ω=ω==  

(  διότι  ισχύει  je 2
j
=

π

  ) 

Άρα   παραγώγιση  του tjeA)t(z ω=  σηµαίνει πολλαπλασιασµό του µέτρου του επί  ω  και 

ταυτόχρονα αύξηση κατά  γωνία  
2

π
  του ορίσµατός του. 

Αντίστοιχα για το ολοκλήρωµα: 
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−
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Άρα   ολοκλήρωση   του tjeA)t(z ω=  σηµαίνει διαίρεση µέτρου του δια ω  και ταυτόχρονα 

µείωση  κατά  γωνία  
2

π
  του ορίσµατός του. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


