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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 

Η ηµιτονοειδής συνάρτηση 

 

9.1 ) Γενικά για την ηµιτονοειδή συνάρτηση 

Η συνάρτηση αυτή χρησιµοποιείται πολύ στην Ηλεκτρολογία αλλά και σε άλλες Τεχνικές 

Επιστήµες. Οι λόγοι είναι οι ακόλουθοι: 

 

α) Με  την ηµιτονοειδή συνάρτηση περιγράφονται πολλά φυσικά φαινόµενα και τούτο γιατί οι 

ηµιτονοειδείς συναρτήσεις µαζί µε τις εκθετικές συναρτήσεις,  αλλά και  συνδυασµοί αυτών των 

δύο, αποτελούν τις γενικές λύσεις των  γραµµικών διαφορικών εξισώσεων µε σταθερούς 

συντελεστές. Με τις εξισώσεις αυτές περιγράφεται πληθώρα φυσικών φαινοµένων  ( π.χ. οι 

ταλαντώσεις ).   

 

β) Από µαθηµατική άποψη είναι µια πολύ «οµαλή» συνάρτηση. Η παράγωγός της είναι επίσης  

µια ηµιτονοειδής συνάρτηση µε κάποια διαφορά φάσεως. 

 

γ)  Με την ηµιτονοειδή συνάρτηση µπορούν να περιγραφούν και να µελετηθούν συνθετότερα 

σήµατα (περιοδικά ή όχι) µέσω της ανάλυσης  Fourier ( όπως θα δούµε στα επόµενα)    

 

Μια ηµιτονοειδής  συνάρτηση  f ( t ) = Am sin ( ω t + φ )  χαρακτηρίζεται πλήρως από 3 µεγέθη: 

               -  Το πλάτος  Am  ( µε  µονάδα ανάλογη του φυσικού  µεγέθους που περιγράφεται)  

               -  Την κυκλική συχνότητα ω   ( rad /sec )  

               -  Την αρχική φάση φ   ( rad   ή  µοίρες ) 

 
Το µέγεθος  ω t + φ ( rad ),  δηλ. το όρισµα,   λέγεται  φάση  της  ηµιτονοειδούς  συνάρτησης 

Επίσης το µέγεθος   
ω
π

=
2

T    ( sec )   λέγεται  περίοδος  της  ηµιτονοειδούς  συνάρτησης  και το 

αντίστροφο της περιόδου   
T

1
f =     ( Hz  = sec -1  )  λέγεται συχνότητα. Ο χρόνος µιας πλήρους 

περιόδου  Τ , αντιστοιχεί  προφανώς σε  2π  rad  ( ακτίνια )   
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Παρακάτω δίνεται µια  τυπική γραφική παράσταση της  ηµιτονοειδούς  συνάρτησης                     f 

( t ) = Am sin ( ω t + φ ) 

mA

mA−

t

)t(f

0 T T2
• ••

ϕsinAm •

•

•

T
2 π
ϕ

 
Παρατηρείστε ότι για  t = 0 η τιµή είναι   f ( 0 ) = Am sin φ   

Το χρονικό διάστηµα αριστερά του µηδενός το οποίο απαιτείται για να µηδενιστεί η  f ( t )  είναι 

ίσο µε   T
2 π
ϕ

. 

Γενικά γωνία  φ0   ( rad )   αντιστοιχεί σε χρονικό  διάστηµα    ∆ T
2

t 0
0 π

ϕ
=    ( sec ) 

Αντί για  την ηµιτονοειδή συνάρτηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί, για την περιγραφή των ίδιων 

φαινοµένων,  και η συνηµιτονοειδής συνάρτηση 

f ( t ) = Am cos ( ωt + φ ) 

Υπενθυµίζονται από την Τριγωνοµετρία οι σχέσεις: 

)
2

x(sinxcos
π

+=         και         )
2

x(cosxsin
π

−=                        

άρα: 

f ( t ) = Am cos ( ωt + φ )  = )
2

t(sinA m
π

+ϕ+ω  

και αντίστοιχα: 

 f ( t ) = Am sin ( ωt + φ )  = )
2

t(cosA m
π

−ϕ+ω  
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∆ηλαδή η περιγραφή ενός  µεγέθους µε ηµιτονοειδή  ή συνηµιτονοειδή συνάρτηση σηµαίνει απλά 

µια µετατόπιση στη φάση κατά  +  ή  -   π/2   rad  ( ή αντίστοιχα  +  ή  -  90  µοίρες ).  

Στην πράξη  είναι ορθότερο, κατά την µελέτη των προβληµάτων,   να χρησιµοποιείται µόνον ή µία 

από τις δύο µορφές  δηλαδή να εκφράζουµε όλα τα µεγέθη µε ηµιτονοειδείς  ή όλα µε 

συνηµιτονοειδείς  συναρτήσεις.       

Σε ολόκληρο  το σύγγραµµα αυτό επιλέγεται η έκφραση µε ηµιτονοειδείς  συναρτήσεις. 

 

9. 2 ) Παράσταση ηµιτονοειδών συναρτήσεων µε χρήση µιγαδικών αριθµών  

Αποδεικνύεται στα Μαθηµατικά, ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό x, ισχύει  η παρακάτω 

ταυτότητα ( τύπος του Euler ): 

xsinjxcose xj +=  

Άρα αν θεωρήσουµε τον µιγαδικό αριθµό ( η ακριβέστερα την µιγαδική συνάρτηση )  

)t(j
m eA)t(A ϕ+ω=  

Ο µιγαδικός   )t(j
m eA)t(A ϕ+ω=  έχει σταθερό µέτρο Am  και όρισµα το οποίο αυξάνει 

γραµµικά συναρτήσει του χρόνου  t.  Αυτό σηµαίνει ότι  ο )t(A  εκτελεί, στο µιγαδικό επίπεδο, 

οµαλή κυκλική κίνηση µε γωνιακή ταχύτητα ω.  

Με εφαρµογή του τύπου του Euler έχουµε:       

)t(j
m eA)t(A ϕ+ω= = )t(sinAj)t(cosA mm ϕ+ω+ϕ+ω  

Παρατηρούµε λοιπόν ότι:  

{ } )t(cosA)t(ARe m ϕ+ω=     και      { } )t(sinA)t(AIm m ϕ+ω=  

δηλαδή  το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του  )t(A  είναι, αντίστοιχα,  µια 

συνηµιτονοειδής  και µια  ηµιτονοειδής συνάρτηση.   
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•
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ϕ
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Επιλέγουµε στο σηµείο αυτό την χρήση της ηµιτονοειδούς συνάρτησης (*) ( φανταστικό µέρος)  
 

(*) 
Εξ΄ ίσου θα µπορούσαµε να επιλέξουµε την συνηµιτονοειδή συνάρτηση (πραγµατικό µέρος ) 

 

Άρα:                  { } { }tjj
m

)t(j
mm eeAImeAIm)t(sinA ωϕϕ+ω ==ϕ+ω  

Στο σηµείο αυτό κάνουµε την ακόλουθη παρατήρηση: 

Έστω ότι  έχουµε να υπολογίσουµε ένα άθροισµα ή µία διαφορά δύο ηµιτονοειδών συναρτήσεων 

µε την ίδια κυκλική συχνότητα ω. Από την Τριγωνοµετρία είναι γνωστό ότι το αποτέλεσµα είναι 

επίσης µια ηµιτονοειδής συνάρτηση µε την ίδια κυκλική συχνότητα ω.    Στην περίπτωση λοιπόν 

που έχουµε να υπολογίσουµε ένα τέτοιο αλγεβρικό άθροισµα µπορούµε, για την περιγραφή των 

ηµιτονοειδών συναρτήσεων, αντί του στρεφοµένου  µιγαδικού αριθµού: 

tjj
m

)t(j
m eeAeA)t(A ωϕϕ+ω ==  

να χρησιµοποιήσουµε   τον  σταθερό  µιγαδικό: 

ϕ= j
m eAA  

Αυτό φαίνεται εύκολα µε βάση τον παρακάτω συλλογισµό: 

έστω:      

{ } { }tjj
1m

)t(j
1m11m1 eeAImeAIm)t(sinA)t( 11 ωϕϕ+ω ==ϕ+ω=α      και  

{ } { }tjj
2m

)t(j
2m22m2 eeAImeAIm)t(sinA)t( 22 ωϕϕ+ω ==ϕ+ω=α  

τότε  

α 1 ( t )  ±  α 2 ( t )  = { } { }tjj
2m

tjj
1m eeAImeeAIm 21 ωϕωϕ ±   =  

= { } { })eAeA(eImeeAeeAIm 2121 j
2m

j
1m

tjtjj
2m

tjj
1m

ϕϕωωϕωϕ ±=±  = 

= { }0j
0m

tj eAeIm ϕω  = { })t(j
0m

0eAIm ϕ+ω  

όπου:  210 j
2m

j
1m

j
0m eAeAeA ϕϕϕ ±=  

άρα:    α 1 ( t )  ±  α 2 ( t ) = { })t(j
0m

0eAIm ϕ+ω  =  Am 0  sin ( ω t + φ0 ) 

∆ηλαδή  παρατηρούµε ότι για τον υπολογισµό, µε χρήση στρεφοµένων  µιγαδικών αριθµών, της 

παράστασης    

)t(sinA)t(sinA 22m11m ϕ+ω±ϕ+ω  =  Am 0  sin ( ω t + φ0 ) 

  ο όρος   tje ω   δεν υπεισέρχεται στους  υπολογισµούς  του πλάτους  Am 0  και της γωνίας   φ0  και 

κατά συνέπεια µπορεί ( προσωρινά ) να απαλειφθεί.    
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Είναι προφανές ότι αντί για αλγεβρικό άθροισµα µόνον δύο ηµιτονοειδών όρων, µπορούµε να 

έχουµε αλγεβρικό άθροισµα  οποιουδήποτε αριθµού ηµιτονοειδών όρων, µε την προϋπόθεση να 

έχουν όλοι  την ίδια κυκλική συχνότητα ω.  

 

 

Συνοψίζουµε εδώ την µεθοδολογία:  

Η ηµιτονοειδής συνάρτηση:  

α ( t ) = Am sin ( ω t + φ ) 

µπορεί να παρασταθεί  από τον στρεφόµενο   µιγαδικό  αριθµό:   

)t(j
m eA)t(A ϕ+ω=  

ο οποίος αποκαλείται και στροφέας ή phasor 

Πρακτικά  όµως  χρησιµοποιείται ο σταθερός µιγαδικός αριθµός: 

ϕ= j
m eAA  

Αντίστροφα αν είναι γνωστός ο  ϕ= j
m eAA  και η κυκλική συχνότητα ω ,  τότε  η  ηµιτονοειδής 

συνάρτηση α ( t ) προκύπτει από τη σχέση: 

 

{ } { } )t(sinAeeAImeAIm)t( m
tjj

m
tj ϕ+ω===α ωϕω  

 

Με την χρήση των µιγαδικών αριθµών οι πράξεις µεταξύ ηµιτονοειδών συναρτήσεων ανάγονται 

σε πράξεις µιγαδικών αριθµών.  Έτσι αποφεύγονται πολύπλοκες τριγωνοµετρικές εκφράσεις και 

αντικαθίστανται από απλή µιγαδική άλγεβρα. 

 

Ας δούµε παρακάτω δύο απλές εφαρµογές:    
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9. 3) Παραδείγµατα 

 

Παράδειγµα 1)   Η έκφραση    f ( t ) = α 1 sin ω t  +  α 2 cos ω t       όπου τα   α 1  και  α 2   

πραγµατικοί αριθµοί ( θετικοί ή αρνητικοί )   µπορεί  να γραφεί και ως:  

 

f ( t ) =  α m  sin  ( ω t  +  φ ) 

 

τα µεγέθη   α m   και   φ   υπολογίζονται ως εξής: 

 

- ο όρος   α 1 sin ω t      αν    α 1 > 0    παριστάνεται  µε   στροφέα  11A α=     

-ο όρος  α 2 cos ω t = α 2 sin ( ω t + 
2

π
 )   αν  α 2 > 0    παριστάνεται µε στροφέα  2

j

22 eA
π

α=  

Προσθέτοντας τους στροφείς   1A   και   2A    θα πάρουµε: 

2
j

21 eF
π

α+α= = 21 j α+α =









α

α−

α+α 1

21tanj
2
2

2
1 e  

άρα:                        f ( t ) = { } 


















α
α

+ωα+α= −ω

1

212
2

2
1

tj tantsineFIm  

συνεπώς                 








α
α

=ϕκαια+α=α −

1

212
2

2
1m tan  

Προσοχή όµως  χρειάζεται στον σωστό  υπολογισµό της γωνίας  








α
α

=ϕ −

1

21tan   ανάλογα µε 

τα πρόσηµα των  α 1  και  α 2   ! 

 

 

∆ίνουµε παρακάτω δύο αριθµητικά παραδείγµατα της εφαρµογής αυτής 
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 Παράδειγµα 2 )   

Η  έκφραση  f ( t ) = 5 sin (10 t ) + 7 cos ( 10 t ) γράφεται: 

5 sin (10 t ) →   στροφέας    5A1 =  

7 cos ( 10 t ) = 7 sin (10 t + π/2)  →   στροφέας    7je7A 2
j

2 ==
π

 

άρα:                        95.0j5

7
tanj

22
2 e602.8e757j5AAF

1

=+=+=+=







−

 

και                                                f ( t ) =  8.602 sin ( 10 t + 0.95 )  

ή  σε µοίρες                                  f ( t ) =  8.602 sin ( 10 t + 54.46ο ) 

 

 

 

 

 

 

 

Παράδειγµα 3 )   

Η  έκφραση  f ( t ) = 3 sin (20 t ) - 2 cos ( 20 t ) γράφεται: 

3 sin ( 20 t ) →   στροφέας    3A1 =  

- 2 cos ( 20 t ) = -2 sin (20 t + π/2) = 2 sin (20 t + π/2 – π ) →  στροφέας 2je2A 2
j

2 −==
π

−
 

άρα:                        59.0j3

2
tanj

22
2 e606.3e232j3AAF

1

−







 −

=+=−=+=
−

 

 

και                                                f ( t ) =  3.606 sin ( 20 t - 0.59 )  

ή  σε µοίρες                                  f ( t ) =  3.606 sin ( 20 t - 33.7ο ) 
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Παράδειγµα 4 ) 

Να υπολογιστεί το άθροισµα: 

f ( t ) =  6 sin ( 100 t – 0.23) + 5 sin ( 100 t + 0.78) – 3 sin (100 t + 1.23) + 2 sin (100 t - 0.56 ) 

(οι γωνίες σε  rad ) 

 

οι αντίστοιχοι στροφείς  θα έιναι: 

6 sin ( 100 t – 0.23)  →   =α1
23.0je6 −  = 5.842 – j 1.368 

5 sin ( 100 t + 0.78)  →  =α2
78.0je5 = 3.554 + j 3.516 

– 3 sin (100 t + 1.23)  = 3 sin ( 100 t +1.23 – π )  = 3 sin (100 t – 1.91 ) →  =α3
91.1je3 −  =  

                                                                                                                        = -0.998 – j 2.829                                                      

 2 sin (100 t - 0.56 )  →  =α4
56.0je2 −  = 1.694 – j 1.062 

 

άρα:                           4321f α+α+α+α= = 10.092 -  j 1.743  = 10.241 17.0je −  

συνεπώς:                    f ( t )  =  { }t100jefIm   = 10.241 sin (100 t – 0.17 ) 

ή  σε µοίρες                                  f ( t ) =  10.241 sin ( 100 t – 9.7ο ) 

   


