
ΜΗ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
ΔΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ ΜΕ ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ

ΔΙΔΑΣΚΟΥΣΑ: ΔΗΜΗΤΡΑ ΚΟΥΛΟΥΜΠΟΥ

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 

ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ - ΤΜΗΜΑ ΛΟΓΙΣΤΙΚΗΣ & ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ



ΜΗ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ 
ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ

▪ Μια μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 𝒏 − τάξεως 
με σταθερούς συντελεστές είναι της μορφής

𝐲 𝐧 𝐱 + 𝐚𝐧−𝟏𝐲 𝐧−𝟏 𝐱 + ⋯ + 𝐚𝟏𝐲′ 𝐱 + 𝐚𝟎𝐲 𝐱 = 𝒈 𝒙 𝟏

Όπου 𝑎𝑛−1, … , 𝑎0𝜖ℝ, και 𝒈 𝒙 μη μηδενική συνεχής συνάρτηση 
ορισμένη σε ένα διάστημα 𝐼 ⊆ ℝ και  𝑦 𝑥 η άγνωστη 
συνάρτηση.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΜΗ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ 
ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ

▪ Η συνάρτηση 𝒈 𝒙 ονομάζεται όρος εξαναγκασμού της 𝟏

▪ Το πολυώνυμο 𝛗 𝛌 = 𝛌𝐧 + 𝐚𝐧−𝟏𝛌𝐧−𝟏 + ⋯ + 𝐚𝟏𝛌 + 𝐚𝟎

το ονομάζουμε χαρακτηριστικό πολυώνυμο της 1 .

▪ Η διαφορική εξίσωση 1 έχει πάντοτε μία λύση στο διάστημα 
𝐼.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΜΗ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΕΥΤΕΡΗΣ 
ΤΑΞΗΣ ΜΕ ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ

Ειδικά για 𝐧 = 𝟐, η γραμμική διαφορική εξίσωση είναι  της 
μορφής

𝒚′′ 𝒙 + 𝒂𝒚′ 𝒙 + 𝒃𝒚 𝒙 = 𝒈 𝒙 𝟐

όπου 𝑎, 𝑏𝜖ℝ και 𝑦 𝑥 η άγνωστη συνάρτηση , και 𝒈 𝒙 μη 
μηδενική συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα

𝐼 ⊆ ℝ,

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΜΗ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΕΥΤΕΡΗΣ 
ΤΑΞΗΣ ΜΕ ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ

▪ Η εξίσωση αυτή

είναι μη ομογενής διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξεως με 
σταθερούς συντελεστές.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ

Πρόταση

Αν

❑ 𝑦0 𝑥 είναι η γενική λύση της ομογενούς διαφορικής 
εξίσωσης 

𝒚′′ 𝒙 + 𝒂𝒚′ 𝒙 + 𝒃𝒚 𝒙 = 𝟎

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ

Και

❑ 𝑦𝜇 𝑥 μία μερική λύση της 𝟐 , 

(δηλαδή μία συνάρτηση που ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση 
𝟐 ), 

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ

Τότε 

❑η γενική λύση της 𝒚′′ 𝒙 + 𝒂𝒚′ 𝒙 + 𝒃𝒚 𝒙 = 𝒈 𝒙 είναι η 

𝒚 𝒙 = 𝒚𝟎 𝒙 + 𝒚𝝁 𝒙 .

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ – ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 𝟏

▪ Θα μελετήσουμε πρώτα την περίπτωση όπου ο όρος 
εξαναγκασμού 𝒈 𝒙 είναι πολυωνυμική συνάρτηση.

▪ Για τον προσδιορισμό της μερικής λύσης 𝑦𝜇 𝑥 ακολουθούμε 

τον παρακάτω πίνακα.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ – ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 𝟏

Όρος Εξαναγκασμού 𝒈 𝒙 Προσδιοριστέα Μερική Λύση 𝒚𝝁 𝒙

𝒈 𝒙 = 𝒃𝒌𝒙𝒌 + 𝒃𝒌−𝟏𝒙𝒌−𝟏 + ⋯ + 𝒃𝟏𝒙 + 𝒃𝟎 𝟏𝚨. Αν 𝑥 = 0 δεν είναι ρίζα του χαρακτηριστικού 
πολυωνύμου

𝑦𝜇 𝑥 = 𝚨𝒌𝒙𝒌 + 𝚨𝒌−𝟏𝒙𝒌−𝟏 + ⋯ + 𝚨𝟏𝒙 + 𝚨𝟎

𝟏𝚩. Αν 𝑥 = 0 είναι ρίζα πολλαπλότητας 𝐬 = 𝟏 του 
χαρακτηριστικού πολυωνύμου

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥𝑠 𝒙𝒌 + 𝚨𝒌−𝟏𝒙𝒌−𝟏 + ⋯ + 𝚨𝟏𝒙 + 𝚨𝟎

𝟏𝚪. Αν 𝑥 = 0 είναι ρίζα πολλαπλότητας 𝐬 = 2 του 
χαρακτηριστικού πολυωνύμου

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥2 𝒙𝒌 + 𝚨𝒌−𝟏𝒙𝒌−𝟏 + ⋯ + 𝚨𝟏𝒙 + 𝚨𝟎



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 (ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 𝟏𝚨)

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

𝑦′′ + 𝑦 = 𝑥2 + 𝑥 − 1 3

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 − ΛΥΣΗ

Η 3 είναι μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 𝟐𝜼𝝇

τάξης με σταθερούς συντελεστές.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 − ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟏:

Επίλυση της αντίστοιχης Ομογενούς διαφορικής εξίσωσης

𝒚′′ + 𝒚 = 𝟎

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της είναι το

𝜑 𝜆 = 𝜆2 +1

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 − ΛΥΣΗ

Ενώ η χαρακτηριστική της  εξίσωση είναι  η  

𝜆2 + 1 = 0.

Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο συζυγείς ρίζες μιγαδικές, 

τις 

𝜆1,2 = ±𝑖 με πολλαπλότητα 1.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 − ΛΥΣΗ

Επομένως έχουμε τις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις της

𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑠𝑖𝑛𝑥

Άρα 

𝑦0 𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ, Είναι η γενική 
λύση της ομογενούς.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 − ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟐:

Εύρεση μερικής λύσης της 𝟑

𝑥 = 0 δεν είναι ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου της 3
και ο όρος εξαναγκασμού είναι 𝑔 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 − 1 (πολυώνυμο 
δευτέρου βαθμού).

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 − ΛΥΣΗ

Επομένως η μερική λύση είναι της μορφής (περίπτωση 𝚨)

𝑦𝜇 𝑥 = 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 + 𝛾, 𝛼, 𝛽, 𝛾𝜖ℝ

Έχουμε:

𝑦𝜇′ 𝑥 = 2𝑎𝑥 + 𝛽

𝑦𝜇′′ 𝑥 = 2𝑎

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 − ΛΥΣΗ

Από την 3

𝑦𝜇′′ 𝑥 + 𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 − 1 για κάθε  𝑥𝜖ℝ.

Άρα 

𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 + 𝛾 + 2𝑎 = 𝑥2 + 𝑥 − 1 για κάθε 𝑥𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 − ΛΥΣΗ

Επομένως

𝛼 = 1, 𝛽 = 1, 𝛾 = −3

Άρα 

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 − 3

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟏 − ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟑:

Η γενική λύση της 𝟑 είναι η 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑦𝜇 𝑥

Δηλαδή

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 − 3

Όπου𝑐1, 𝑐2𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 (ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1Β):

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

𝑦′′ + 𝑦′ = 6𝑥 − 2 4

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 −ΛΥΣΗ

Η 4 είναι μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 
𝟐𝜼𝝇 τάξης με σταθερούς συντελεστές.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟏:

Επίλυση της Ομογενούς διαφορικής εξίσωσης 𝑦′′+𝑦′ = 𝟎

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της είναι το

𝜑 𝜆 = 𝜆2 +𝜆 = 𝜆 𝜆 + 1

Ενώ η χαρακτηριστική της  εξίσωση είναι  η  

𝜆2 + 𝜆 = 0.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 −ΛΥΣΗ

Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει ρίζες τις 

𝜆1 = 0 με πολλαπλότητα 1

𝜆2 = −1 με πολλαπλότητα 1

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 −ΛΥΣΗ

Άρα 

𝑦0 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒−𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2 𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ,

Είναι η γενική λύση της ομογενούς.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟐:

Εύρεση μερικής λύσης της 𝟒

𝑥 = 0 είναι ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου της 4
πολλαπλότητας 1 και ο όρος εξαναγκασμού είναι 𝑔 𝑥 = 6𝑥 − 2
(πολυώνυμο πρώτου βαθμού).

Επομένως η μερική λύση είναι της μορφής (περίπτωση Β)

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥 𝛼𝑥 + 𝛽 , 𝛼, 𝛽𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 −ΛΥΣΗ

Έχουμε:

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥 𝛼𝑥 + 𝛽

𝑦𝜇
′ 𝑥 = 2𝑎𝑥 + 𝛽

𝑦𝜇′′ 𝑥 = 2𝛼

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 −ΛΥΣΗ

Από την 4

𝑦′′ + 𝑦′ = 6𝑥 − 2 για κάθε  𝑥𝜖ℝ

Άρα 

2𝛼 + 2𝑎𝑥 + 𝛽 = 6𝑥 − 2 για κάθε 𝑥𝜖ℝ

Επομένως

𝛼 = 3, 𝛽 = −8. Άρα 

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥 3𝑥 − 8 = 3𝑥2 − 8𝑥
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟑:

Η γενική λύση της 𝟒 είναι η 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑦𝜇 𝑥

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟐 −ΛΥΣΗ

Δηλαδή

𝑦 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒−𝑥 + 3𝑥2 − 8𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 (ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 𝟏𝚪)

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

𝑦′′ = 𝑥 + 1 5

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Η 5 είναι μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 
𝟐𝜼𝝇 τάξης με σταθερούς συντελεστές.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟏:

Επίλυση της Ομογενούς διαφορικής εξίσωσης 𝑦′′= 𝟎

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της είναι το

𝜑 𝜆 = 𝜆2

Ενώ η χαρακτηριστική της  εξίσωση είναι  η  

𝜆2 = 0.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει ρίζα την 

𝜆 = 0 με πολλαπλότητα 2.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Άρα 

𝑦0 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2 𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ,

Είναι η γενική λύση της ομογενούς.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟐:

Εύρεση μερικής λύσης της 𝟓

𝑥 = 0 είναι ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου της 4
πολλαπλότητας 2 και ο όρος εξαναγκασμού είναι

𝑔 𝑥 = 𝑥 + 1 (πολυώνυμο πρώτου βαθμού).

Επομένως η μερική λύση είναι της μορφής (περίπτωση Β)

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥2 𝛼𝑥 + 𝛽 , 𝛼, 𝛽𝜖ℝ.
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Έχουμε:

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥2 𝛼𝑥 + 𝛽

𝑦𝜇
′ 𝑥 = 3𝑎𝑥2 + 2𝛽𝑥

𝑦𝜇
′′ 𝑥

= 6𝑎𝑥 + 2𝛽

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Από την 5

𝑦′′ = 𝑥 + 1 για κάθε  𝑥𝜖ℝ.

Άρα 

6𝑎𝑥 + 2𝛽 = 𝑥 + 1 για κάθε  𝑥𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Επομένως

𝛼 =
1

6
, 𝛽 =

1

2
. Άρα 

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥2
1

6
𝑥 +

1

2
=

1

6
𝑥3 +

1

2
𝑥2

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟑:

Η γενική λύση της 𝟓 είναι η 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑦𝜇 𝑥 .

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟑 −ΛΥΣΗ

Δηλαδή

𝑦 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 +
1

6
𝑥3 +

1

2
𝑥2

Όπου𝑐1, 𝑐2𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΣΥΝΟΨΗ

Έστω η μη ομογενής  διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξεως 
με σταθερούς συντελεστές της μορφής

𝒚′′ 𝒙 + 𝒂𝒚′ 𝒙 + 𝒃𝒚 𝒙 = 𝒈 𝒙 ∗

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΣΥΝΟΨΗ

όπου 𝑎, 𝑏𝜖ℝ , 𝑦 𝑥 η άγνωστη συνάρτηση ,

και 𝒈 𝒙 μη μηδενική συνεχής συνάρτηση (όρος εξαναγκασμού) 
ορισμένη σε ένα διάστημα 𝐼 ⊆ ℝ .

Έστω επίσης ότι  η 𝒈 𝒙 είναι της μορφής:

𝒈 𝒙 = 𝑷 𝒙

Όπου 𝑃 𝑥 πολυώνυμο μη μηδενικό.
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΣΥΝΟΨΗ

Τότε η γενική λύση της ∗ είναι η 

𝑦 𝑥 = 𝑦𝑜 𝑥 + 𝑦𝜇 𝑥

Όπου: 

➢𝑦𝑜 𝑥 η γενική λύση της αντίστοιχης ομογενούς διαφορικής 
εξίσωσης

𝒚′′ 𝒙 + 𝒂𝒚′ 𝒙 + 𝒃𝒚 𝒙 = 𝟎

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΣΥΝΟΨΗ

Και

➢𝑦𝜇 𝑥 μία μερική λύση της  διαφορικής εξίσωσης ∗ (δηλαδή 

μία συνάρτηση που την ικανοποιεί).

Η 𝑦𝜇 𝑥 είναι συνάρτηση της μορφής:

𝒚𝝁 𝒙 = 𝒙𝒔𝑸 𝒙

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΣΥΝΟΨΗ

Όπου:

➢ 𝑸 𝒙 πολυώνυμο ίδιου βαθμού με τον βαθμό του 
πολυωνύμου 𝑷 𝒙 του όρου εξαναγκασμού 𝒈 𝒙 = 𝑷 𝒙

➢Η τιμή του 𝑠, εξαρτάται από τις ρίζες του χαρακτηριστικού 
πολυωνύμου. Ειδικά:

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΣΥΝΟΨΗ

✓Αν 𝝀 = 𝟎 όχι ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου τότε 
𝒔 = 𝟎 (δεν υπάρχει ο παράγοντας 𝑥𝑠 στην 𝑦𝜇 𝑥 ).

✓Αν 𝝀 = 𝟎 απλή ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου 
τότε 𝒔 = 𝟏.

✓Αν 𝝀 = 𝟏 διπλή ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου 
τότε 𝒔 = 𝟐.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

𝑦′′ − 𝑦 = 𝑥 1

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Η 1 είναι μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 𝟐ης

τάξης με σταθερούς συντελεστές.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟏:

Επίλυση της Ομογενούς διαφορικής εξίσωσης 𝑦′′ − 𝑦 =
𝟎 𝟐

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της 2 είναι το

𝜑 𝜆 = 𝜆2 −1 = 𝜆 − 1 𝜆 + 1

Ενώ η χαρακτηριστική της  εξίσωση είναι  η  

𝜆2 − 1 = 0.
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει ρίζες τις 

𝜆1 = −1 και 𝜆2 = 1

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Άρα 

𝑦0 𝑥 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2 𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ,

Είναι η γενική λύση της 2 .

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟐:

Εύρεση μερικής λύσης της 𝟏

Ο όρος εξαναγκασμού είναι 𝑔 𝑥 = 𝑥 ενώ 𝑥 = 0 δεν είναι ρίζα 
του χαρακτηριστικού πολυωνύμου της 1

Επομένως η μερική λύση είναι της μορφής (περίπτωση 𝟐𝚨)

𝑦𝜇 𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽 , 𝛼, 𝛽𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Έχουμε:

𝑦𝜇
′ 𝑥

= 𝛼

𝑦𝜇
′′ 𝑥

= 𝛽

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Βήμα 2:

Από την 1

𝑦𝜇
′′ 𝑥 − 𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥για κάθε  𝑥𝜖ℝ

Άρα 

− 𝛼𝑥 + 𝛽 = x για κάθε 𝑥𝜖ℝ

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Βήμα 2:

Από την 1

Επομένως

𝛼 = −1, 𝛽 = 0 Άρα 

𝑦𝜇 𝑥 = −𝑥

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟑:

Η γενική λύση της 𝟏 είναι η 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑦𝜇 𝑥

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟒 −ΛΥΣΗ

Δηλαδή

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑥 − 𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2 𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 18𝑥 + 6 1

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓 −ΛΥΣΗ

Η 1 είναι μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 
𝟐𝜼𝝇 τάξης με σταθερούς συντελεστές.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟏:

Επίλυση της Ομογενούς διαφορικής εξίσωσης

𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 𝟎 𝟐

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της 2 είναι το

𝜑 𝜆 = 𝜆2 −6𝜆 − 9 = 𝜆 − 3 2

Ενώ η χαρακτηριστική της  εξίσωση είναι  η  

𝜆 − 3 2 = 0.
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓 −ΛΥΣΗ

Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει ρίζα την

𝜆 = 3 με πολλαπλότητα 2

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓 −ΛΥΣΗ

Άρα 

𝑦0 𝑥 = 𝑐1𝑒3𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒3𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2 𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ,

Είναι η γενική λύση της 2 .

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟐:

Εύρεση μερικής λύσης της 𝟏

Ο όρος εξαναγκασμού είναι 𝑔 𝑥 = 18𝑥 + 6 ενώ 𝑥 = 0 δεν είναι 
ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου της 1 .

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓 −ΛΥΣΗ

Επομένως η μερική λύση είναι της μορφής (περίπτωση𝟐𝚩)

𝑦𝜇 𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽, 𝛼, 𝛽𝜖ℝ.

Έχουμε:

𝑦𝜇
′ 𝑥 = 𝛼

𝑦𝜇
′′ 𝑥 = 0

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓 −ΛΥΣΗ

Από την 1

𝑦𝜇
′′ 𝑥 − 6𝑦𝜇

′ 𝑥
+ 9𝑦𝜇 𝑥 = 18𝑥 + 6 1 για κάθε  𝑥𝜖ℝ

Άρα 

−6𝛼 + 9𝛼𝑥 + 9𝛽 = 18𝑥 + 6 για κάθε 𝑥𝜖ℝ

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓 −ΛΥΣΗ

Επομένως

𝛼 = 2, 𝛽 = 2 Άρα 

𝑦𝜇 𝑥 = 2𝑥 + 2

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟓 −ΛΥΣΗ

Η γενική λύση της 𝟏 είναι η 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑦𝜇 𝑥

Δηλαδή

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒3𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒3𝑥 + 2𝑥 + 2

Όπου𝑐1, 𝑐2𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

𝑦′′ − 𝑦 = 𝑥3 1

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Η 1 είναι μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 
𝟐𝜼𝝇 τάξης με σταθερούς συντελεστές.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟏:

Επίλυση της Ομογενούς διαφορικής εξίσωσης

𝑦′′ − 𝑦 = 𝟎 𝟐

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της 2 είναι το

𝜑 𝜆 = 𝜆2 −1 = 𝜆 − 1 𝜆 + 1

Ενώ η χαρακτηριστική της  εξίσωση είναι  η  

𝜆2 − 1 = 0.
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει ρίζες τις 

𝜆1 = −1 με πολλαπλότητα 1

𝜆2 = 1 με πολλαπλότητα 1

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Άρα 

𝑦0 𝑥 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2 𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ,

Είναι η γενική λύση της 2 .

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Βήμα 2:

Εύρεση μερικής λύσης της 𝟏

Ο όρος εξαναγκασμού είναι 𝑔 𝑥 = 𝑥3 ενώ 𝑥 = 0 δεν  είναι ρίζα 
του χαρακτηριστικού πολυωνύμου της 1 Επομένως η μερική 
λύση είναι της μορφής (περίπτωση 3α)

𝑦𝜇 𝑥 = 𝑎𝑥3 + 𝛽𝑥2 + 𝛾𝑥 + 𝛿, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Έχουμε:

𝑦𝜇
′ 𝑥 = 3𝑎𝑥2 + 2𝛽𝑥 + 𝛾

𝑦𝜇
′′ 𝑥 = 6𝛼𝑥 + 2𝛽

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Από την 1

𝑦𝜇
′′ 𝑥

− 𝑦𝜇 𝑥 = 𝑥3 για κάθε  𝑥𝜖ℝ

Άρα 

6𝛼𝑥 + 2𝛽 −𝑎𝑥3 −𝛽𝑥2 − 𝛾𝑥 − 𝛿 = 𝑥3

για κάθε 𝑥𝜖ℝ

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Επομένως

𝛼 = −1, 𝛽 = 0, 𝛾 = −6, 𝛿 = 0 Άρα 

𝑦𝜇 𝑥 = −𝑥3 − 6𝑥

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟑:

Η γενική λύση της 𝟏 είναι η 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑦𝜇 𝑥

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟔 −ΛΥΣΗ

Δηλαδή

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 −𝑥3 −6𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2 𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟕

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

𝑦′′ + 𝑦′ = 5 1

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟕 −ΛΥΣΗ

Η 1 είναι μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση 
𝟐𝜼𝝇 τάξης με σταθερούς συντελεστές.

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟕 −ΛΥΣΗ

Βήμα 𝟏:

Επίλυση της Ομογενούς διαφορικής εξίσωσης

𝑦′′ + 𝑦′ = 0 2

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της 2 είναι το

𝜑 𝜆 = 𝜆2 +𝜆

Ενώ η χαρακτηριστική της  εξίσωση είναι  η  

𝜆2 + λ = 0.
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟕 −ΛΥΣΗ

Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και 
άνισες τις 

𝜆1 = −1 και 𝜆2 = 0

Άρα 

𝑦0 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒−𝑥

Όπου𝑐1, 𝑐2 𝜖ℝ αυθαίρετες σταθερές και 𝑥𝜖ℝ,

Είναι η γενική λύση της 2 .
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟕 −ΛΥΣΗ

Εύρεση μερικής λύσης της 𝟏

Ο όρος εξαναγκασμού είναι 𝑔 𝑥 = 5 ενώ 𝑥 = 0 είναι ρίζα του 
χαρακτηριστικού πολυωνύμου της 1 πολλαπλότητας 1. 
Επομένως η μερική λύση είναι της μορφής

𝑦𝜇 𝑥 = 𝐴𝑥

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟕 −ΛΥΣΗ

Έχουμε:

𝑦𝜇
′ 𝑥

= 𝐴

𝑦𝜇
′′ 𝑥

= 0

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟕 −ΛΥΣΗ

Από την 1

𝑦𝜇
′′ 𝑥 + 𝑦𝜇

′ 𝑥
= 5 για κάθε  𝑥𝜖ℝ

Άρα 

𝐴 = 5

Άρα 𝑦𝜇 𝑥 = 5𝑥

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 𝟕 −ΛΥΣΗ

Η γενική λύση της (𝟏) είναι η 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑦𝜇 𝑥

Δηλαδή 

𝑦 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒−𝑥 + 5𝑥

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να λυθεί η Διαφορική Εξίσωση 

𝑦′′ + 𝑦′ − 2𝑦 = −6𝑥 − 1

2. Να λυθεί η Διαφορική Εξίσωση 

𝑦′′ + 2𝑦′ = 3𝑥 + 4

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ, ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Β ΜΑΧΙΜΟΙ, Β ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ , ΧΕΙΜΕΡΙΝΟ ΕΞΑΜΗΝΟ 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

3. Να λυθεί το πρόβλημα αρχικών τιμών 

𝑦′′ + 𝑦 = −6𝑥 − 1, 𝑦 0 = 0, 𝑦′ 0 = 1

4. Να λυθεί το πρόβλημα αρχικών τιμών 

𝑦′′ − 2𝑦′ + 2𝑦 = 2𝑥2 − 2, 𝑦 0 = 0, 𝑦′ 0 = −1
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