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Ορισμένο Ολοκλήρωμα – Εφαρμογές του Ορισμένου 

Ολοκληρώματος 

Διδάσκοντες: Ε. Παπαγεωργίου – Δ. Κουλουμπού 

 

Ορισμένο Ολοκλήρωμα - Γεωμετρική Ερμηνεία: 

Το ορισμένο ολοκλήρωμα μιας συνεχούς συνάρτησης   f : ,   , το οποίο 

συμβολίζεται με  f x dx


 ,  

 όταν  f x 0  για κάθε  x ,  , παριστάνει το εμβαδόν του χωρίου 

που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης f , τον 

άξονα x x  και τις ευθείες x   και x  .  

 Αν η συνάρτηση 𝑓  είναι θετική σε ορισμένα υποδιαστήματα του [𝑎, 𝛽]  

και αρνητική στα υπόλοιπα, τότε η τιμή του ορισμένου ολοκληρώματος 

της  𝑓 στο [𝑎, 𝛽]   παριστάνει το αλγεβρικό άθροισμα των εμβαδών των 

χωρίων τα οποία βρίσκονται πάνω και κάτω από τον άξονα 𝑥′𝑥. 

  το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση 

της συνάρτησης, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 𝑎  και 𝑥 = 𝛽 ισούται 

με  E f x dx



  . 

Θεμελιώσες Θεώρημα του Ολοκληρωτικού Λογισμού: 

Έστω  f : ,    μια παραγωγίσιμη συνάρτηση σε ένα διάστημα  ,   , με 

παράγωγο ολοκληρώσιμη συνάρτηση στο  ,  . Τότε  

     f x dx f f



     

Ισοδύναμα Αν  f : ,    μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση σε ένα διάστημα 

 ,   και F  είναι μια παράγουσα της f  στο  ,  , τότε      f x dx F F



  

. 
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Ιδιότητες Ορισμένου Ολοκληρώματος: 

Έστω  f,g : ,    συνεχείς συναρτήσεις και ,   .  

1.    f x dx f x dx
 

 
    

2.  f x dx 0



  για κάθε  ,    

3. Η συνάρτηση f g   είναι ολοκληρώσιμη στο   ,   και ισχύει 

       f x g x dx f x dx g x dx
  

  
           

4.  c dx c



    

5. Αν  f x 0  για κάθε  x ,   τότε  f x dx 0



  

6. Αν  f x 0  για κάθε  x ,   και f  όχι παντού 0   τότε  f x dx 0



  

7. Αν    f x g x  για κάθε  x ,   τότε    f x dx g x dx
 

 
   

8. Αν    f x g x  για κάθε  x ,   και f,g  όχι παντού ίσες στο  ,   τότε 

   f x dx g x dx
 

 
  . 

9. Αν  m f x M   για κάθε  x ,   τότε  

     m f x dx



        . 

10. Για κάθε  , , ,      ισχύει      f x dx f x dx f x dx
  

  
     

11. Έστω ολοκληρώσιμη συνάρτηση  f : ,   . Ισχύει ότι 

   f x dx f x dx
 

 
      

12. Έστω ολοκληρώσιμη συνάρτηση  f : ,   .  

 Αν f  άρτια , τότε    
0

f x dx 2 f x dx
 


   

 Αν f  περιττή , τότε  f x dx 0



  
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Παραδείγματα: 

1.  
x 1

4 2
1

3 2 3

1
0

x 0

x x 1 1 23
x 6x x 3 dx 2x 3x 2 3

4 2 4 2 4





 
              

 


 

2.    
1 1 x 1

2 x x 2 x 2 x

2 x 00 0
x e 2xe dx x e dx x e e






          

3.  
 

x 1
11

11 11 11 11101

3
0

x 0

2x 31 5 3 5 3
2x 3 dx

2 11 22 22 22





  
        

  
  

4. 
4

4
1

x
dx

x x
 


  

Θέτουμε 
2u x x u   , οπότε dx 2udu . 

Για x 1  είναι u 1 1   και για x 4  είναι u 4 2  . 

Επομένως 

  
 

 

2 2
4 2 2

4 21 1 1

2
2 2 2

4
1 1 1

u 2
2

4

u 1

x u u
dx 2udu 2 du

u u u 1x x

u 1 u 1u 1 1 1 1
2 du 2 du 2 u 1 du

u 1 u 1 u 1 u 1

u 3
2 u ln u 1 1 2ln

2 2





    
 

     
               

 
       

 

  

  

 

5. 
3 3 3

23 3
5

0 0
x 0

cos x cos x 1 1 7
sinxcos xdx dx

3 3 24 3 24


 



   
            

   
 

 

6. 
x

1

6 x0

e 1
dx

e 1


 

  

Θέτουμε xu e x lnu   , οπότε 
1

dx du
u

 . 

Για x 0  είναι 0u e 1   και για x 1  είναι u e . 

Επομένως 
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x
1 e e

6 x 20 1 1

e 1 u 11 u 1
dx du du

e 1 u 1u u u

  
   

      

Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος 
e

6 21

u 1
du

u u


 

  έχουμε: 

 2

u 1 u 1

u u u u 1

 


 
. Αναζητάμε αριθμούς A,B  τέτοιους ώστε 

 
u 1 A B

u u 1 u u 1


 

 
 

για κάθε x 1  . Εδώ A 1   και B 2 .  Επομένως  

 
u 1 1 2

u u 1 u u 1


  

 
. Έτσι έχουμε 

  
e e u e

6 2 u 11 1

u 1 1 2 e 1
du du lnu 2ln u 1 1 2ln

u u u u 1 2





    
                    

  . 

7. 𝐼7 = ∫ 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
 

Για τον υπολογισμό ολοκληρώματος θα εφαρμόσουμε ολοκλήρωση κατά 

παράγοντες. 

Έχουμε: 
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8. 
1

2
18

2

1 x
cosxln dx

1 x

 
   

 
  

Θεωρούμε την συνάρτηση  
1 x 1 1

f x cosxln , x ,
1 x 2 2

   
        

 

Παρατηρούμε ότι για κάθε 
1 1

x ,
2 2

 
  
 

 

     
1

1 x 1 x 1 x
f x cos x ln cosxln cosxln f x

1 x 1 x 1 x


       

            
       

 

Επομένως η συνάρτηση είναι περιττή. Άρα  

1

2
18

2

1 x
cosxln dx 0

1 x

 
   

 
  

9. 
1

9
1

2 x
I sin ln dx

2 x

  
   

  
  

Θεωρούμε την συνάρτηση    
2 x

f x sin ln , x 1,1
2 x

  
    

  
 

Παρατηρούμε ότι για κάθε  x 1,1    

 

 

1
2 x 2 x 2 x

f x sin ln sin ln sin ln
2 x 2 x 2 x

2 x 2 x
sin ln sin ln f x

2 x 2 x

           
                          

       
           

       

 

Επομένως η συνάρτηση είναι περιττή.  Άρα   

1

9
1

2 x
I sin ln dx 0

2 x

  
   

  
  

 

 

 

 



Σχολή Ναυτικών Δοκίμων 
Ανάλυση Συναρτήσεων Μιας Μεταβλητής 
Α’ Μάχιμοι, Α’ Μηχανικοί 
 

6 
 

10. 
10 20

xsinx
dx

1 cos x



 
  

Το ολοκλήρωμα αυτό θα βρεθεί με την βοήθεια του μετασχηματισμού 

u x     

Θέτουμε 𝑢 = 0 + 𝜋 − 𝑥 = 𝜋 − 𝑥. Δηλαδή είναι 𝑥 = 𝜋 − 𝑢, οπότε 𝑑𝑥 = −𝑑𝑢. Για 

𝑥 = 0 είναι 𝑢 = 𝜋  και για 𝑥 = 𝜋  είναι 𝑢 = 0. Επομένως, 

   
 

 

 

 

    

0

10 2 20

10 20

10 2 20 0

u

10 10u 0

10

10

2

10

u sin ux sinx
dx du

1 cos x 1 cos u

u sinu
du

1 cos u

sinu usinu
du du

1 cos u 1 cos u

arctan cosu

2 arctan 1 arctan 1

2
4 4

4







 



 











 








 
    

  


  



   
 

       

     

 
    

 

 

 



 
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Ασκήσεις 

1. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ορισμένα ολοκληρώματα. 

1. 2

0
xdx



     2. 2 26

0
x xdx



   

3. 

π

52

0
ημ xdx     4. 3 2

o
x xdx



   

5. 

π

4 53

0
ημ xσυν xdx    6.    20 43



 xdxx  

7. 
0

2 4 5x xdx


     8. 3

6

2dx

x x




     

9. 4

0
xdx



      10. 34

0
xdx



  

11. 
2

1 ( 5) 6

dx

x x       12. 
1

20 7 10

xdx

x x   

13. 
1

20

2 3

4 4

x
dx

x x



      14. 
1

30

3 2

(4 )

x
dx

x



  

15. 
2

31

dx

x x      16. 
2

1

20

6 8

6 8

x x

x x

 

   

17. 

4
2

31

x 2
dx

x 2x



     18. 
1

2

0

xx e dx  

19. 
1

0

xx e dx     20. 
1

6

0
(6 ) xx e dx   

21. 
1

0
3xe xdx     22. 

1
3

0
2 xx e dx   

23. 
0

x xdx


              24. 2

1
ln

e

xdx   

25. 2

0
x xdx



     26. 
1

0
(2 3)x x dx   

27. 
1

(ln )
e

x dx     28. 
1
2 x

0
x 2 dx  

29. 
1

4 ln
e

x xdx     30. 2

1
9 ln

e

x xdx  
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2. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ορισμένα ολοκληρώματα. 

 

 1.  

3

0 22 )6(

6

x

xdx
      2. 

41

30

x 12 x 12
dx

x 12

  


  

 3.  
2

0

2 1 xdxx     4. 
2

2 3

0
2 1x x dx  

 5. 


1

0 21 x

xdx
     6.  

1

0

25 4dxxx  

 7.  
1

0

5 32 47 dxxx     8. 


1

0 3 245

2

x

xdx
 

 9. 
1

0

2

2 dxxex      10.  
1

0
)1( dxee xx  

 11. 2
3

0

3 2 dxe x      12. 



1

2

1
3 2

2 dxex x  

 13. 
9

0

2
dx

x

x

     14.  
1

0

33 13 dxee exx  

 15. 
2

ln

e

e xx

dx
     16. dx

x

xe




1

3 ln14
 

 17. 
1

2

0
2xln(2 x )dx    18. 

2π

1

ημ x
dx

x  

 19.  








2 2
dx
x

x
    20.  



6

0
)3( dxx , 0  

 21. 


 
ln

2
ln

dxee xx     22.  2
3




x

dx
. 
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Εφαρμογές του Ορισμένου Ολοκληρώματος: 

Εμβαδόν Επίπεδου Χωρίου: 

 Έστω  f : ,    μιας συνεχής συνάρτηση  , το εμβαδόν του χωρίου  

      2D x,y | x , ,0 y f x       που περικλείεται από την 

γραφική παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x x  και τις ευθείες 

x   και x   ισούται με    E D f x dx



  . 

 Έστω  f,g : ,     συνεχείς συναρτήσεις.  Το εμβαδόν του χωρίου  

που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f,g , 

τον άξονα x x  και τις ευθείες x   και x   ισούται με 

     E D f x g x dx



  . 

Μεθοδολογία 

 Αν ζητείται το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC , τον 

άξονα x x  και τις ευθείες x   και x        και η f  δεν διατηρεί 

σταθερό πρόσημο στο  ,   τότε, βρίσκουμε τις 

ρίζες 1 2 kx ,x ,...,x  της f  στο  ,   με 1 2 kx x ... x    και 

κατασκευάζουμε πίνακα προσήμων της f . Έτσι θα ισχύει: 

       
1 2

1 k

x x

x x
E f x dx f x dx ... f x dx




        

 

 Αν ζητείται το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC , τον 

άξονα x x  και δεν δίνονται οι εξισώσεις των κατακόρυφων ευθειών, τότε 

το ζητούμενο εμβαδόν θα είναι: 

 

       
2 3 k

1 2 k 1

x x x

x x x
E f x dx f x dx ... f x dx



      
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Παραδείγματα: 

1. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου   που περικλείεται από τη 

γραφική παράσταση της f  με τύπο   xf x xe , τον άξονα x x  και τις 

ευθείες x 1  και x 2 . 

Λύση: 

Η f  είναι συνεχής στο  1,2  ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων 

 

Επίσης   xf x xe 0   για κάθε  x 1,2  οπότε το ζητούμενο εμβαδόν 

θα δίνεται από το    
2 2

x

1 1
E f x dx xe dx    . 

 

Άρα 

 

   
2 2 2x 2 x 2

x x x 2 x 2

x 1 x 11 1 1
E f x dx xe dx xe e dx 2e e e e . 

 

 
                

 

2. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου   που περικλείεται από τη 

γραφική παράσταση της f  με τύπο  f x lnx , τον άξονα x x  και την 

ευθεία 
1

x
e

 . 

 

Λύση: 

Επειδή μας δίνεται μόνο η μία κατακόρυφη ευθεία, η άλλη προκύπτει από την 

λύση της εξίσωσης  f x 0 , δηλαδή  f x 0 lnx 0 x 1     . 

 

Επομένως η δεύτερη ευθεία είναι η x 1 . 

Ισχύει  f x 0  για κάθε 
1

x ,1
e

 
  
 

, διότι: 
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Η f  είναι συνεχής στο 
1

,1
e

 
 
 

 ως λογαριθμική. 

 

Συνεπώς το ζητούμενο εμβαδόν θα δίνεται από το ολοκλήρωμα 

𝛦(𝛺) == ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 =
1

1
𝑒

 

= ∫ −𝑥𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 = ∫ (−𝑥)′𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 = [−𝑥𝑙𝑛𝑥]1
𝑒

1 −∫ −𝑥(𝑙𝑛𝑥)′𝑑𝑥 = [−𝑥𝑙𝑛𝑥]1
𝑒

1 −∫ −𝑥(𝑙𝑛𝑥)′𝑑𝑥 =
1

1
𝑒

1

1
𝑒

1

1
𝑒

1

1
𝑒

 

= [−𝑥𝑙𝑛𝑥]1
𝑒

1 +∫ 1𝑑𝑥 =
1

1
𝑒

−
1

𝑒
+ 1 −

1

𝑒
= (1 −

2

𝑒
) 𝜏𝜇 

 

3. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου   που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f  με τύπο   2f x x x 2     και τον άξονα x x . 

Λύση: 

Οι εξισώσεις των δύο κατακόρυφων ευθειών θα δίνονται από τις λύσεις της 

εξίσωσης   2f x 0 x x 2 0 x 1ή x 2           

 

To πρόσημο της f  φαίνεται στον πίνακα: 

 

 

 

 

H f  είναι συνεχής στο  1,2  ως πολυωνυμική και  f x 0  στο  1,2 . 

 

Επομένως το ζητούμενο εμβαδόν θα δίνεται από το ολοκλήρωμα. 
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     
2

3 2
2 2

2

1 1
x 1

x x 9
E f x dx x x 2 dx 2x .

3 2 2
 

 


 
           

 
   

4. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου   που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f  με τύπο   3 2f x x x 2x    και τον άξονα x x . 

 

 

Λύση: 

  3 2f x 0 x x 2x 0 x 2 ή x 0 ή x 1           

To πρόσημο της f  φαίνεται στον πίνακα: 

 

 

 

 

H f  είναι συνεχής στο  2,1  ως πολυωνυμική. 

 

Το ζητούμενο εμβαδόν θα δίνεται από το ολοκλήρωμα 

   
1

2
E f x dx


    . 

 

Επομένως 

       

   

1 0 1

2 2 0

0 1
3 2 3 2

2 0

E f x dx f x dx f x dx

37
x x 2x dx x x 2x dx .

12
 

 



     

       

  

 
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Ασκήσεις: 

1. Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από την 

καμπύλη   y 4x x 1 x 2    και τον άξονα x x  

2. Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας που ορίζουν η συνάρτηση  

  2f x x x 2    ο άξονας x x και οι ευθείες x 2   και x 3  

3. Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από την 

καμπύλη y ln x  και τις ευθείες x 0,y 0,y 1   . 

4. Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από τις  

καμπύλες με εξισώσεις  xy sinx,y e ,x 0,x      . 

5. Να βρεθεί το εμβαδόν του επίπεδου τμήματος που ορίζεται μεταξύ 

της καμπύλης 
2

2

2

x
y

1 x



 και των ευθειών 

1
x

2
   και 

1
x

2
 . 
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Όγκος Στερεού εκ Περιστροφής 

Θεωρούμε συνάρτηση  f : ,    συνεχής και μη αρνητική. Έστω D  το 

χωρίο που περικλείεται από την καμπύλη c  που είναι η γραφική παράσταση 

της f  , τον άξινα x x  και τις ευθείες x   και x  . Ο όγκος του στερεού που 

παράγεται από την περιστροφή του D  γύρω από τον άξονα x x  δίνεται από 

τον τύπο 

 
2

V f x dx



     . 

 

 

 

Παραδείγματα: 

1. Το χωρίο μεταξύ της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
arcsinx

y
x

  

και των ευθειών 
3

x
2

  και x 1 . Περιστρέφεται γύρω από τον άξονα x x

. Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού που παράγεται. 
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Λύση: 

Ο όγκος του στερεού που παράγεται δίνεται από την σχέση 
1

2
3

2

V y dx 

1 1 1
2

3 3 32
2 2 2

1

3
2

2

2 2
1

3
2

2

arcsinx 1
V y dx dx arcsinxdx

x x

2 3 1
arcsin1 arcsin dx

23 x 1 x

2 1
dx

2 3 3 x 1 x

  


 

 


 
     

 

    


   


  





 

Υπολογίζουμε το  ολοκλήρωμα 
1 1

3 3
2 2 2

2 2

1 x
I dx dx

x 1 x x 1 x
  

 
  . 

Με την βοήθεια της αντικατάστασης. 2u 1 x  . Άρα  

2 2

2 2

u 1 x

x 1 u

dx 2du

 

 

 

 

Τελικά προκύπτει ότι 2 2 3 1
V ln3

9 2 2




 
    

 

. 

2. Να βρεθεί ο όγκος της σφαίρας ακτίνας R . 

Λύση: 

Η σφαίρα μπορεί να προκύψει από την περιστροφή του κύκλου 

 2 2 2x y R , x R,R     γύρω από τον άξονα x x . Οπότε ο όγκος του είναι  

 
2

R
3

R R
2 2 2 3

R R
R

x 4
V y dx R x dx R x R

3 3
   

 


 
      

 
  . 
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Ασκήσεις: 

1. Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού που γεννάται από την περιστροφή 

της κλειστής καμπύλης με εξίσωση 
2 2x y

1
9 16
   περί τον άξονα x x . 

2. Το χωρίο μεταξύ της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
r

y x
h

  και 

των ευθειών x 0  και x h  περιστρέφεται γύρω από τον άξονα x x . Να 

υπολογιστεί ο όγκος του στερεού που παράγεται. Τι είδους στερεό 

παράγεται; 
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