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Σύγκλιση Ακολουθίας
Ορισμός:

Μία Ακολουθία 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ λέμε ότι συγκλίνει στον 
πραγματικό αριθμό 𝑎 όταν και μόνο όταν για κάθε 
θετικό αριθμό 𝜀 υπάρχει φυσικός αριθμός 𝑛0 τέτοιος 
ώστε για κάθε  𝑛 ≥ 𝑛0 να ισχύει 𝛼𝑛 − 𝑎 < 𝜀.
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Σύγκλιση Ακολουθίας
Συμβολισμός: 

Γράφουμε  𝑎𝑛 → 𝑎 καθώς 𝑛 → +∞ ή lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 𝛼 ή 

ισοδύναμα 

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 − 𝛼 = 0.
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Σύγκλιση Ακολουθίας

▪Ο  πραγματικός αριθμός  𝛼 είναι μοναδικός και 
ονομάζεται όριο (limit) ή οριακή τιμή της ακολουθίας 
𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗

▪Όταν υπάρχει το όριο 𝛼 μιας ακολουθίας 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ η 
ακολουθία ονομάζεται συγκλίνουσα

▪Αν lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 0 , τότε η ακολουθία 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ονομάζεται 

μηδενική (null sequence).
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Ιδιότητες Συγκλίνουσων Ακολουθιών
▪Αν lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛 = 𝛼 , τότε η ακολουθία 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ είναι 

φραγμένη. (Το αντίστροφο δεν ισχύει)

▪Αν για τις ακολουθίες 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗, 𝛽𝑛 𝑛𝜖ℕ∗, 𝛾𝑛 𝑛𝜖ℕ∗

ισχύει ότι 𝛽𝑛 ≤ 𝛼𝑛 ≤ 𝛾𝑛 για κάθε

𝑛 ≥ 𝑛0, όπου 𝑛0𝜖ℕ
∗ και lim

𝑛→+∞
𝛽𝑛 = lim

𝑛→+∞
𝛾𝑛 = 𝑎 , τότε 

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 𝛼
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Ιδιότητες Συγκλίνουσων Ακολουθιών
▪Αν lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛 = 𝛼 και lim

𝑛→+∞
𝛽𝑛 = 𝛽 , τότε lim

𝑛→+∞
ሺ

ሻ

𝛼𝑛 +

𝛽𝑛 = 𝑎 + 𝛽

▪Αν lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 𝛼 και 𝜆𝜖ℝ , τότε lim
𝑛→+∞

𝜆𝛼𝑛 = 𝜆𝑎
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Ιδιότητες Συγκλίνουσων Ακολουθιών

▪Αν lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 𝛼 και lim
𝑛→+∞

𝛽𝑛 = 𝛽 , τότε lim
𝑛→+∞

ሺ

ሻ

𝛼𝑛 ∙

𝛽𝑛 = 𝑎 ∙ 𝛽

▪ Αν lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 𝛼 και lim
𝑛→+∞

𝛽𝑛 = 𝛽 , τότε 

lim
𝑛→+∞

𝛼𝑛

𝛽𝑛
=

𝛼

𝛽
, 𝛽 ≠ 0
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Ιδιότητες Συγκλίνουσων Ακολουθιών
▪Αν lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛 = 𝛼 lim

𝑛→+∞

𝑘 𝛼𝑛 = 𝑘 𝑎 , 𝑘𝜖ℕ, 𝑘 ≥ 2, 𝑎 ≥ 0

▪Αν lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 𝛼 lim
𝑛→+∞

𝛼𝑛
𝑘 = 𝑎𝑘

▪Αν lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 𝛼 lim
𝑛→+∞

𝛼𝑛 = 𝑎
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Ακολουθίες που Συγκλίνουν στο ±∞
Ορισμός:

▪Μία Ακολουθία 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ λέμε ότι συγκλίνει στο 
+∞ όταν και μόνο όταν για κάθε θετικό αριθμό 𝑀
υπάρχει φυσικός αριθμός 𝑛0 τέτοιος ώστε για κάθε  𝑛 ≥
𝑛0 να ισχύει 𝛼𝑛> 𝑀.

▪Μία Ακολουθία 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ λέμε ότι συγκλίνει στο 
−∞ όταν και μόνο όταν η ακολουθία −𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗

συγκλίνει στο +∞
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Κριτήρια Σύγκλισης Ακολουθιών
▪Μια ακολουθία 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ η οποία είναι άνω φραγμένη 
και γνησίως αύξουσα συγκλίνει σε έναν πραγματικό 
αριθμό ο οποίος είναι το supremum του συνόλου τιμών 
της.

▪ Μια ακολουθία 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ η οποία είναι κάτω φραγμένη 
και γνησίως φθίνουσα συγκλίνει σε έναν πραγματικό 
αριθμό ο οποίος είναι το infimum του συνόλου τιμών 
της
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Κριτήρια Σύγκλισης Ακολουθιών
(Κριτήριο Λόγου D’ Alembert) Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ είναι μια 
ακολουθία με μη μηδενικούς όρους  και 

lim
𝑛⟶+∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝜅 < 1 , τότε lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛 = 0
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Όρια Ειδικών Ακολουθιών
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Όριο Ακολουθίας Περιορισμοί

lim
𝑛→+∞

1

𝑛𝑎
= 0

𝑎𝜖 0,+∞

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 0 𝑎𝜖 −1,1

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = +∞ 𝑎𝜖 1,+∞

lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑎𝑛
= 0 𝑎𝜖 1,+∞



Όρια Ειδικών Ακολουθιών
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Όριο Ακολουθίας Περιορισμοί

lim
𝑛→+∞

𝑛𝑎𝑛 = 0 𝑎𝜖 0,1

lim
𝑛→+∞

𝑛 𝑛 = 1

lim
𝑛→+∞

𝑛 𝑎 = 1 𝑎𝜖 0,+∞



Όρια Ειδικών Ακολουθιών
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Όριο Ακολουθίας Περιορισμοί

lim
𝑛→+∞

𝑛
𝑛! = +∞

lim
𝑛→+∞

1 +
1

𝑛

𝑛

= 𝑒

lim
𝑛→+∞

1 +
𝑎

𝑛

𝑛

= 𝑒𝑎
𝑎𝜖ℝ∗



Όρια Ειδικών Ακολουθιών
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Όριο Ακολουθίας Περιορισμοί

lim
𝑛→+∞

𝑙𝑛𝑛

𝑛
= 0

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛

𝑛!
= 0

𝑎𝜖ℝ



Άσκηση 𝟏
Να εξετάσετε ως προς την σύγκλιση την ακολουθία 
𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ με

𝛼𝑛 =
2𝑛+1

𝑛
, 𝑛𝜖ℕ∗

Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞

2𝑛 + 1

𝑛
= lim

𝑛→+∞
2 +

1

𝑛
= 2 + 0 = 2
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Άσκηση 𝟐
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
4𝑛2−3𝑛+4

𝑛2+1
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟐
Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛

= lim
𝑛→+∞

4𝑛2 − 3𝑛 + 4

𝑛2 + 1
= lim

𝑛→+∞

𝑛2 4 −
3
𝑛
+

4
𝑛2

𝑛2 1 +
1
𝑛2

= lim
𝑛→+∞

4 −
3
𝑛
+

4
𝑛2

1 +
1
𝑛2

= 4
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Άσκηση 𝟑
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
𝑛

𝑛2+4
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟑
Λύση:
lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛

= lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑛2 + 4
= lim

𝑛→+∞

𝑛

𝑛2 1 +
4
𝑛2

= lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑛 1 +
4
𝑛2

=

= lim
𝑛→+∞

1

1 +
4
𝑛2

= 1
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Άσκηση 𝟒
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
𝑛3+4𝑛2−2𝑛+7

𝑛2+1
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟒

Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛

= lim
𝑛→+∞

𝑛3 + 4𝑛2 − 2𝑛 + 7

𝑛2 + 1
= lim

𝑛→+∞

𝑛3 1 +
4
𝑛
−

2
𝑛2

+
7
𝑛3

𝑛2 1 +
1
𝑛2

= lim
𝑛→+∞

𝑛 1 +
4
𝑛
−

2
𝑛2

+
7
𝑛3

1 +
1
𝑛2

= +∞
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Άσκηση 𝟓
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
2−𝑐𝑜𝑠 𝑛

𝑛
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟓
Λύση:

Έχουμε: −1 ≤ −𝑐𝑜𝑠 𝑛 ≤ 1 ⇒ 1 ≤ 2 − 𝑐𝑜𝑠 𝑛 ≤ 3 ⇒
1

𝑛
≤

2−𝑐𝑜𝑠 𝑛

𝑛
≤

3

𝑛

για κάθε 𝑛𝜖ℕ∗

Επιπλέον lim
𝑛→+∞

1

𝑛
= lim

𝑛→+∞

3

𝑛
= 0

Άρα από το κριτήριο παρεμβολής lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 0
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Άσκηση 𝟔
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
4∙10𝑛−3∙102𝑛

3∙10𝑛−1−2∙102𝑛−1
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛

ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Α ΜΑΧΙΜΟΙ, Α ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ 25



Άσκηση 𝟔

Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞

4 ∙ 10𝑛 − 3 ∙ 102𝑛

3 ∙ 10𝑛−1 − 2 ∙ 102𝑛−1
= lim

𝑛→+∞

102𝑛
4
10𝑛

− 3

102𝑛
3

10𝑛+1
−

2
10

= lim
𝑛→+∞

4
10𝑛

− 3

3
10𝑛+1

−
2
10

= 15
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Άσκηση 𝟕
Διότι:

lim
𝑛→+∞

𝑛

9

4

𝑛 = 0 lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑎𝑛
= 0 𝛾𝜄𝛼 𝑎𝜖 1,+∞

lim
𝑛→+∞

𝑛

3𝑛
= 0 lim

𝑛→+∞

𝑛

𝑎𝑛
= 0 𝛾𝜄𝛼 𝑎𝜖 1, +∞
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Άσκηση 𝟕

lim
𝑛→+∞

2

9

𝑛

= 0

lim
𝑛→+∞

1

9

𝑛

= 0
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Άσκηση 𝟖

Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
𝑛∙2𝑛+3𝑛−1

4𝑛+5𝑛
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟖
Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑛 ∙ 2𝑛 + 3𝑛 − 1

4𝑛 + 5𝑛
= lim

𝑛→+∞

3𝑛
𝑛
3
2

𝑛 + 1 −
1
3𝑛

5𝑛
4
5

𝑛

+ 1

= lim
𝑛→+∞

3

5

𝑛

𝑛
3
2

𝑛 + 1 −
1
3𝑛

4
5

𝑛

+ 1

= 0
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Άσκηση 𝟖
Διότι:

lim
𝑛→+∞

𝑛

3

3

𝑛 = 0 lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑎𝑛
= 0 𝛾𝜄𝛼 𝑎𝜖 1,+∞

lim
𝑛→+∞

1

3𝑛
= 0
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Άσκηση 𝟖

lim
𝑛→+∞

3

5

𝑛

=0

lim
𝑛→+∞

4

5

𝑛

=0
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Άσκηση 𝟗
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
𝑛+3

𝑛

𝑛
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟗
Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑛 + 3

𝑛

𝑛

= lim
𝑛→+∞

1 +
3

𝑛

𝑛

= 𝑒3

Υπενθύμιση: lim
𝑛→+∞

1 +
𝑎

𝑛

𝑛
= 𝑒𝑎 𝑎𝜖ℝ
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Άσκηση 𝟏𝟎
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 = 1 −
2

𝑛+2

𝑛
, 𝑛𝜖ℕ∗

να βρεθεί το lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟏𝟎
Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞

1 −
2

𝑛 + 2

𝑛

= lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑛 + 2

𝑛

=

= lim
𝑛→+∞

1

1 +
2
𝑛

𝑛

= lim
𝑛→+∞

1

1 +
2
𝑛

𝑛 =
1

𝑒2
= 𝑒−2
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Άσκηση 𝟏𝟏
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 = 1 −
1

2𝑛

𝑛
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟏𝟏
Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞

1 −
1

2𝑛

𝑛

= lim
𝑛→+∞

1 +
−
1
2
𝑛

𝑛

= 𝑒−
1
2 =

1

𝑒
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Άσκηση 𝟏𝟐
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 = 1 −
1

𝑛2

𝑛
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟏𝟐
Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞

1 −
1

𝑛2

𝑛

= lim
𝑛→+∞

1 −
1

𝑛

𝑛

1 +
1

𝑛

𝑛

= 𝑒−1𝑒 = 1
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Άσκηση 𝟏𝟑
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
𝑛+3

𝑛−1

𝑛
, 𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟏𝟑
Λύση:

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑛 + 3

𝑛 − 1

𝑛

= lim
𝑛→+∞

1 +
4

𝑛 − 1

𝑛

Θέτουμε 𝑚 = 𝑛 − 1. Άρα 𝑛 = 𝑚 + 1 και 𝑚 → +∞

καθώς n → +∞ Επομένως:
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Άσκηση 𝟏𝟑

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑚→+∞

1 +
4

𝑚

𝑚+1

= lim
𝑚→+∞

1 +
4

𝑚

𝑚

1 +
4

𝑚
= 𝑒4
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Άσκηση 𝟏𝟒
Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
𝑛−1 !

𝑛𝑛
𝑛𝜖ℕ∗ να βρεθεί το lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛
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Άσκηση 𝟏𝟒
Λύση:

Έχουμε: 0 ≤ 𝑛 − 1 ! ≤ 𝑛𝑛−1 ⇒ 0 ≤
𝑛−1 !

𝑛𝑛
≤

𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
⇒ 0 ≤

𝑛−1 !

𝑛𝑛
≤

1

𝑛
για κάθε 𝑛𝜖ℕ∗

Επιπλέον lim
𝑛→+∞

1

𝑛
= lim

𝑛→+∞
0 = 0

Άρα από το κριτήριο παρεμβολής lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 0
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