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Μαθηματική μοντελοποίηση και εφαρμογές 



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ
ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Στόχος: O  προσεγγιστικός προσδιορισμός των λύσεων ενός 

προβλήματος αρχικών τιμών 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦 ; 𝑦 𝑥0 = 𝑦0

Οι μέθοδοι που ακολουθούμε βασίζονται και πάλι στην προσέγγιση της συνάρτησης

𝑓 𝑥 από κατάλληλες γραμμικές ή πολυωνυμικές συναρτήσεις και τη διακριτοποίηση

του πεδίου ορισμού της συνάρτησης σε υποδιαστήματα



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ  ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
Μέθοδος Euler

Πρόβλημα αρχικών τιμών 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦 ; 𝑦 𝑥0 = 𝑦0

Θεώρημα Taylor: 𝑦 𝑥0 + Δx = 𝑦 𝑥0 + Δx
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥=𝑥0+

Δx2

2
∙
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
|𝑥=𝑥0 +⋯

Κρατώντας μόνο όρους πρώτης τάξης (O(Δx2)):

𝑦 𝑥0 + Δx ≅ 𝑦 𝑥0 + Δx
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥=𝑥0 ⇔

𝑦 𝑥0 + Δx ≅ 𝑦 𝑥0 + Δx ∙ 𝑓 𝑥0, 𝑦0

Χρησιμοποιώντας τον τύπο αυτό και την αρχική τιμή 𝑦 𝑥0 = 𝑦0 υπολογίζουμε τις

τιμές της συνάρτησης σε σημεία που ισαπέχουν μεταξύ τους κατά h:

𝑦0 = 𝑦 𝑥0 ,

𝒚 𝒙𝒊+𝟏 ≅ 𝒚 𝒙𝒊 + 𝐡 ∙ 𝒇 𝒙𝒊, 𝒚𝒊 [Εξίσωση διαφορών]



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ  ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
Μέθοδος Euler

Παράδειγμα 1: Να λυθεί στο διάστημα [0,1] το πρόβλημα αρχικών τιμών

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑦 ; 𝑦 0 = 1

Διακριτοποιούμε το διάστημα σε υποδιαστήματα μήκους h=0.25:

𝑥0 = 0, 𝑥1 = 0.25, 𝑥2 = 0.5, 𝑥3 = 0.75, 𝑥4 = 1

Χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις διαφορών που προκύπτουν από τον τύπο Euler:

𝑦0 = 𝑦 0 = 1,

𝑦1 = 𝑦 0.25 = 𝑦0 + 0.25 ∙ 𝑓 𝑥0, 𝑦0 = 0.7500 (πραγμ. τιμή: -0.778801)

𝑦2 = 𝑦 0.5 = 𝑦1 + 0.25 ∙ 𝑓 𝑥1, 𝑦1 = 0.5625 ( 0.606531)

𝑦3 = 𝑦 0.75 = 𝑦2 + 0.25 ∙ 𝑓 𝑥2, 𝑦2 = 0.4219 ( 0.472367)

𝑦4 = 𝑦 1 = 𝑦3 + 0.25 ∙ 𝑓 𝑥3, 𝑦3 = 0.3164 ( 0.3677879)



Μέθοδος Euler
Αλγόριθμος – Matlab – Octave 

Η υλοποίηση της μεθόδου Euler με χρήση Octave ή Matlab
επιτυγχάνεται με τον παρακάτω αλγόριθμο

a=0;

b=1;

h=0.25 %step’s size

N=(b-a)/h % Number of steps

X(1)=0 %The first value of x

y(1)=1 %The first value of y

for n=1:N

y(n+1)=y(n)+h*(-y(n));

x(n+1)=a+n*h;

end



Μέθοδος Euler
Αλγόριθμος – Matlab – Octave 

Για την εμφάνιση των τιμών της 𝑦 και το γράφημα χρησιμοποιούμε τις 
εντολές

y 

plot(x,y)



Μέθοδος Euler
Αλγόριθμος – Matlab – Octave 



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ  ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
Μέθοδος Euler

Παράδειγμα 1: Να λυθεί στο διάστημα [0,4] το πρόβλημα αρχικών τιμών

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒−4𝑥 ; 𝑦 0 = 1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒−4𝑥 ⇔

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒−4𝑥 − 2𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

Διακριτοποιούμε το διάστημα σε υποδιαστήματα μήκους h=0.5 και χρησιμοποιούμε τις

εξισώσεις διαφορών που προκύπτουν από τον τύπο Euler:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 0.5 ∙ 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑥𝑖 𝑦𝑖

0 1 2.5 2.27E-05

0.5 0.067668 3 3.07E-06

1 0.009158 3.5 4.16E-07

1.5 0.001239 4 5.63E-08

2 0.000168 2.5 2.27E-05



Μέθοδος Euler
Αλγόριθμος – Matlab – Octave 

Η υλοποίηση της μεθόδου Euler με χρήση Octave ή Matlab
επιτυγχάνεται με τον παρακάτω αλγόριθμο

;a=0 <<܀

>> b=4;

>> h=0.5;

>> N=(b-a)/h;

>> y(1)=1;

>> x(1)=0;

>> for n=1:N

x(n+1)=a+n*h;

y(n+1)=y(n)+h*(exp(-4*x(n))-2*y(n));

end



Μέθοδος Euler
Αλγόριθμος – Matlab – Octave 



Μέθοδος Euler
Αλγόριθμος – Matlab – Octave 



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ  ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
Μέθοδοι Runge - Kutta

Πρόβλημα αρχικών τιμών 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦 ; 𝑦 𝑥0 = 𝑦0

Range-Kutta δεύτερης τάξης:

𝑦 𝑥𝑖+1 ≅ 𝑦 𝑥𝑖 +
h

2
∙ 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 + 𝑓 𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖 + h ∙ 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

Range-Kutta τρίτης τάξης:

𝑘1 = 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

𝑘2 = 𝑓 𝑥𝑖 +
h

2
, 𝑦𝑖 +

h

2
𝑘1

𝑘3 = 𝑓 𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ𝑘2

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
h

6
𝑘1 + 4𝑘2 + 𝑘3



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ  ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
Μέθοδος Runge – Kutta δεύτερης τάξης

Παράδειγμα 1: Να λυθεί στο διάστημα [0,4] το πρόβλημα αρχικών τιμών

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒−4𝑥 ; 𝑦 0 = 1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒−4𝑥 ⇔

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒−4𝑥 − 2𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

Διακριτοποιούμε το διάστημα σε υποδιαστήματα μήκους h=0.5 και χρησιμοποιούμε τις

εξισώσεις διαφορών Runge – Kutta δεύτερης τάξης :

𝑦 𝑥𝑖+1 ≅ 𝑦 𝑥𝑖 +
0.5

2
∙ 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 + 𝑓 𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖 + h ∙ 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑥𝑖 𝑦𝑖

0 1 2.5 0.034145182

0.5 0.533833821 3 0.017074127

1 0.27149582 3.5 0.008537271

1.5 0.136367598 4 0.004268664

2 0.068267665 2.5 0.034145182



Μέθοδος Runge – Kutta
Αλγόριθμος – Matlab – Octave 

Η υλοποίηση της μεθόδου Runga – Kutta για το συγκεκριμένο παράδειγμα με 
χρήση Octave ή Matlab επιτυγχάνεται με τον παρακάτω αλγόριθμο

>> a=0;

>> b=4;

>> h=0.5;

>> N=(b-a)/h;

>> f=@(x,y)exp(-4*x)-2*y;

>> x(1)=a;

>> y(1)=1;

>> for n=1:N

z(n)=f(x(n),y(n));

x(n+1)=a+n*h;

y(n+1)=y(n)+(h/2)*(z(n)+f(x(n+1),y(n)+h*z(n)));

end



Μέθοδος Runge – Kutta
Αλγόριθμος – Matlab – Octave 



Μέθοδος Runge – Kutta
Αλγόριθμος – Matlab – Octave 



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ  ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Παράδειγμα 1: Να λυθεί στο διάστημα [0,4] το πρόβλημα αρχικών τιμών

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒−4𝑥 ; 𝑦 0 = 1



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
Προτεινόμενες Ασκήσεις

Εφαρμόστε την μέθοδο Euler και την Runge-Kutta 2ης τάξης για την επίλυση των επόμενων

προβλημάτων:



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ
ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΕ ΜΕΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ

(2 μεταβλητών) 
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ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ
ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΕ ΜΕΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ

(2 μεταβλητών) 



Μαθηματική μοντελοποίηση και εφαρμογές 



ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ
ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΕ ΜΕΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ

(2 μεταβλητών) 



Μαθηματική μοντελοποίηση και εφαρμογές 



Μαθηματική μοντελοποίηση και εφαρμογές 



Horizontal grid structures

MM5 and others WRF and others

From Randall (1994)



Hexagonal Triangular

From ccrma.standford.edu/~bilbao



Unstructured: Omega Model

From Boybeyi et al. (2001)



Domains
• Shape

From Rife et al. (2004)

From mitgcm.org (2006)

Spherical

Nested grids



X                        X                        X

Grid-point spacing

An important concept

Smaller-scale processes need smaller grid spacings – 5-10 grid 

points per wave length


