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Αριθμητική Επίλυση Διαφορικών Εξισώσεων 
Μέθοδοι Runge - Kutta

 H μέθoδoς Runge – Kutta είναι μια κλασική μέθoδoς με 

πoλύ καλή ακρίβεια και χρησιμoπoιείται ευρύτατα.
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Αριθμητική Επίλυση Διαφορικών Εξισώσεων 
Μέθοδοι Runge - Kutta

 Με τη μέθoδo Runge – Kutta πρoσπαθoύμε να 

αντικαταστήσoυμε τις παραγώγoυς ανώτερης τάξης πoυ

εμφανίζoνται στη μέθoδo Taylor με κατάλληλoυς

συνδυασμoύς των
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦 τα oπoία είναι γνωστά. 

 Έτσι, απoφεύγoυμε τoν υπoλoγισμό των παραγώγων 

ανώτερης τάξης.
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Αριθμητική Επίλυση Διαφορικών Εξισώσεων 
Μέθοδοι Runge - Kutta

Πρόβλημα αρχικών τιμών:

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦

𝑦 𝑥0 = 𝑦0

Runge-Kutta δεύτερης τάξης:

𝒚 𝒙𝒊+𝟏 ≅ 𝒚 𝒙𝒊 +
𝐡

𝟐
∙ 𝒇 𝒙𝒊, 𝒚𝒊 + 𝒇 𝒙𝒊+𝟏, 𝒚𝒊 + 𝐡 ∙ 𝒇 𝒙𝒊, 𝒚𝒊
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Αριθμητική Επίλυση Διαφορικών Εξισώσεων 
Μέθοδοι Runge - Kutta

Range-Kutta τρίτης τάξης:

𝑘1 = 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

𝑘2 = 𝑓 𝑥𝑖 +
h

2
, 𝑦𝑖 +

h

2
𝑘1

𝑘3 = 𝑓 𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ𝑘2

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
h

6
𝑘1 + 4𝑘2 + 𝑘3
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Μέθοδοι Runge - Kutta

Παράδειγμα 1:
Να λυθεί στο διάστημα [0,4] το πρόβλημα αρχικών τιμών

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒−4𝑥 ; 𝑦 0 = 1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒−4𝑥 ⇔

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒−4𝑥 − 2𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦)
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Μέθοδοι Runge - Kutta

Διακριτοποιούμε το διάστημα σε υποδιαστήματα μήκους h=0.5 και

χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις διαφορών Runge – Kutta δεύτερης

τάξης:

𝑦 𝑥𝑖+1 ≅ 𝑦 𝑥𝑖 +
0.5

2
∙ 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 + 𝑓 𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖 + h ∙ 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖
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Μέθοδοι Runge - Kutta
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Μέθοδοι Runge - Kutta
Η υλοποίηση της μεθόδου Runga – Kutta για το συγκεκριμένο 
παράδειγμα με χρήση Octave ή Matlab επιτυγχάνεται με τον 
παρακάτω αλγόριθμο
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Μέθοδοι Runge - Kutta
>> a=0;

>> b=4;

>> h=0.5;

>> N=(b-a)/h;

>> f=@(x,y)exp(-4*x)-2*y;

>> x(1)=a;

>> y(1)=1;

>> for n=1:N

z(n)=f(x(n),y(n));

x(n+1)=a+n*h;

y(n+1)=y(n)+(h/2)*(z(n)+f(x(n+1),y(n)+h*z(n)));

end
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Μέθοδοι Runge - Kutta
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Μέθοδοι Runge - Kutta
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Μέθοδοι Runge - Kutta
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Μέθοδοι Runge - Kutta
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Εφαρμόστε την μέθοδο Euler και την Runge-Kutta 2ης

τάξης για την επίλυση των επόμενων προβλημάτων:


