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Στικτά διαγράμματα για διαφορετικές τιμές του 
συντελεστή συσχέτισης
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Συντελεστής γραμμικής συσχέτισης του Pearson
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Συντελεστής γραμμικής συσχέτισης του Pearson
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Το μοντέλο της απλής γραμμικής παλινδρόμησης

• Μία εξίσωση που περιγράφει πώς μία μεταβλητή Υ (εξαρτημένη
μεταβλητή) σχετίζεται με μία μεταβλητή Χ (ανεξάρτητη ή ερμηνευτική)
χρησιμοποιώντας και κάποιον πρόσθετο όρο σφάλματος καλείται μοντέλο
παλινδρόμησης (regression model).

• Το μοντέλο της απλής γραμμικής παλινδρόμησης (simple linear regression 
model) εκφράζεται θεωρητικά ως εξής:

Υ = 𝛽0 + 𝛽1Χ + 𝜀,

   Όπου:

οι όροι 𝛽0, 𝛽1 καλούνται παράμετροι του μοντέλου και

ο όρο𝜍 𝜀 αποτελεί τυχαία μεταβλητή και καλείται όρος σφάλματος.
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Σχόλια για τον όρο σφάλματος και τους 
συντελεστές της γραμμικής παλινδρόμησης

• Η λογική της εισαγωγής του όρου σφάλματος 𝜀 στο μοντέλο της
απλής γραμμικής παλινδρόμησης Υ = 𝛽0 + 𝛽1Χ + 𝜀,υποδηλώνει ότι
η σχέση της ανεξάρτητης μεταβλητής με την εξαρτημένη δεν είναι
ντετερμινιστική.

• Οι συντελεστές 𝛽0, 𝛽1εξαρτώνται από τις μονάδες μέτρησης των δύο
υπό εξέταση μεταβλητών – επομένως, λαμβάνουν διαφορετικές
τιμές, όταν το μέγεθος Χ (λόγου χάριν, ύψος) μετριέται σε εκατοστά
ή ίντσες.
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Σχόλια για τον όρο σφάλματος και τους 
συντελεστές της γραμμικής παλινδρόμησης (2)

Η εξίσωση της απλής γραμμικής παλινδρόμησης λαμβάνει τη μορφή:

Ε(Υ) = 𝛽0 + 𝛽1Χ.

• Το γράφημα της εξίσωσης αυτής αποτελεί μία ευθεία γραμμή στο
επίπεδο.

• Ο όρος 𝛽0 αντιστοιχεί στο σημείο στο οποίο η ευθεία της
παλινδρόμησης τέμνει τον κατακόρυφο άξονα (κατακόρυφη
αποτέμνουσα).

• Ο όρος 𝛽1 αποτελεί την κλίση της γραμμής παλινδρόμησης.

• Η ποσότητα Ε(Υ) αποτελεί την αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής Υ
για κάποια δεδομένη τιμή Χ = 𝑥 της ανεξάρτητης μεταβλητής.
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Μοντέλο γραμμικής παλινδρόμησης (θετική 
γραμμική σχέση)
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Μοντέλο γραμμικής παλινδρόμησης (αρνητική 
γραμμική σχέση)
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Μοντέλο γραμμικής παλινδρόμησης (απουσία 
γραμμικής σχέσης)
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Εκτίμηση της εξίσωσης της απλής γραμμικής 
παλινδρόμησης

Ως εκτίμηση της εξίσωσης της απλής γραμμικής παλινδρόμησης από κάποια
δεδομένα λογίζεται η σχέση:

ො𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥.

• Το γράφημα της εξίσωσης αυτής αποτελεί μία εκτίμηση της γραμμής
παλινδρόμησης.

• Οι όροι 𝑏0, 𝑏1 πρόκειται να προσδιοριστούν με χρήση των στατιστικών
δεδομένων.

• Ο όρος 𝑏0 αντιστοιχεί στο σημείο στο οποίο η εκτίμηση της γραμμής της
παλινδρόμησης τέμνει τον κατακόρυφο άξονα (και αποτελεί εκτίμηση του
αντίστοιχου όρου 𝛽0 της γραμμής παλινδρόμησης).

• Ο όρος 𝑏1 αποτελεί εκτίμηση της κλίσης 𝛽1 της γραμμής παλινδρόμησης.

• Η ποσότητα ො𝑦 αποτελεί την εκτίμηση της τιμής που λαμβάνει η μεταβλητή Υ για
κάποια δεδομένη τιμή Χ = 𝑥 της ανεξάρτητης μεταβλητής.
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Διαδικασία εκτίμησης παραμέτρων απλής 
γραμμικής παλινδρόμησης
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Διαδικασία εκτίμησης παραμέτρων απλής 
γραμμικής παλινδρόμησης (2)
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Παράδειγμα δεδομένων για εφαρμογή απλής 
γραμμικής παλινδρόμησης
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Υπολογιστικοί τύποι για τις ποσότητες 𝒃𝟎 και 𝒃𝟏
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Η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων
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Η έννοια των καταλοίπων
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Υπολογιστικοί τύποι για 𝑏0 και 𝑏1 Απόδειξη
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Υπολογιστικοί τύποι για 𝒃𝟎 και 𝒃𝟏 (Απόδειξη-
τέλος) 
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Ερμηνεία κλίσης μοντέλου απλής γραμμικής 
παλινδρόμησης
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Παράδειγμα εκτίμησης μοντέλου απλής 
γραμμικής παλινδρόμησης
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Παράδειγμα εκτίμησης μοντέλου απλής 
γραμμικής παλινδρόμησης (συνέχεια)
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Σχόλια για την κλίση μοντέλου απλής 
γραμμικής παλινδρόμησης
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Σχόλια για την σταθερά μοντέλου απλής 
γραμμικής παλινδρόμησης
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Εκτίμηση μοντέλου με χρήση MS Excel
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Καταχώριση δεδομένων

• Οι τιμές των δύο ποσοτικών μεταβλητών σε υπολογιστικό φύλλο του
Excel:
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Γραμμική παλινδρόμηση στο Ms Excel: 
Διαδρομή
• Στην καρτέλα επιλογών «Δεδομένα», επιλέγουμε «Ανάλυση 

δεδομένων»:
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Γραμμική παλινδρόμηση στο Ms Excel: 
Διαδρομή
• Μεταξύ των παρεχόμενων επιλογών για «Ανάλυση δεδομένων», 

επιλέγουμε «Παλινδρόμηση»:
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Γραμμική παλινδρόμηση στο Ms Excel
• Επιλέγουμε καταλλήλως τις περιοχές όπου αναφέρονται οι τιμές τις 

ανεξάρτητης (Χ-weight) και εξαρτημένης (Υ-volume) μεταβλητής:
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Γραμμική παλινδρόμηση στο Ms Excel
• Η επιλογή εξόδου των αποτελεσμάτων σε «Νέο Φύλλο» οδηγεί σε 

σχηματισμό νέας καρτέλας, όπου θα αναφέρονται τα σχετικά 
αποτελέσματα της ανάλυσης παλινδρόμησης:
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Γραμμική παλινδρόμηση στο Excel: Εξαγόμενα
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Γραμμική παλινδρόμηση στο Excel: Εξαγόμενα 
(2)
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Στικτό γράφημα με προσαρμοσμένη ευθεία
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Συντελεστής προσδιορισμού
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Συντελεστής προσδιορισμού (συνέχεια)
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Αξιολόγηση καταλληλότητας μοντέλου
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Αξιολόγηση καταλληλότητας μοντέλου στο 
Excel: Εξαγόμενα
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Συντελεστής προσδιορισμού στο Excel

• Στον 1ο από τους προκύπτοντες πίνακες, παρατηρούμε ότι R2 = 0.576.

• Το μέτρο αυτό είναι ενδεικτικό της ερμηνευτικής ικανότητας του 
μοντέλου. Σημαίνει ότι 57,6% της μεταβλητότητας της εξαρτημένης 
μεταβλητής (όγκος πλάσματος) ερμηνεύεται από την ανεξάρτητη 
μεταβλητή (σωματικό βάρος). Η υπόλοιπη μεταβλητότητα μπορεί να 
αποδοθεί σε άλλους παράγοντες.
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Συντελεστής προσδιορισμού στο Excel (2)

• Σημειώνουμε  επίσης ότι R2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
=

0.391

0.678
= 0.576, 

χρησιμοποιώντας τα δεδομένα του πίνακα ANOVA.
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Αξιολόγηση καταλληλότητας μοντέλου στο 
Excel: Ερμηνεία πίνακα ANOVA
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Σχέση συντελεστή προσδιορισμού 𝒓𝟐 με 
δειγματικό συντελεστή συσχέτισης Χ,Υ 
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Υποθέσεις σχετικά με τον όρο σφάλματος 𝜺
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Κατανομή μεμονωμένων παρατηρήσεων γύρω 
από τη θεωρητική γραμμή παλινδρόμησης
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Μία εκτίμηση 𝒔𝟐 για την διακύμανση 𝝈𝟐 του 𝜀
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Τυπικό σφάλμα (Standard error of the estimate)
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Το κουαρτέτο του Anscombe

• Όπως θα δούμε στη συνέχεια, η επιβεβαίωση της ισχύος των υποθέσεων αυτών 
γίνεται σε μεγάλο βαθμό με την εξέταση των γραφημάτων των καταλοίπων της 
παλινδρόμησης.

• Προτού εκθέσουμε τις υποθέσεις της γραμμικής παλινδρόμησης, 
παρουσιάζουμε πρώτα ένα περίφημο σχετικό σετ δεδομένων που κατασκεύασε 
το 1973 σε μία διάσημη εργασία του ο Anscombe (Graphs in Statistical Analysis. 
American Statistician, 27, 17-21) που καταδεικνύει τη σημασία της επαλήθευσης 
των υποθέσεων της γραμμικής παλινδρόμησης.

• Το σετ αυτό αποτελείται από 4 ζεύγη μεταβλητών 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 , 𝑥3, 𝑦3 , 
𝑥4, 𝑦4  με 11 παρατηρήσεις η καθεμία. 

• Οι μεταβλητές 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 εμφανίζουν ακριβώς ίδια βασικά περιγραφικά 
στατιστικά, όπως επίσης και οι 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4.

• Επιπλέον, καθένα από τα ζεύγη 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 , 𝑥3, 𝑦3 , 𝑥4, 𝑦4  εμφανίζει 
πανομοιότυπο συντελεστή συσχέτισης.
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Το κουαρτέτο του Anscombe
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Το κουαρτέτο του Anscombe (Περιγραφικά 
στατιστικά)
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Το κουαρτέτο του Anscombe (Συντελεστές 
συσχέτισης)
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Παλινδρομήσεις στα σετ του Anscombe

• Το ενδιαφέρον είναι ότι αν τρέξουμε απλή γραμμική παλινδρόμηση 
σε καθένα από τα ζεύγη 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 , 𝑥3, 𝑦3 , 𝑥4, 𝑦4 ,
προκύπτουν ακριβώς τα ίδια γραμμικά μοντέλα, αλλά 
πανομοιότυποι πίνακες ΑΝΟVA για την αξιολόγηση των μοντέλων:
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Παλινδρομήσεις στα σετ του Anscombe (2)
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Παλινδρομήσεις στα σετ του Anscombe (3)
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Παλινδρομήσεις στα σετ του Anscombe (4)

• Και στις τέσσερις περιπτώσεις καταλήγουμε στο ίδιο μοντέλο:
𝑌𝑖 = 3 + 0,5 𝑋𝑖 𝑖 = 1,2,3,4 .

• Με βάση τα εξαγόμενα που παρουσιάστηκαν στις προηγούμενες 
διαφάνειες, θα έλεγε κανείς ότι και τα τέσσερα μοντέλα είναι το ίδιο 
ικανοποιητικά στην περιγραφή της σχέσης των ζευγών 
𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 , 𝑥3, 𝑦3 , 𝑥4, 𝑦4 .

• Είναι όμως έτσι?

• Μία σημαντική παράμετρος που έχει αγνοηθεί στην μέχρι τώρα ανάλυση 
των τεσσάρων σετ είναι η οπτική τους εικόνα. 

• Ας δούμε τα αντίστοιχα στικτά διαγράμματα με τις αντίστοιχες ευθείες 
παλινδρόμησης:
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Οπτικοποίηση των σετ του Anscombe
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Η σημασία της ανάλυσης των καταλοίπων

• Πώς αξιολογούμε τώρα το ταίριασμα του μοντέλου
𝑌𝑖 = 3 + 0,5 𝑋𝑖  𝑖 = 1,2,3,4

σε καθεμιά από τις 4 περιπτώσεις?

• Η είκονα μπορεί να γίνει ακόμα περισσότερο ξεκάθαρη αν, αντί των 
προηγούμενων στικτών διαγραμμάτων των αρχικών ζευγών 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 
𝑖 = 1,2,3,4 , σχηματίσουμε τα αντίστοιχα στικτά διαγράμματα για 

τα ζεύγη 𝑥𝑖 , 𝑒𝑖 , 𝑖 = 1,2,3,4 , όπου 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖 τα αντίστοιχα 
κατάλοιπα.
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Διαγράμματα καταλοίπων στα σετ του 
Anscombe
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Υποθέσεις γραμμικής παλινδρόμησης

ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗΣ:

• Η σχέση μεταξύ της ανεξάρτητης μεταβλητής (Χ) και της εξαρτημένης (Υ) είναι γραμμική.

• Τα σφάλματα 𝜀𝑖 αποτελούν τυχαίες μεταβλητές με μέση τιμή 0.

• Τα σφάλματα 𝜀𝑖 είναι ομοσκεδαστικά (δηλαδή, η διασπορά τους παραμένει σταθερή 
στα διάφορα επίπεδα της ανεξάρτητης μεταβλητής). 

• Τα σφάλματα 𝜀𝑖 είναι ασυσχέτιστα μεταξύ τους, δηλαδή
𝐶𝑜𝑣 𝜀𝑖 , 𝜀𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗.

• Τα σφάλματα 𝜀𝑖 ακολουθούν την κανονική κατανομή, δηλαδή ειδικότερα
𝜀𝑖~Ν 0, 𝜎2 ,

Όπου 𝜎2 η σταθερή από την υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας διακύμανση των 
σφαλμάτων.

• Απουσία ακραίων σημείων (outliers) και επιδραστικών σημείων (influential points).
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Επαλήθευση υποθέσεων γραμμικής 
παλινδρόμησης

• Οι υποθέσεις της γραμμικής παλινδρόμησης αφορούν κατά κύριο λόγο στα 
σφάλματα 𝜀𝑖.

• Τα σφάλματα 𝜀𝑖 αποτελούν θεωρητικές ποσότητες, οπότε ο έλεγχος των 
σχετικών υποθέσεων επαληθεύεται μέσα από τη διερεύνηση των καταλοίπων 

𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖 , 

τα οποία αποτελούν υπολογίσιμες ποσότητες (ως διαφορές των παρατηρήσεων 
της εξαρτημένης μεταβλητής Υ από τις αντίστοιχες ατομικές προβλέψεις για αυτές 
μέσα από το γραμμικό μοντέλο), όπως επιχειρήθηκε στο προηγούμενο 
παράδειγμα του Anscombe.

• Ακόμα και οι υποθέσεις που εκ πρώτης όψεως δεν αφορούν στα υπόλοιπα 
(όπως η υπόθεση της γραμμικότητας της σχέσης των Χ, Υ και εκείνη που αφορά 
στα ακραία σημεία), μπορούν να επαληθευτούν μέσα από τη μελέτη των 
καταλοίπων. 
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Ανάλυση καταλοίπων για γραμμικότητα 
(απουσία γραμμικής σχέσης)
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Ανάλυση καταλοίπων για γραμμικότητα 
(γραμμική σχέση)
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Διερεύνηση ύπαρξης μη γραμμικής σχέσης
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Διερεύνηση ύπαρξης μη γραμμικής σχέσης
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Ανάλυση καταλοίπων για ετεροσκεδαστικότητα
(μη σταθερή διακύμανση)
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Ανάλυση καταλοίπων για ετεροσκεδαστικότητα
(σταθερή διακύμανση)
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Ανάλυση καταλοίπων για ετεροσκεδαστικότητα
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Ανάλυση καταλοίπων για ανεξαρτησία 
παρατηρήσεων (μη ανεξάρτητες)
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Ανάλυση καταλοίπων για ανεξαρτησία 
παρατηρήσεων (ανεξάρτητες παρατηρήσεις)

Γραμμική παλινδρόμηση 118



Οπτικοί και στατιστικοί έλεγχοι κανονικότητας 
καταλοίπων

Γραμμική παλινδρόμηση 119



Τι κάνουμε σε περιπτώσεις που οι υποθέσεις 
της κανονικότητας δεν ικανοποιούνται
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5.10 Πολλαπλή παλινδρόμηση
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Το μοντέλο της πολλαπλής παλινδρόμησης

• Ιδέα: Διερεύνηση της σχέσης μεταξύ μίας εξαρτημένης (𝑌) και 2 ή 
περισσότερων ανεξάρτητων μεταβλητών (Xi).
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Εξίσωση πολλαπλής παλινδρόμησης

• Οι παράμετροι του μοντέλου πολλαπλής παλινδρόμησης εκτιμώνται 
με χρήση των δειγματικών δεδομένων.

• Οι υπολογισμοί των εκτιμήσεων 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑘 είναι περίπλοκοι και 
γίνονται πάντοτε με χρήση σχετικού λογισμικού, όπως το SPSS ή το 
MS Excel.
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Ερμηνεία παραμέτρων
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Χρήση ποιοτικών μεταβλητών ως
ερμηνευτικών
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Χρήση ποιοτικών μεταβλητών ως 
ερμηνευτικών
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Υποθέσεις πολλαπλής παλινδρόμησης

• Οι τιμές 𝑥𝑖  και οι όροι σφάλματος 𝜀𝑖 είναι ανεξάρτητες.

• Οι όροι σφάλματος αποτελούν τυχαίες μεταβλητές με μέσο 0 με σταθερή διακύμανση 
𝜎2:

𝐸(𝜀𝑖)=0  και Var 𝜀𝑖 = 𝜎2, για i=1, …, n.

 Όπως και στην περίπτωση της απλής γραμμικής παλινδρόμησης, η υπόθεση της
σταθερής διακύμανσης καλείται ομοσκεδαστικότητα.

• Τα τυχαία σφάλματα είναι ασυσχέτιστα μεταξύ τους, δηλαδή

Cov(𝜀𝑖 , 𝜀𝑗)=0, για 𝑖 ≠ 𝑗.

• Δεν υπάρχουν συντελεστές 𝜆0, 𝜆1, … , 𝜆𝑘, τέτοιοι ώστε

𝜆0 + 𝜆1𝑥1𝑖 + 𝜆2𝑥2𝑖 + ⋯ + 𝜆𝑘𝑥𝑘𝑖=0.

• Με άλλα λόγια, δεν υφίσταται γραμμική σχέση μεταξύ των ερμηνευτικών μεταβλητών 
𝑋1, 𝑋2, …, 𝑋𝑘. Η υπόθεση αυτή εξασφαλίζει ότι η εκτίμηση των παραμέτρων είναι 
ευσταθής.
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Εξέταση ισχύος υποθέσεων πολλαπλής 
παλινδρόμησης
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Ενδεικτικά παραδείγματα γραφικών ελέγχων
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Μη γραμμικά μοντέλα
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Μη γραμμικά μοντέλα
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Μη γραμμικά μοντέλα
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Μη γραμμικά μοντέλα
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