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ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ 
 
 
Έστω 2×2 πίνακας:  
 

a b
A

c d

 
=  
 

 .    

 
Όπως γνωρίζουµε, η ορίζουσα του Α είναι ο αριθµός  
 

det
a b

A ad bc
c d

≡ = −  .                                           (1) 

 
Έστω, τώρα, 3×3 πίνακας:  
 

a b c

A d e f

g h k

 
 =  
  

 .   

 
Για να βρούµε την ορίζουσά του, εργαζόµαστε ως εξής: Πρώτα, φτιάχνουµε µια 
«σκακιέρα» 3×3 αποτελούµενη από + (συν) και – (πλην) τοποθετηµένα εναλλάξ, τό-
σο οριζόντια όσο και κατακόρυφα. Προσοχή: Πάνω αριστερά τοποθετούµε πάντα το 
«συν»!  
 

+ − +

− + −

+ − +

 .     

 
Τώρα, µπορούµε να αναπτύξουµε την ορίζουσα του Α ως προς οποιαδήποτε γραµµή ή 
στήλη: το αποτέλεσµα θα είναι πάντα το ίδιο! Ας πούµε ότι διαλέγουµε να αναπτύ-
ξουµε ως προς την πρώτη γραµµή. Το πρώτο στοιχείο είναι το a. Στη θέση που βρί-
σκεται το στοιχείο αυτό (πάνω αριστερά), η «σκακιέρα» έχει +, έτσι δεν αλλάζουµε 
το πρόσηµο του a. ∆ιαγράφουµε, τώρα, νοερά τη γραµµή και τη στήλη όπου βρίσκεται 
το a (πρώτη γραµµή, πρώτη στήλη). Αυτό που αποµένει είναι ένας µικρότερος, 2×2 
πίνακας, µε ορίζουσα:  
 

e f

h k
 .   

 
Πολλαπλασιάζουµε το a µε αυτή την ορίζουσα, και κρατάµε το αποτέλεσµα στην ά-
κρη.  
 
Το δεύτερο στοιχείο της πρώτης γραµµής είναι το b. Στη θέση που βρίσκεται αυτό, η 
σκακιέρα έχει –, έτσι γράφουµε –b. ∆ιαγράφουµε (νοερά) τη γραµµή (πρώτη) και τη 
στήλη (δεύτερη) όπου βρίσκεται το b, οπότε προκύπτει η µικρή ορίζουσα:  
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d f

g k
 .   

 
Πολλαπλασιάζουµε το –b µε αυτή την ορίζουσα, και κρατάµε κι αυτό το αποτέλεσµα 
στην άκρη.  
 
Το τρίτο στοιχείο της πρώτης γραµµής είναι το c. Στη θέση που βρίσκεται αυτό, η 
σκακιέρα έχει +, έτσι δεν αλλάζουµε το πρόσηµο του c. ∆ιαγράφουµε (νοερά) τη 
γραµµή (πρώτη) και τη στήλη (τρίτη) όπου βρίσκεται το c, οπότε προκύπτει η µικρή 
ορίζουσα:  
 

d e

g h
 .   

 
Πολλαπλασιάζουµε το c µε αυτή την ορίζουσα, και «σώζουµε» κι αυτό το αποτέλε-
σµα στη µνήµη.  
 
Προσθέτοντας, τώρα, όλα τα αποτελέσµατα που περιέχει η µνήµη, βρίσκουµε την ο-
ρίζουσα του Α:  
 

det

a b c
e f d f d e

A d e f a b c
h k g k g h

g h k

≡ = − +  .                      (2) 

 
Φυσικά, για να ολοκληρωθεί η δουλειά µας, πρέπει να υπολογίσουµε τις µικρές ορί-
ζουσες σύµφωνα µε τον τύπο (1), πράγµα εύκολο!  
 
Άσκηση: Υπολογίστε και πάλι την ορίζουσα του Α, τούτη τη φορά αναπτύσσοντας ως 
προς τη δεύτερη στήλη, και δείξτε ότι:  
 

det

a b c
d f a c a c

A d e f b e h
g k g k d f

g h k

≡ = − + −  .   

 
Επιβεβαιώστε (αναπτύσσοντας τις µικρές ορίζουσες) ότι το αποτέλεσµα είναι το ίδιο 
όπως πριν.  
 
Άσκηση: Με τη βοήθεια της σκακιέρας:  
 

+ −

− +
   

 
(το + πάντα πάνω αριστερά!), και ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία, αποδείξτε τον 
τύπο (1) για µια ορίζουσα 2×2. (Εξ ορισµού, η ορίζουσα ενός 1×1 πίνακα [a] ισούται 
µε το µοναδικό στοιχείο του πίνακα. )  
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Για έναν 4×4 πίνακα, η σκακιέρα γράφεται (µε το + πάντα πάνω αριστερά):  
 

+ − + −

− + − +

+ − + −

− + − +

 .   

 
Η ανάπτυξη µιας 4×4 ορίζουσας οδηγεί σε µικρότερες (ελάσσονες) ορίζουσες 3×3, 
που αναπτύσσονται όπως δείξαµε πριν. Προφανώς, το πρόβληµα δυσκολεύει όλο και 
περισσότερο καθώς µεγαλώνει η τάξη της ορίζουσας!  
 
Άσκηση: ∆είξτε ότι  
 

1 1 1

2 0 2 0

1 1 1

−

− =

− −

 ,   

 
αναπτύσσοντας ως προς µία γραµµή και, ξανά, ως προς µία στήλη. Επιλέξτε τη γραµ-
µή και τη στήλη που θα κάνουν τους υπολογισµούς σας πιο εύκολους. (Προφανώς, 
φροντίζουµε να υπάρχουν όσο το δυνατόν περισσότερα µηδενικά στοιχεία!)  
 
 
 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΟΡΙΖΟΥΣΩΝ 
 
 
Έστω A ένας n×n (τετραγωνικός) πίνακας, και έστω detA η ορίζουσα του A.  
 
1.  Αν όλα τα στοιχεία µιας γραµµής ή µιας στήλης της ορίζουσας είναι µηδέν, τότε 
detA=0.  
 
2.  Αν πολλαπλασιάσουµε τα στοιχεία µιας γραµµής ή µιας στήλης της ορίζουσας µε 
λ, η ορίζουσα πολλαπλασιάζεται µε λ.  
 
3.  Αν πολλαπλασιάσουµε όλα τα στοιχεία της ορίζουσας µε λ, η ορίζουσα πολλα-
πλασιάζεται µε λn (όπου n η τάξη του πίνακα A). ∆ηλαδή,  
 

det (λA) = λn detA .    
 
4.  Αν ανταλλάξουµε αµοιβαία δύο γραµµές ή δύο στήλες, η ορίζουσα αλλάζει πρό-
σηµο.  
 
5.  Αν δύο γραµµές ή δύο στήλες είναι όµοιες µεταξύ τους, τότε detA=0. Το ίδιο ι-
σχύει, γενικότερα, αν δύο γραµµές ή δύο στήλες είναι η µία πολλαπλάσιο της άλλης.  
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6.  Η τιµή της ορίζουσας δεν αλλάζει αν κάνουµε τις γραµµές στήλες και τις στήλες 
γραµµές. ∆ηλαδή,  
 

det (AT ) = detA ,    
 
όπου AT ο ανάστροφος του A:  (AT )ij = Aji .   
 
7.  Ορίζουσα γινοµένου πινάκων:  
 

det (AB) = det (BA) = detA . detB .   
 
Επίσης,  
 

det (Ak ) = (detA)k  ,   k=1,2,3,... .    
 
8.  Ορίζουσα αντίστροφου πίνακα (βλ. παρακάτω):  
 

det (A–1 ) = 1 / detA .   
 
9.  Η ορίζουσα τόσο ενός διαγώνιου, όσο και ενός τριγωνικού πίνακα A, ισούται µε το 
γινόµενο των στοιχείων της διαγωνίου τού A.  
 
10.  Η τιµή µιας ορίζουσας µένει αµετάβλητη αν, σε µια γραµµή ή σε µια στήλη, 
προσθέσουµε ένα αυθαίρετο πολλαπλάσιο οποιασδήποτε άλλης γραµµής ή στήλης, 
αντίστοιχα.  
 
 
 

ΕΥΡΕΣΗ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΥ ΠΙΝΑΚΑ  
 
 
Θεωρούµε έναν 3×3 πίνακα Α:  
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

[ ] ( , 1,2,3)i j

a a a

A a a a a i j

a a a

 
 = ≡ = 
  

 .   

 
Έστω aij τυχαίο στοιχείο τού Α (το στοιχείο που ανήκει στη γραµµή i και στη στήλη 
j). ∆ιαγράφοντας (νοερά) τη γραµµή και τη στήλη όπου ανήκει το aij , προκύπτει ένας 
µικρότερος, 2×2 πίνακας. Καλούµε Dij την ορίζουσα αυτού του πίνακα.  
 
Κατασκευάζουµε, τώρα, έναν 3×3 πίνακα Μ, ως εξής: Στον δοσµένο πίνακα Α, αντι-
καθιστούµε κάθε στοιχείο aij µε το στοιχείο  
 

( 1)i j
i jD+−  .   

 
∆ηλαδή, στη θέση τού aij βάζουµε τη µικρή ορίζουσα Dij πολλαπλασιασµένη µε το 
πρόσηµο που υπάρχει στη σκακιέρα στη θέση που βρίσκεται το aij . Έτσι, έχουµε:  
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

D D D

M D D D

D D D

− 
 = − − 
 − 

 .   

 
Τέλος, παίρνουµε τον ανάστροφο Μ Τ του Μ, ο οποίος καλείται προσαρτηµένος (ad-
joint) του πίνακα Α:  
 

11 21 31

12 22 32

13 23 33

adj T

D D D

A M D D D

D D D

− 
 = = − − 
 − 

 .   

 
Ο αντίστροφος Α–1 του πίνακα Α (τέτοιος ώστε ΑΑ–1= Α–1

Α = 1, όπου 1 ο 3×3 µονα-
διαίος πίνακας) δίνεται από τη σχέση:  
 

1 1
adj

det
A A

A
− =                                                    (3) 

 
Προφανώς, για να υπάρχει ο αντίστροφος (να είναι ο πίνακας Α αντιστρέψιµος), θα 
πρέπει  detA ≠ 0. Η διαδικασία που περιγράψαµε ισχύει, γενικά, για τετραγωνικό πί-
νακα  n×n,  για κάθε n=2,3,4,...  
 
Άσκηση: Για τον 2×2 πίνακα  
 

a b
A

c d

 
=  
 

 ,   

 
δείξτε ότι:  
 

1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 .   

 
Επαληθεύστε ότι  
 

1 1 1 0

0 1
AA A A− −  

= =  
 

 .   

 
Άσκηση: Με χρήση της σχέσης (3), δείξτε ότι  
 

1
0 1 3 1 1 0

1 1 3 1/ 2 0 3/ 2

0 1 1 1/ 2 0 1/ 2

−
− − −   

   − − = −   
   − −   

 .   

 
Επαληθεύστε ότι το αποτέλεσµά σας ικανοποιεί τη σχέση:  ΑΑ–1= Α–1

Α = 1 .  
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ΕΠΙΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 
 
 
Η µέθοδος που θα περιγράψουµε εφαρµόζεται σε οποιοδήποτε γραµµικό n×n σύστη-
µα εξισώσεων (n=2,3,4,...), δηλαδή, σύστηµα γραµµικών εξισώσεων µε n εξισώσεις 
και n αγνώστους. Χάριν απλότητας, θεωρούµε ένα 2×2 σύστηµα:  
 

    
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x a x b

a x a x b

+ =

+ =
                                                   (4) 

 
Σε µορφή πινάκων, αυτό γράφεται:  
 

    
11 12 11

221 22 2

a a bx
A

xa a b

    
= ⇔ =    

       
x b                                    (5) 

 
όπου Α ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων, x η στήλη των αγνώστων και b η 
στήλη των σταθερών όρων. Στην περίπτωση που b=0 ⇔ b1=b2=0, λέµε ότι το σύ-
στηµα είναι οµογενές.  
 
Έχουµε τις εξής περιπτώσεις:  
 
1. Αν detA ≠ 0, ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιµος και το σύστηµα έχει µοναδική λύση 
που βρίσκεται ως εξής:  
 

1 1 1 1( ) ( )A A A A A A A− − − −= ⇒ = ⇒ = ⇒x b x b x b  
 

    1A−=x b                                                          (6) 
 
Στην περίπτωση που b=0 (οµογενές σύστηµα), η µόνη λύση του συστήµατος είναι η 
µηδενική:  x=0 ⇔ x1=x2=0 .   
 
2. Αν detA=0 (ο πίνακας Α δεν είναι αντιστρέψιµος), τότε το σύστηµα είτε δεν έχει 
λύση (είναι αδύνατο), είτε έχει άπειρες λύσεις.  
 
Η δυσκολία µε τη λύση (6) έγκειται στην ανάγκη υπολογισµού του αντίστροφου πί-
νακα. Ας δούµε τώρα µια εναλλακτική έκφραση για τη λύση του συστήµατος, όπως 
αυτή προκύπτει µε βάση τη µέθοδο του Cramer (ή µέθοδο των οριζουσών). Όπως 
πριν, καλούµε Α τον πίνακα των συντελεστών των αγνώστων στο σύστηµα (4):  
 

11 12

21 22

a a
A

a a

 
=  
  

 .   

 
Επίσης, καλούµε Α1 τον πίνακα που προκύπτει από τον Α µε αντικατάσταση της πρώ-
της στήλης, δηλαδή, της στήλης των συντελεστών a11 και a21 του x1 , από τη στήλη 
των σταθερών όρων, b1 και b2 . Όµοια, καλούµε Α2 τον πίνακα που προκύπτει από τον 
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Α αν αντικαταστήσουµε τη δεύτερη στήλη (αυτή των συντελεστών τού x2) µε τη στή-
λη των σταθερών όρων. Αναλυτικά:  
 

1 12 11 1
1 2

2 22 21 2

,
b a a b

A A
b a a b

   
= =   
      

 .   

 
Τότε, η λύση του συστήµατος (4) – εάν αυτή υπάρχει – γράφεται:  
 

    1 2
1 2

det det
,

det det

A A
x x

A A
= =                                            (7) 

 
Οι ορίζουσες των πινάκων Α1 και Α2 λέγονται ορίζουσες Cramer.  
 
Άσκηση: Γράψτε την αναλυτική έκφραση της λύσης (7), για δοσµένα aij και bi .  
 
Άσκηση: Θεωρούµε το σύστηµα:  
 

a x + b y = c   

e x + f y = g   
 
(όπου θέσαµε x1=x, x2=y) .  ∆είξτε ότι η λύση του είναι:  
 

,
c f bg ag ce

x y
a f be a f be

− −
= =

− −
 .    

 
Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι γράφαµε τις εξισώσεις του δοσµένου συστήµατος µε «α-
νάποδη» σειρά:  
 

e x + f y = g   

a x + b y = c   
 
Θα πρέπει να αναµένουµε διαφορετική λύση; Εξηγήστε µε βάση τις ιδιότητες των 
οριζουσών.  
 
Γενικότερα, τώρα, για ένα σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους:  
 

    

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =

+ + + =

+ + + =

⋯

⋯

⋮

⋯

                                        (8) 

 
η λύση γράφεται:  
 

    
det

, 1,2, ,
det

i
i

A
x i n

A
= = ⋯                                          (9) 
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όπου Α ο (n×n) πίνακας των συντελεστών ajk των αγνώστων, και Ai ο πίνακας που 
προκύπτει από τον Α αν αντικαταστήσουµε τη στήλη που περιέχει τους συντελεστές 
τού xi , µε τη στήλη των σταθερών όρων bk .  
 
∆ιερεύνηση:  
 
1. Αν detA ≠ 0 (δηλαδή, αν ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιµος), τότε η λύση (9) του 
συστήµατος (8) υπάρχει και είναι µοναδική.  
 
2. Αν detA=0 (ο πίνακας Α δεν είναι αντιστρέψιµος) και έστω και µία από τις ορίζου-
σες Cramer (detAk ) είναι µη-µηδενική, τότε το σύστηµα (8) δεν έχει λύση (είναι αδύ-
νατον), όπως φαίνεται από τη σχέση (9).  
 
3. Αν detA=0 και όλες οι ορίζουσες Cramer (detAk , k=1,2,...,n) είναι µηδέν, τότε το 
σύστηµα (8) έχει άπειρες λύσεις.  
 
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον, σε ό,τι αφορά τις εφαρµογές, παρουσιάζει η περίπτωση ενός 
οµογενούς συστήµατος, όπου όλοι οι σταθεροί όροι bk (k=1,2,...,n) είναι µηδέν:  
 

    

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =

+ + + =

+ + + =

⋯

⋯

⋮

⋯

                                       (10) 

 
Σε αυτή την περίπτωση, όλες οι ορίζουσες Cramer (detAk , k=1,2,...,n) είναι µηδέν 
(γιατί;). Έτσι:  
 
1. Αν η ορίζουσα των συντελεστών είναι µη-µηδενική: detA ≠ 0, τότε, βάσει της (9), 
η µοναδική λύση του συστήµατος (10) είναι η µηδενική λύση:  x1 = x2 =  … = xn =  0 .   
 
2. Αν detA=0, τότε το σύστηµα (10) δέχεται άπειρες λύσεις.  
 
Άσκηση: ∆είξτε ότι (α) ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα έχει πάντα λύση, δηλαδή, 
δεν είναι ποτέ αδύνατον, και (β) για να έχει ένα τέτοιο σύστηµα µη-τετριµµένη λύση 
(δηλαδή, διάφορη της µηδενικής) θα πρέπει η ορίζουσα του πίνακα των συντελεστών 
των αγνώστων να είναι µηδέν.  
 
Παράδειγµα: Θεωρούµε το οµογενές σύστηµα:  
 

2 x – y = 0   

– 6 x + 3 y = 0   
 
(όπου θέσαµε x1=x, x2=y) .  Η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων, είναι:  
 

2 1
6 6 0

6 3

−
= − =

−
 .   
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Αυτό συµβαίνει γιατί η 2η γραµµή είναι πολλαπλάσιο (επί –3) της πρώτης. Κι αυτό, 
µε τη σειρά του, οφείλεται στο ότι οι εξισώσεις του συστήµατος δεν είναι ανεξάρτητες 
µεταξύ τους (η δεύτερη είναι πολλαπλάσιο της πρώτης, έτσι δεν δίνει καµία νέα πλη-
ροφορία). Το µόνο που µπορούµε να πούµε είναι ότι y=2x, µε αυθαίρετο x. Τούτο 
σηµαίνει ότι το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, µία για κάθε επιλεγµένη τιµή τού x.  
 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΟ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 
 
 
Έστω δύο διανύσµατα:  
 

ˆ ˆ ˆ ( , , )

ˆ ˆ ˆ ( , , )

x x y y z z x y z

x x y y z z x y z

A A u A u A u A A A

B B u B u B u B B B

= + + ≡

= + + ≡

�

�     

 
(όπου τα ˆ ˆ ˆ, ,x y zu u u  είναι µοναδιαία διανύσµατα). Όπως γνωρίζουµε από την διανυ-

σµατική ανάλυση, το εξωτερικό γινόµενο των A
�

 και B
�

 µπορεί να γραφτεί στη µορφή 
ορίζουσας, ως εξής:  
 

ˆ ˆ ˆx y z

x y z

x y z

u u u

A B A A A

B B B

× =
� �

 .   

 
Επιπλέον, αναγκαία συνθήκη ώστε τα A

�
 και B

�
 να είναι παράλληλα µεταξύ τους, εί-

ναι να ισχύει: 0A B× =
� �

.  
 
Παράδειγµα: Να βρεθούν οι τιµές των α και β, για τις οποίες τα διανύσµατα 

(1, , 3)A α≡
�

 και ( 2, 4, )B β≡ − −
�

 είναι παράλληλα µεταξύ τους.  
 
Θα πρέπει:  
 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ1 3 0 ( 12) ( 6) ( 4 2 ) 0

2 4

x y z

x y z

u u u

u u uα αβ β α
β

= ⇒ + − + + − + =

− −

   

 
(όπου αναπτύξαµε την ορίζουσα ως προς την πρώτη σειρά, δηλαδή, τη σειρά των µο-
ναδιαίων διανυσµάτων). Επειδή τα µοναδιαία διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα 
µεταξύ τους (κανένα απ’ αυτά δεν µπορεί να εκφραστεί σαν γραµµικός συνδυασµός 
των άλλων δύο), ο µόνος τρόπος για να ισχύει αυτή η ισότητα είναι να µηδενίζονται 
και οι τρεις όροι της. Εξισώνοντας τους συντελεστές των µοναδιαίων διανυσµάτων µε 
µηδέν, παίρνουµε ένα σύστηµα τριών εξισώσεων µε δύο αγνώστους:  
 

2 α – 4 = 0 ,      β + 6 = 0 ,      αβ + 12 = 0 .   
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Οι δύο πρώτες εξισώσεις δίνουν:  α=2,  β= – 6 . Η τρίτη εξίσωση απλά επαληθεύει 
αυτό το αποτέλεσµα. ∆ηλαδή, η τρίτη εξίσωση είναι συµβατή µε τις άλλες δύο, δεν 
δίνει όµως κάποια επιπρόσθετη πληροφορία. Αυτό οφείλεται στο ότι η εξίσωση αυτή 
δεν είναι ανεξάρτητη από τις πρώτες δύο, αλλά προκύπτει άµεσα από αυτές (δείξτε 
το!). Προσέξτε ότι, µε τις τιµές των α και β που βρήκαµε, η τρίτη γραµµή της ορίζου-
σας που παριστά το A B×

� �
 γίνεται πολλαπλάσιο της δεύτερης γραµµής (επί –2), έτσι 

ώστε η ορίζουσα αυτοµάτως µηδενίζεται.  
 
Άσκηση: ∆είξτε ότι δεν υπάρχουν τιµές των α και β, για τις οποίες τα διανύσµατα 

(1, , 3)A α≡
�

 και ( 2, , 6)B β≡ −
�

 είναι παράλληλα µεταξύ τους.  
 
Άσκηση: ∆είξτε ότι υπάρχουν άπειρες τιµές των α και β, για τις οποίες τα διανύσµατα 

(1, , 3)A α≡
�

 και ( 2, , 6)B β≡ − −
�

 είναι παράλληλα µεταξύ τους. Ποια σχέση πρέπει 
να συνδέει τα α και β ;  
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