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Κώστας Παπαχρήστου   

Σχολή Ναυτικών ∆οκίµων 

 
Συζητούνται βασικές ιδέες της θεωρίας βαρύτητας (κλασικής και σχετικιστικής) µε 
τη µικρότερη δυνατή χρήση µαθηµατικού φορµαλισµού. Ειδικά, εξηγείται η σχέση 
της βαρύτητας µε τη γεωµετρία του χωροχρόνου.  

 
1.  Εισαγωγή 

 
Σε ένα πρόσφατο βιβλίο µε θέµα την Ειδική Σχετικότητα (Special Relativity, σύντο-
µα: SR) [1] είδαµε ότι, στο πλαίσιο αυτής της θεωρίας, ο χωροχρόνος θεωρείται επί-
πεδος ψευδο-Ευκλείδειος (ή Λορεντζιανός) χώρος. Σύµφωνα, όµως, µε την Γενική 
Σχετικότητα (General Relativity, σύντοµα: GR) ο χωροχρόνος γίνεται καµπύλος µε 
την παρουσία βαρύτητας. Αυτό σηµαίνει ότι η βαρύτητα είναι στενά συνδεδεµένη µε 
τα εγγενή γεωµετρικά χαρακτηριστικά του χωροχρόνου.  
      Ο συσχετισµός ανάµεσα στη βαρύτητα (µία φυσική έννοια) και τη γεωµετρία (µία 
έννοια µαθηµατική) δεν είναι κάτι που µπορεί να εξηγηθεί εύκολα χωρίς τη χρήση 
προχωρηµένων µαθηµατικών. Σε αυτό το άρθρο θα επιχειρήσουµε να περιγράψουµε 
µερικές βασικές ιδέες της GR σε εννοιολογικό, κυρίως, επίπεδο. Για µία βαθύτερη 
µελέτη της θεωρίας ο αναγνώστης παραπέµπεται στα πολλά εξαίρετα διδακτικά εγ-
χειρίδια που διατίθενται στη βιβλιογραφία (για µία µερική λίστα δείτε, π.χ., τις ανα-
φορές [2-9]).  
      Στην «καρδιά» της GR δεσπόζει η αρχή της ισοδυναµίας αδρανειακής και βαρυτι-
κής µάζας, µέσω της οποίας αρχής η βαρύτητα βρίσκεται πως είναι τοπικά ισοδύναµη 
µε την επιτάχυνση. Από την άλλη µεριά, η επιτάχυνση είναι στενά συνδεδεµένη µε 
µη-αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, άρα µε µη-Λορεντζιανά συστήµατα χωροχρο-
νικών συντεταγµένων που έχουν µη-σταθερή µετρική, άρα µε εν δυνάµει καµπύλο 
χωροχρόνο. Σε γενικούς όρους, αυτή η γραµµή σκέψης εξηγεί τον συσχετισµό της 
βαρύτητας µε τη γεωµετρία.  
 

2.  Ειδική έναντι Γενικής Σχετικότητας 
 
Σύµφωνα τόσο µε την SR, όσο και µε την GR, είναι αδύνατο να ορίσουµε απόλυτη 
ταχύτητα. Στην SR, εν τούτοις, η επιτάχυνση εξακολουθεί να έχει απόλυτη σηµασία, 
υπό την έννοια ότι η φυσική συνθήκη µηδενισµού (ή, ισοδύναµα, µη-µηδενισµού) της 
επιτάχυνσης είναι αµετάβλητη κάτω από µετασχηµατισµούς Lorentz (είναι Λορε-
ντζιανά αµετάβλητη). Επί πλέον, στην SR δεχόµαστε την ύπαρξη ενός άπειρου συνό-
λου αδρανειακών συστηµάτων αναφοράς, ισοδύναµων µεταξύ τους ως προς την µα-
θηµατική διατύπωση των φυσικών νόµων. Εξ ορισµού, ένα αδρανειακό σύστηµα α-
ναφοράς χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα ότι, ως προς αυτό, ένα ελεύθερο σωµατίδιο 
(ένα σωµατίδιο που δεν υπόκειται σε επιδράσεις από τον υπόλοιπο κόσµο) κινείται 
οµαλά (µε σταθερή ταχύτητα, άρα χωρίς επιτάχυνση). Οι µετασχηµατισµοί Lorentz, 
οι οποίοι συνδέουν αδρανειακά συστήµατα µεταξύ τους, εξασφαλίζουν ότι µηδενική 
(µη-µηδενική) επιτάχυνση σε ένα σύστηµα αναφοράς σηµαίνει αυτόµατα µηδενική 
(µη-µηδενική) επιτάχυνση σε οποιοδήποτε άλλο [1].  

                                                 
1 Μετάφραση από το  https://arxiv.org/abs/2603.04574  (Παράρτηµα 2).  
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      Καµία τέτοια «προνοµιακή» τάξη συστηµάτων αναφοράς δεν υφίσταται στην GR, 
όπου λαµβάνεται υπόψη η βαρύτητα. Πράγµατι, κανένας αδρανειακός παρατηρητής 
(θεωρούµενος ως ελεύθερο σώµα) δεν µπορεί να υπάρξει στο Σύµπαν, δοθέντος ότι 
κάθε πράγµα που έχει µάζα ή ενέργεια υπόκειται στην παγκόσµια βαρυτική έλξη.  
      Από γεωµετρική άποψη, ο χωροχρόνος της SR είναι επίπεδος χώρος. Αυτό επι-
τρέπει την ύπαρξη µίας τάξης «Λορεντζιανών» συστηµάτων συντεταγµένων, τα ο-
ποία αντιστοιχούν στα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς και στα οποία ο µετρικός 
τανυστής έχει τη µορφή σταθερού διαγώνιου πίνακα η µε στοιχεία ηµν=  ± δµν , δηλαδή,  
η=diag (1,–1,–1,–1). Σε αυτά τα συστήµατα συντεταγµένων οι κοσµικές γραµµές 
(worldlines) που παριστούν την κίνηση ελεύθερων σωµατιδίων είναι ευθείες.  
      Στην GR ο επίπεδος χωροχρόνος της SR αντικαθίσταται από έναν τετραδιάστατο 
καµπύλο χώρο Riemann, στον οποίο δεν υφίστανται προνοµιακά συστήµατα συντε-
ταγµένων. Ειδικότερα, δεν υπάρχουν καθολικά ή οικουµενικά (global) Λορεντζιανά 
συστήµατα που επιδέχονται σταθερή µετρική. Εν τούτοις, η τοπική επιπεδότητα του 
χωροχρόνου µάς επιτρέπει να ορίσουµε Λορεντζιανές συντεταγµένες σε µία αρκετά 
µικρή γειτονιά οποιουδήποτε χωροχρονικού σηµείου, καθώς και µία τοπικά σταθερή 
µετρική ίση µε την µετρική ηµν του επίπεδου χωροχρόνου. Η φυσική διάσταση αυτών 
των γεωµετρικών ιδεών γίνεται φανερή µε βάση την αρχή της ισοδυναµίας.  
 

3.  Η αρχή της ισοδυναµίας 
 
Η αρχή της ισοδυναµίας κατέχει κεντρική θέση στη βαρυτική θεωρία, τόσο την κλα-
σική όσο και τη σχετικιστική. Σε αυτή την ενότητα θα συζητήσουµε την αρχή αυτή 
στο πλαίσιο της Νευτώνειας θεωρίας βαρύτητας. Τα συµπεράσµατά µας, όµως, ισχύ-
ουν γενικότερα και στη σχετικιστική περιοχή των υψηλών ταχυτήτων.  
      Πρώτα, όµως, µερικοί αναγκαίοι ορισµοί:  

      Βαρυτική µάζα (mG): το «φορτίο» της βαρυτικής αλληλεπίδρασης. ∆ηλαδή, η φυ-
σική ποσότητα που αποτελεί την πηγή της αλληλεπίδρασης ενώ ταυτόχρονα υπόκει-
ται και η ίδια στην αλληλεπίδραση αυτή.  
      Αδρανειακή µάζα (mI  ): η φυσική ποσότητα που υπεισέρχεται στον δεύτερο νόµο 
του Νεύτωνα, F=mI a .  
      Σώµα σε ελεύθερη πτώση: ένα σώµα που κινείται κάτω από την επίδραση και µό-
νο της βαρύτητας (χωρίς να επενεργούν πάνω του άλλου είδους δυνάµεις).  
      Αδρανειακός παρατηρητής (ή σύστηµα αναφοράς) µέσα σε πεδίο βαρύτητας: ένας 
παρατηρητής (ή σύστηµα) υποκείµενος σε µη-βαρυτικές δυνάµεις που αντισταθµί-
ζουν ακριβώς τη δύναµη της βαρύτητας, εµποδίζοντας έτσι την ελεύθερη πτώση του 
παρατηρητή (ή συστήµατος). Παράδειγµα: ένας ακίνητος παρατηρητής πάνω στην 
επιφάνεια της Γης (αν θεωρήσουµε τη Γη σαν «αδρανειακό» σύστηµα αναφοράς).  

      Θεωρούµε τώρα ένα σωµατίδιο µέσα σε βαρυτικό πεδίο ( )g r
� �

, όπου r
�

 είναι το 
διάνυσµα θέσης ως προς την αρχή ενός αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. Η βαρυ-

τική δύναµη στο σωµατίδιο σε δοσµένο σηµείο είναι ( ) ( )G GF r m g r=
�

� � �

, όπου mG είναι 
η βαρυτική µάζα του σωµατιδίου. Θεωρώντας ότι δεν ασκούνται άλλες, µη-βαρυτικές 

δυνάµεις στο σωµατίδιο, από τον νόµο του Νεύτωνα έχουµε ότι ( ) ( )G IF r m a r=
�

� � �

, ό-

που mI είναι η αδρανειακή µάζα και ( )a r
� �

 η τοπική επιτάχυνση του σωµατιδίου. Έτσι,  
 

( ) ( )I Gm a r m g r=
� � � �

. 
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Αξιώνοντας ότι  
           mI  = mG                                                           (1) 

 
(µία υπόθεση που υποστηρίζεται από µεγάλο αριθµό πειραµάτων [8]) έχουµε:  
 

                 ( ) ( )a r g r=
� � � �

                                                        (2)       
 
Αυτό µας οδηγεί σε ένα σηµαντικό συµπέρασµα:  
 

Όλα τα σώµατα που διέρχονται µε ελεύθερη πτώση από το ίδιο σηµείο ενός βα-
ρυτικού πεδίου έχουν την ίδια επιτάχυνση, ίση µε την ένταση του πεδίου στο ση-
µείο αυτό, ανεξάρτητα από τη µάζα τους ή την εσωτερική τους σύνθεση.  

 
      Η σχέση (1), η οποία ταυτίζει τη βαρυτική µε την αδρανειακή µάζα, εκφράζει την 
αρχή της ισοδυναµίας και αποτελεί µία από τις σηµαντικότερες αρχές της θεωρίας βα-
ρύτητας. Η σχέση (2), τότε, δείχνει πως υπάρχει κάποια µορφή ισοδυναµίας ανάµεσα 
στη βαρύτητα και την επιτάχυνση. Ας δούµε τι σηµαίνει αυτή η ισοδυναµία από φυσι-
κή άποψη.  
      Ένας αδρανειακός παρατηρητής του οποίου το τοπικό εργαστήριο βρίσκεται µέσα 
σε βαρυτικό πεδίο θα παρατηρήσει ότι όλα τα σώµατα που δεν υπόκεινται σε άλλες 
δυνάµεις πλην της βαρύτητας (δηλαδή, όλα τα σώµατα που βρίσκονται σε ελεύθερη 
πτώση) έχουν κοινή επιτάχυνση µέσα στο εργαστήριο. Από την άλλη µεριά, ένας επι-
ταχυνόµενος παρατηρητής (ως προς αδρανειακό σύστηµα αναφοράς) που βρίσκεται 
µακριά από οποιοδήποτε βαρυτικό πεδίο θα παρατηρήσει ότι, ως προς το σύστηµα α-
ναφοράς του, όλα τα ελεύθερα σωµατίδια έχουν κοινή επιτάχυνση. Έτσι, δεχόµενοι 
την ισχύ της αρχής της ισοδυναµίας (1), καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ένας τοπι-
κός παρατηρητής δεν µπορεί να αποφανθεί αν το σύστηµα αναφοράς του είναι αδρα-
νειακό σύστηµα τοποθετηµένο µέσα σε βαρυτικό πεδίο, ή επιταχυνόµενο σύστηµα 
µακριά από οποιοδήποτε βαρυτικό πεδίο. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι «ανταλλάξα-
µε τη βαρύτητα µε επιτάχυνση», όπως υπονοείται από τη σχέση (2).  
      Για να είµαστε ακριβείς, η σχέση (2) ισχύει για συγκεκριµένο σηµείο βαρυτικού 
πεδίου. Αν το πεδίο µεταβάλλεται σηµαντικά από σηµείο σε σηµείο µέσα στο εργα-
στήριο του παρατηρητή, τότε όµοια δοκιµαστικά σωµατίδια θα έχουν διαφορετικές 
επιταχύνσεις σε διαφορετικά σηµεία, πράγµα που θα φανερώσει την παρουσία ενός 
µη-οµογενούς βαρυτικού πεδίου. Θα υποθέσουµε ότι το πεδίο µεταβάλλεται ελάχιστα 
(είναι σχεδόν οµογενές) µέσα στο εργαστήριο του παρατηρητή. Ισοδύναµα, οι δια-
στάσεις του εργαστηρίου είναι πολύ µικρές σε σύγκριση µε την απόσταση στην οποία 
το πεδίο µεταβάλλεται αισθητά, έτσι ώστε «παλιρροϊκά φαινόµενα» (tidal effects) [8] 
να γίνονται αντιληπτά.  
      Υποθέτουµε τώρα ότι το εργαστήριο του παρατηρητή και όλα τα σωµατίδια µέσα 
σε αυτό βρίσκονται σε ελεύθερη πτώση κάτω από την επίδραση της βαρύτητας και 
µόνο. Τότε, ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, το εργαστήριο και τα σω-
µατίδια θα έχουν κοινή επιτάχυνση, ίση µε την ένταση του πεδίου, πράγµα που ση-
µαίνει ότι τα σωµατίδια δεν θα επιταχύνονται ως προς τον παρατηρητή. Αυτός λοιπόν 
θα µπορούσε να υποθέσει ότι το εργαστήριό του είναι ένα «αδρανειακό» σύστηµα 
αναφοράς έξω από το πεδίο βαρύτητας, και όλα τα σωµατίδια µέσα στο εργαστήριο 
είναι «ελεύθερα» σωµατίδια. Σε ένα σύστηµα αναφοράς που βρίσκεται σε ελεύθερη 
πτώση, οι επιδράσεις της βαρύτητας εξαλείφονται! Και πάλι, οι διαστάσεις του εργα-
στηρίου πρέπει να είναι αρκετά µικρές σε σύγκριση µε την απόσταση στην οποία το 
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πεδίο βαρύτητας µεταβάλλεται αισθητά. Πρακτικά, µέσα στο εργαστήριο το βαρυτικό 
πεδίο θεωρείται οµογενές.  
      Λέµε ότι ένα εργαστήριο σε ελεύθερη πτώση µοιάζει τοπικά µε αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς. Βέβαια, δεν είναι δυνατό να ορίσουµε ένα καθολικό (οικουµενικό) «αδρα-
νειακό» σύστηµα αναφοράς µε ένα και µοναδικό εργαστήριο σε ελεύθερη πτώση µέ-
σα σε µη-οµογενές βαρυτικό πεδίο. (Η περίπτωση καθολικά οµογενούς πεδίου είναι 
καθαρά θεωρητική και δεν υφίσταται στην πραγµατικότητα.)  
 

4.  Καµπύλος χωροχρόνος 
 
Περνάµε τώρα από τη Νευτώνεια στη σχετικιστική θεώρηση. Σύµφωνα µε την SR [1] 
ένα αδρανειακό (Λορεντζιανό) σύστηµα αναφοράς περιγράφεται από ένα σύστηµα 
χωροχρονικών συντεταγµένων  
 

x µ ≡ (x0, x1, x2, x3) ≡ (ct, x, y, z) 
 
µε µετρικό στοιχείο (απειροστό χωροχρονικό διάστηµα)  
 

ds 
2
 = ηµν dx µ

 dx 
ν
 = (dx 0

 ) 
2 – (dx 1

 ) 
2 – (dx 2

 ) 
2 – (dx 3

 ) 
2          

            = c 
2 dt 2 – dx 

2 – dy 
2 – dz 

2                                        (3) 
 
όπου χρησιµοποιούµε τη γνωστή αθροιστική σύµβαση σύµφωνα µε την οποία αθροί-
ζουµε από 0 έως 3 εκφράσεις µε επαναλαµβανόµενους πάνω και κάτω δείκτες, και 
όπου το ηµν παριστά στοιχείο του παρακάτω σταθερού πίνακα (ο οποίος παίζει ρόλο 
µετρικού τανυστή σε χώρο Minkowski):  
 

        

1 0 0 0

0 1 0 0
[ ] (1, 1, 1, 1)

0 0 1 0

0 0 0 1

diagµνη η

 
 − ≡ = = − − −
 −
 

− 

                          (4) 

 
Η ύπαρξη ενός οικουµενικού (ψευδο-)Ευκλείδειου συστήµατος συντεταγµένων και 
ενός καθολικά σταθερού µετρικού τανυστή ηµν υποδεικνύει ότι ο χωροχρόνος της SR 
είναι επίπεδος.  
      Οι µετασχηµατισµοί συντεταγµένων (xµ → xµ΄ ) ανάµεσα σε Λορεντζιανά συστή-
µατα αναφοράς είναι γραµµικοί µετασχηµατισµοί της µορφής  
 

                         x µ
΄ =  Λµ

ν  x 
ν                                                          (5) 

 
και ορίζονται έτσι ώστε το µετρικό στοιχείο  ds 

2  να είναι αναλλοίωτο:  
 

                ds 
2
 =  ηµν dx µ

 dx 
ν = ηµν dx µ΄ dx 

ν
΄                                          (6) 

 
Έπεται τότε ότι ο πίνακας Λ ≡ [Λµ

ν] ικανοποιεί τη σχέση  
 

              Λt
 η Λ = η   ⇔   Λµ

λ  ηµν Λ
ν
ρ  = ηλρ                                          (7) 
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(όπου Λt ο ανάστροφος του πίνακα Λ). Οι µετασχηµατισµοί συντεταγµένων που ορί-
ζονται από τις σχέσεις (5) - (7) αποτελούν τους µετασχηµατισµούς Lorentz της SR (βλ., 
π.χ., [1]).  
      Ο µετασχηµατισµός από ένα αδρανειακό σε ένα επιταχυνόµενο (άρα µη-
αδρανειακό) σύστηµα αναφοράς ισοδυναµεί µε µετασχηµατισµό σε γενικές (καµπυ-

λόγραµµες) συντεταγµένες xµ  οι οποίες είναι συναρτήσεις των x 
λ

 : ( )x x xµ µ λ≡ , ό-
που µε x 

λ συµβολίζουµε συνολικά τις (x0,...,x3). Στις νέες συντεταγµένες το χωροχρο-
νικό διάστηµα γράφεται  
 

2 ( )ds dx dx g x dx dxµ ν λ µ ν
µν µνη≡ =                                       (8) 

 
Ένας µετασχηµατισµός αυτού του είδους (καθώς και, γενικότερα, κάθε µετασχηµατι-
σµός που συνδέει µεταξύ τους µη-αδρανειακά συστήµατα αναφοράς) είναι γενικά µη-
γραµµικός (βλ. Παράρτηµα). Στην περίπτωση του επίπεδου χωροχρόνου υπάρχει πά-
ντα ένας κατάλληλος µετασχηµατισµός συντεταγµένων που επαναφέρει έναν γενικό 

µετρικό τανυστή ( )g xλµν  στην τυπική σταθερή µορφή  ηµν  της SR.  

      Με την παρουσία πεδίου βαρύτητας, το µόνο που µπορούµε να ορίσουµε είναι 
ένα προσεγγιστικά αδρανειακό τοπικό σύστηµα αναφοράς σε µία αρκετά µικρή γειτο-
νιά οποιουδήποτε χωροχρονικού σηµείου, θεωρώντας ένα σύστηµα (π.χ. ένα εργα-
στήριο) σε ελεύθερη πτώση, όπως είδαµε στην Παρ. 3. Σε γεωµετρικούς όρους, ο ε-
πίπεδος χωροχρόνος της SR, όπου η βαρύτητα είναι απούσα, είναι ανάλογος µε τον 
Ευκλείδειο (εδώ, ψευδο-Ευκλείδειο) χώρο στον οποίο µπορούν να οριστούν ένα κα-
θολικό Καρτεσιανό (εδώ, Λορεντζιανό) σύστηµα συντεταγµένων και µία σχετιζόµενη 
σταθερή µετρική. Κανένα καθολικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µε Λορεντζιανές 
συντεταγµένες, όµως, δεν µπορεί να οριστεί στον χωροχρόνο όταν η βαρύτητα είναι 
παρούσα. Συνεπώς, δεν υπάρχει οικουµενικός µετασχηµατισµός από γενικές (καµπυ-
λόγραµµες) σε Λορεντζιανές συντεταγµένες που θα µετασχηµατίσει έναν µετρικό τα-

νυστή ( )g xλµν  (ο οποίος είναι συνάρτηση των συντεταγµένων) στη σταθερή µορφή 

ηµν  της SR, σε όλα τα χωροχρονικά σηµεία. Η περίπτωση είναι ανάλογη µε την απου-
σία καθολικού Καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων και καθολικά σταθερής µε-
τρικής σε έναν εγγενώς καµπύλο χώρο [όπως, π.χ., η επιφάνεια µιας σφαίρας (αλλά 
όχι εκείνη ενός κυλίνδρου!)]. Καταλήγουµε έτσι στο συµπέρασµα ότι  
 

µε την παρουσία βαρύτητας, ο χωροχρόνος θα πρέπει να θεωρείται ως καµπύ-
λος χώρος που είναι µόνο τοπικά επίπεδος.  

 
(Κόψτε ένα πολύ µικρό κοµµάτι από µία µεγάλη σφαιρική επιφάνεια. Θα το δείτε σί-
γουρα να µοιάζει σχεδόν επίπεδο!)  
 

5.  Γεωδαισιακές γραµµές σε καµπύλο χωροχρόνο 
 
Όπως προκύπτει από την αρχή της ισοδυναµίας [σχέση (1)] η τροχιά ενός σωµατιδίου 
που βρίσκεται σε ελεύθερη πτώση (υπόκειται, δηλαδή, µόνο στην επίδραση της βαρύ-
τητας) είναι ανεξάρτητη από τη µάζα ή την εσωτερική σύνθεση του σωµατιδίου και 
σχετίζεται µε αυτό καθαυτό το βαρυτικό πεδίο. Το πεδίο αυτό εξαρτάται από την κα-
τανοµή της µάζας και της ενέργειας στον χώρο και τον χρόνο και, όπως έχουµε δει, 
προκαλεί µία εγγενή καµπυλότητα στον χωροχρόνο, καθορίζοντας έτσι τη γεωµετρία 
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του χωροχρόνου. Μπορούµε λοιπόν να πούµε ότι η κίνηση κάτω από την αποκλειστι-
κή επίδραση της βαρύτητας σχετίζεται µε τις ιδιότητες του ίδιου του χωροχρόνου.  
      Κάθε σωµατίδιο σε ελεύθερη πτώση ακολουθεί µία γεωδαισιακή γραµµή [8] του 
καµπύλου χωροχρόνου. Αυτή µπορεί να οριστεί ως «η πιο ευθεία δυνατή διαδροµή» 
στον χωροχρόνο, δηλαδή, ως µία καµπύλη που η διεύθυνσή της δεν αλλάζει καθώς 
κινούµαστε κατά µήκος της (σε γεωµετρικούς όρους, το εφαπτόµενο διάνυσµα στην 
καµπύλη µεταφέρεται παράλληλα προς τον εαυτό του κατά µήκος της καµπύλης). Ι-
σοδύναµα, δοθέντων δύο χωροχρονικών σηµείων A και B, η γεωδαισιακή που συνδέει 
τα A και B είναι διαδροµή ακραίας χωροχρονικής απόστασης2 από το A ως το B.  
      Ειδικά, ακόµα και το φως ακολουθεί µία γεωδαισιακή του καµπύλου χωροχρόνου 
µέσα σε ένα βαρυτικό πεδίο. Πράγµατι, δοθέντος ότι το φως φέρει ενέργεια (καθώς 
αποτελείται από φωτόνια) θα πρέπει επίσης να φέρει αδράνεια, σύµφωνα µε την ισο-
δυναµία ανάµεσα στις δύο αυτές φυσικές ιδιότητες. Έτσι, λόγω της αρχής της ισοδυ-
ναµίας στη βαρύτητα, το φως θα πρέπει να φέρει και µία δυνητική «βαρυτική µάζα», 
πράγµα που σηµαίνει ότι η πορεία του θα επηρεάζεται από την κατανοµή της ύλης 
και της ενέργειας στον χώρο και τον χρόνο, άρα από τη γεωµετρία του χωροχρόνου. 
Το φως, λοιπόν, θα κινείται µέσα στο βαρυτικό πεδίο όπως κάθε σωµατίδιο σε ελεύ-
θερη πτώση.  
      Σε επίπεδο χωροχρόνο (δηλαδή, έξω από το πεδίο βαρύτητας) οι γεωδαισιακές 
είναι ευθείες γραµµές και αντιστοιχούν στις αδρανειακές κινήσεις ελεύθερων σωµατι-
δίων και στη διάδοση φωτεινών ακτίνων.  
 

6.  Τοπικά αδρανειακά συστήµατα αναφοράς 
 
Στην Παρ. 3 είδαµε ότι, σαν συνέπεια της αρχής της ισοδυναµίας, είναι δυνατό να 
εξαλείψουµε τοπικά τα αποτελέσµατα της βαρύτητας. Επί πλέον, ένα βαρυτικό πεδίο 
είναι τοπικά ισοδύναµο µε ένα επιταχυνόµενο σύστηµα αναφοράς. Ας ρίξουµε µία 
κοντινότερη µατιά σε αυτά τα ζητήµατα, αρχικά µέσα στο πλαίσιο της κλασικής Νευ-
τώνειας θεωρίας.  
      Θεωρούµε ένα σωµατίδιο αδρανειακής µάζας mI και βαρυτικής µάζας mG , τοπο-
θετηµένο µέσα σε ένα οµογενές βαρυτικό πεδίο .g σταθ=

�

 Η βαρυτική δύναµη στο 

σωµατίδιο ισούται µε Gm g
�

. Το σωµατίδιο υπόκειται επίσης σε µία µη-βαρυτική δύ-

ναµη της µορφής ( )F R′
� �

, όπου R
�

 το διάνυσµα θέσης του σωµατιδίου ως προς τον 
φυσικό παράγοντα που ευθύνεται γι’ αυτή τη δύναµη (π.χ., ένα ηλεκτρικό φορτίο που 
ασκεί δύναµη σε ένα ηλεκτρικά φορτισµένο σωµατίδιο). Η κίνηση του σωµατιδίου ως 
προς ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς καθορίζεται από τον νόµο του Νεύτωνα:  

2

2
( )I G

d r
m m g F R

dt
′= +

�

� �

�

 , 

όπου r
�

 το διάνυσµα θέσης του σωµατιδίου ως προς την αρχή των συντεταγµένων 
του αδρανειακού συστήµατος. Αξιώνοντας την ισχύ της ισότητας  mI =  mG ≡ m  (αρχή 
της ισοδυναµίας) έχουµε ότι  
 

             
2

2
( )

d r
m mg F R

dt
′= +

�

� �

�

                                               (9) 

 
                                                 
2 Για την ακρίβεια: µέγιστου ίδιου χρόνου (proper time) [8].  
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      Περνάµε τώρα σε ένα σύστηµα αναφοράς που βρίσκεται σε ελεύθερη πτώση µέσα 
στο οµογενές βαρυτικό πεδίο g

�

. Σύµφωνα µε τη σχέση (2), το σύστηµα αυτό (όπως 
και κάθε αντικείµενο σε ελεύθερη πτώση) έχει επιτάχυνση ίση µε την ένταση του πε-
δίου σε κάθε σηµείο. Έτσι, το σύστηµα έχει σταθερή επιτάχυνση g

�

 ως προς το αδρα-
νειακό σύστηµα αναφοράς, εκτελώντας οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση.  
      Έστω r ′

�

 το διάνυσµα θέσης του σωµατιδίου m ως προς την αρχή των συντεταγ-
µένων του συστήµατος αναφοράς που βρίσκεται σε ελεύθερη πτώση. Η επιτάχυνση 
του m ως προς το σύστηµα αυτό ισούται µε  
 

2 2

2 2

d r d r
g

dt dt

′
= −
� �

�

, 

έτσι ώστε  
2 2

2 2

d r d r
g

dt dt

′
= +
� �

�

 . 

 
Συνδυάζοντας την εξίσωση αυτή µε τη σχέση (9), και απαλείφοντας το mg

�

, έχουµε:  
 

           
2

2
( )

d r
m F R

dt

′
′=

�

� �

                                                    (10) 

Παρατηρούµε ότι  
 

το βαρυτικό πεδίο «εξαλείφεται» µέσα σε σύστηµα αναφοράς που βρίσκεται σε 
ελεύθερη πτώση.  

 
      Τώρα, ένα σωµατίδιο m που δεν υπόκειται σε άλλες δυνάµεις πλην της βαρύτητας 
θα βρίσκεται κι αυτό σε ελεύθερη πτώση µε επιτάχυνση g

�

 ως προς το αδρανειακό 
σύστηµα αναφοράς, άρα δεν θα επιταχύνεται ως προς το σύστηµα σε πτώση. Πράγ-

µατι, η σχέση (10) µε ( ) 0F R′ =
� �

 δίνει  

2

2
0

d r

dt

′
=
�

 , 

το οποίο σηµαίνει ότι το σωµατίδιο κινείται οµαλά διαγράφοντας ευθύγραµµη τροχιά 
ως προς το σύστηµα σε πτώση. Συµπεραίνουµε ότι, για έναν παρατηρητή που βρίσκε-
ται µέσα στο σύστηµα αυτό, το σωµατίδιο m είναι «ελεύθερο» σωµατίδιο που κινείται 
µε σταθερή ταχύτητα µέσα σε ένα φαινοµενικά «αδρανειακό» σύστηµα αναφοράς, 
µακριά από οποιοδήποτε πεδίο βαρύτητας.  
      Επί πλέον, µέσα σε σύστηµα αναφοράς σε ελεύθερη πτώση ακόµα και το φως 
διαδίδεται ευθύγραµµα, όπως ακριβώς κάθε σωµατίδιο µε µάζα που βρίσκεται σε ε-
λεύθερη πτώση. (Όπως σηµειώσαµε νωρίτερα, οι συνέπειες της αρχής της ισοδυναµί-
ας επηρεάζουν ακόµα και το φως, δοθέντος ότι αυτό φέρει ενέργεια, άρα αδράνεια, 
άρα δυνητική βαρυτική «µάζα».) Εν τούτοις, η πορεία του φωτός θα είναι καµπυλό-
γραµµη ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς τοποθετηµένο µέσα σε βαρυτικό 
πεδίο. Με άλλα λόγια, ένας αδρανειακός παρατηρητής θα παρατηρήσει καµπύλωση 
της πορείας του φωτός λόγω του βαρυτικού πεδίου (βλ. Παράρτηµα).  
      Όπως προκύπτει από την παραπάνω συζήτηση, όταν εκτελούµε µη-βαρυτικά πει-
ράµατα µέσα σε ένα εργαστήριο δεν είµαστε σε θέση να αποφανθούµε αν το εργα-
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στήριό µας είναι αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µακριά από οποιοδήποτε βαρυτικό 
πεδίο, ή είναι σύστηµα σε ελεύθερη πτώση µέσα σε οµογενές πεδίο βαρύτητας.  
      Γενικότερα, µπορούµε να εξαλείψουµε τοπικά τα αποτελέσµατα της βαρύτητας 
ακόµα και στην περίπτωση που το βαρυτικό πεδίο είναι µη-οµογενές, επιλέγοντας ένα 
σύστηµα αναφοράς σε ελεύθερη πτώση, µε την προϋπόθεση ότι οι διαστάσεις του 
συστήµατος αυτού είναι πολύ µικρές σε σύγκριση µε τη χαρακτηριστική απόσταση 
στην οποία το βαρυτικό πεδίο µεταβάλλεται αισθητά.  
      Γενικεύοντας στη σχετικότητα, µπορούµε να πούµε ότι, ακόµα και µε την παρου-
σία βαρύτητας, είναι δύσκολο να διακρίνουµε τοπικά τον καµπύλο χωροχρόνο από 
τον επίπεδο χώρο Minkowski, ενώ η µαθηµατική έκφραση των φυσικών νόµων είναι 
ίδια µε εκείνη που ισχύει στο πλαίσιο της ειδικής σχετικότητας όπου απουσιάζει η 
βαρύτητα. Έτσι, σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου (ή, σε µία µικρή γειτονιά ενός τέ-
τοιου σηµείου) µπορούµε πάντα να ορίσουµε ένα σύστηµα Λορεντζιανών συντεταγ-
µένων που, από φυσική άποψη, αντιστοιχούν σε ένα σύστηµα αναφοράς σε ελεύθερη 
πτώση. Αυτό το φαινοµενικά αδρανειακό σύστηµα ονοµάζεται τοπικό αδρανειακό 
σύστηµα αναφοράς. Βέβαια, είναι αδύνατο να ορίσουµε ένα παγκόσµιο αδρανειακό 
σύστηµα αναφοράς µε καθολικό σύστηµα συντεταγµένων που να καλύπτει την ολό-
τητα του χωροχρόνου, µε εξαίρεση την (αφύσικη) περίπτωση ενός απόλυτα οµογε-
νούς παγκόσµιου βαρυτικού πεδίου.  
      Ας ανακεφαλαιώσουµε: Με την παρουσία βαρύτητας µπορούµε να ορίσουµε ένα 
τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς σε µία αρκετά µικρή γειτονιά οποιουδήποτε 
χωροχρονικού σηµείου, θεωρώντας ένα σύστηµα (π.χ., ένα εργαστήριο) σε ελεύθερη 
πτώση. Μέσα σε ένα τέτοιο σύστηµα αναφοράς οι µη-βαρυτικοί νόµοι της Φυσικής 
έχουν τη µορφή που ισχύει στην SR (ή στην κλασική Φυσική, στο µη-σχετικιστικό 
όριο). Αυτό αντανακλά το γεγονός ότι ο χωροχρόνος είναι τοπικά επίπεδος, παρόλο 
που σε µεγαλύτερη κλίµακα εµφανίζεται καµπύλος εξαιτίας της βαρύτητας, τα απο-
τελέσµατα της οποίας µπορούν µόνο να εξαλειφθούν τοπικά (σε µία µικρή περιοχή 
του χωροχρόνου όπου το βαρυτικό πεδίο είναι δυνατό να θεωρηθεί σχεδόν σταθερό 
στον χώρο και τον χρόνο).  
 

7.  Τελικές παρατηρήσεις 
 
Ένα (γενικά µη-οµογενές) βαρυτικό πεδίο προσθέτει µία γεωµετρική δοµή στον επί-
πεδο χωροχρόνο της SR, προσδίδοντάς του καµπυλότητα. Ο χωροχρόνος της GR είναι 
έτσι ένας γνήσιος χώρος Riemann [8] του οποίου τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά εξαρ-
τώνται από την κατανοµή της µάζας και της ενέργειας στον χώρο και τον χρόνο.  
      ∆οθέντος ότι παγκόσµιες Λορεντζιανές συντεταγµένες µε καθολικά σταθερή µε-
τρική ηµν δεν είναι δυνατό να οριστούν σε καµπύλο χωροχρόνο, στην GR θα πρέπει 

να χρησιµοποιήσουµε γενικές χωροχρονικές συντεταγµένες xµ  καθώς και µία αντί-

στοιχη µη-σταθερή µετρική ( )g xλµν  που είναι αδύνατο να αναχθεί παντού στη µορ-

φή ηµν µε οποιονδήποτε µετασχηµατισµό συντεταγµένων, παρά µόνο σε συγκεκριµέ-
νο χωροχρονικό σηµείο (ή, στην καλύτερη περίπτωση, σε µία µικρή γειτονιά ενός τέ-
τοιου σηµείου).  
      Επί πλέον, οι γραµµικοί µετασχηµατισµοί Lorentz της SR, οι οποίοι συνδέουν µε-
ταξύ τους διαφορετικά Λορεντζιανά συστήµατα συντεταγµένων που αντιστοιχούν σε 
γνήσια αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, θα πρέπει να αντικατασταθούν µε γενι-

κούς, µη-γραµµικούς µετασχηµατισµούς των xµ . Κατά συνέπεια, το αναλλοίωτο 
Lorentz των φυσικών νόµων, το οποίο ισχύει στον απαλλαγµένο από βαρύτητα επίπε-
δο χωροχρόνο της SR, θα πρέπει να γενικευθεί σε γενικό αναλλοίωτο κάτω από τους 
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µη-γραµµικούς µετασχηµατισµούς συντεταγµένων της GR. Για να το επιτύχουµε αυ-
τό, οι εξισώσεις που εκφράζουν φυσικούς νόµους θα πρέπει να ξαναγραφούν σε µορ-
φές συµβατές µε την απαίτηση για αυτό το γενικότερο αναλλοίωτο [8].  
      Η ύπαρξη τοπικών αδρανειακών συστηµάτων αναφοράς, τα οποία αντιστοιχούν σε 
τοπικές Λορεντζιανές συντεταγµένες, είναι δείγµα της τοπικής επιπεδότητας του κα-
µπύλου χωροχρόνου Riemann. Στην ειδική περίπτωση όπου υπάρχει ένας καθολικός 
µετασχηµατισµός από γενικές χωροχρονικές συντεταγµένες µε µη-σταθερή µετρική, 
σε Λορεντζιανές συντεταγµένες µε µετρική ηµν , ο χωροχρόνος είναι επίπεδος και η 
βαρύτητα είναι απούσα. Οι γενικές συντεταγµένες τότε αντιστοιχούν απλά σε ένα σύ-
στηµα αναφοράς που επιταχύνεται ως προς τα αδρανειακά συστήµατα της SR.  
      Τέλος, η καµπυλότητα, άρα η γεωµετρία, του χωροχρόνου προσδιορίζεται από 

την γενική µετρική ( )g xλµν  και εξαρτάται από την κατανοµή της µάζας και της ε-

νέργειας στον χώρο και τον χρόνο. Η σχέση που συνδέει αυτή την κατανοµή µε την 
χωροχρονική γεωµετρία εκφράζεται µαθηµατικά µε τις πεδιακές εξισώσεις του Ein-
stein (βλ., π.χ., [3,8]), οι οποίες αποτελούν σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις 

συνιστώσες του µετρικού τανυστή ( )g xλµν .  
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Παράρτηµα 
 
Α.  Γεωµετρία κοσµικών γραµµών  
 
Χάριν απλότητας, θα µελετήσουµε το πρόβληµα στο πλαίσιο της κλασικής Νευτώ-
νειας µηχανικής και της Γαλιλαϊκής σχετικότητας. Έτσι, ο «χωροχρόνος» θα είναι 
Νευτώνειος, όπου ο χρόνος είναι απόλυτος (ανεξάρτητος του συστήµατος αναφοράς). 
Τα γενικά συµπεράσµατά µας, όµως, θα ισχύουν και στην περίπτωση της SR (µε ανα-
γκαίες τροποποιήσεις σε ό,τι αφορά τη σχετικότητα του χρόνου).  

      Πρόταση: Η κοσµική γραµµή ενός ελεύθερου σωµατιδίου σε ένα χωροχρονικό 
διάγραµµα, καθώς και η τροχιά του σωµατιδίου στον τρισδιάστατο χώρο, είναι ευθεί-
ες γραµµές σε ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς.  

      Απόδειξη: Θεωρούµε, χάριν απλότητας, ότι η κίνηση του ελεύθερου σωµατιδίου 
περιορίζεται στο επίπεδο xy (z=0). Ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς το 
σωµατίδιο κινείται µε σταθερή ταχύτητα. Οι εξισώσεις κίνησης, έτσι, είναι γραµµικές 
ως προς τον χρόνο, της µορφής  
 

                  x =  α t + β ,     y =  γ t + δ                                            (A.1) 
 
µε σταθερά  α, β. Οι σχέσεις (A.1) περιγράφουν µία ευθεία κοσµική γραµµή σε ένα 
χωροχρονικό διάγραµµα. Για να βρούµε την εξίσωση της τροχιάς, απαλείφουµε το t 
µεταξύ των δύο εξισώσεων (A.1). Το αποτέλεσµα είναι  
 

y =  κ x + λ    όπου    κ =  γ/α ,  λ =  δ – βγ/α , 
 
πράγµα το οποίο περιγράφει µία ευθύγραµµη διαδροµή στο επίπεδο xy.  
 

x

y

O
O′

x′

y′

z′z

.V const=
Vt

 
Σχήµα 1 

 
      Έστω O η αρχή των συντεταγµένων του αδρανειακού συστήµατος αναφοράς µέ-
σα στο οποίο ισχύουν οι εξισώσεις κίνησης (A.1). Θεωρούµε και ένα δεύτερο αδρα-
νειακό σύστηµα µε αρχή το O΄, οι άξονες του οποίου συστήµατος είναι παράλληλοι 
µε εκείνους του συστήµατος O (Σχήµα 1). Οι άξονες των δύο συστηµάτων συµπί-
πτουν τη χρονική στιγµή t=0, ενώ για t >0 το σύστηµα O΄ κινείται µε σταθερή ταχύ-
τητα V ως προς το O κατά µήκος του κοινού άξονα x των δύο συστηµάτων. Οι µετα-
σχηµατισµοί συντεταγµένων που συνδέουν τα δύο συστήµατα είναι  
 

         x΄ = x – Vt ,   y΄ = y ,   t΄ = t    ⇔   x = x΄ +  Vt́  ,   y = y΄ ,   t = t΄           (Α.2) 
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      Για να βρούµε τις εξισώσεις κίνησης του ελεύθερου σωµατιδίου ως προς το σύ-
στηµα O΄, αντικαθιστούµε τα x, y και t από τις σχέσεις (A.2) στις σχέσεις (A.1):  
 

x΄ =  (α–V ) t΄ + β ,     y΄ =  γ t΄ + δ , 
 
οι οποίες είναι γραµµικές εξισώσεις ως προς t΄. Απαλείφοντας το t΄ µπορούµε να 
βρούµε την εξίσωση της τροχιάς στο επίπεδο x΄y΄, που είναι και πάλι της µορφής  y΄ =  

κ x΄ + λ . Συµπεραίνουµε ότι µία ευθύγραµµη διαδροµή στο σύστηµα O µετασχηµατί-
ζεται σε ευθύγραµµη διαδροµή στο σύστηµα O΄, όταν και τα δύο αυτά συστήµατα 
είναι αδρανειακά.  
 

x

y

O
O′

x′

y′

z′z

.a const=
2

2

at

 
Σχήµα 2 

 
      Θεωρούµε τώρα την περίπτωση όπου το σύστηµα O΄ επιταχύνεται στη διεύθυνση 
του άξονα x ως προς το αδρανειακό σύστηµα O, µε σταθερή επιτάχυνση a (Σχήµα 2). 
Υποθέτουµε ότι η αρχική ταχύτητα του O΄ ως προς το O, τη χρονική στιγµή t=0 στην 
οποία τα O και O΄ συµπίπτουν, είναι µηδέν. Οι µετασχηµατισµοί συντεταγµένων α-
νάµεσα στα δύο συστήµατα είναι  
 

      x΄ = x – a t 2/2 ,   y΄ = y ,   t΄ = t    ⇔   x = x΄ +  a t΄ 2/2 ,   y = y΄ ,   t = t΄         (A.3) 
 
Οι εξισώσεις κίνησης του ελεύθερου σωµατιδίου ως προς το µη-αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς O΄ βρίσκονται µε αντικατάσταση των x, y και t από τις (A.3) στις (A.1):  
 

x΄ =  – a t΄ 2/2 + α t΄ + β ,     y΄ =  γ t΄ + δ . 
 
Απαλείφοντας το t΄ µπορούµε να βρούµε την εξίσωση της τροχιάς του ελεύθερου 
σωµατιδίου στο επίπεδο x΄y΄, που είναι εξίσωση παραβολής:  
 

x΄ =  κ y΄ 2 + λ y΄ + µ . 
 
      Συµπέρασµα: Μία διαδροµή ευθύγραµµη ως προς αδρανειακό σύστηµα αναφοράς 
φαίνεται καµπυλόγραµµη σε µη-αδρανειακό σύστηµα. Ισοδύναµα, µία ευθύγραµµη 
διαδροµή ως προς ένα µη-αδρανειακό σύστηµα αναφοράς φαίνεται καµπυλόγραµµη 
σε ένα αδρανειακό σύστηµα.  

      Οι παραπάνω παρατηρήσεις βοηθούν στην εξήγηση του φαινοµένου της καµπύ-
λωσης του φωτός λόγω της βαρύτητας.  
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Β.  Καµπύλωση του φωτός από τη βαρύτητα  
 
Μπορούµε να ερµηνεύσουµε το φαινόµενο µε δύο τρόπους.  

      1. Η εξήγηση των Ellis & Williams [6]:  

      Σε ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µακριά από τη βαρύτητα το φως διαδίδεται 
ευθύγραµµα. Λόγω της αρχής της ισοδυναµίας, το ίδιο θα πρέπει να ισχύει σε ένα 
σύστηµα αναφοράς που βρίσκεται σε ελεύθερη πτώση µέσα σε πεδίο βαρύτητας. 
Πράγµατι, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, επειδή το φως φέρει ενέργεια θα φέρει και α-
δράνεια, άρα θα έχει µία δυνητική «βαρυτική µάζα». Το φως έτσι θα επηρεάζεται από 
τη βαρύτητα µε τον ίδιο τρόπο που επηρεάζεται ένα οποιοδήποτε σωµατίδιο µε µάζα. 
Τώρα, όπως είδαµε στην Παρ. 6, κάθε φυσική ποσότητα (ακόµα και το ίδιο το φως) 
που υπόκειται µόνο στην επίδραση της βαρύτητας φαίνεται να ακολουθεί ευθύγραµ-
µη πορεία µέσα σε εργαστήριο που βρίσκεται σε ελεύθερη πτώση.  
      Από την άλλη µεριά, µία διαδροµή που µοιάζει ευθύγραµµη στο εργαστήριο που 
είναι σε πτώση θα φαίνεται καµπυλόγραµµη σε έναν αδρανειακό παρατηρητή που 
βρίσκεται µέσα σε βαρυτικό πεδίο (δηλαδή, κάποιον που µένει ακίνητος αντί να είναι 
σε ελεύθερη πτώση). Έτσι, ο ακίνητος παρατηρητής (π.χ., κάποιος πάνω στην επιφά-
νεια της Γης) θα συµπεράνει ότι το πεδίο βαρύτητας προκαλεί καµπύλωση της πορεί-
ας του φωτός.  

      2. Η εξήγηση του Susskind [9]:  

      Όπως προαναφέραµε, το φως διαδίδεται ευθύγραµµα σε ένα αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς µακριά από τη βαρύτητα. Όµως, η πορεία του φωτός θα φαίνεται καµπυλό-
γραµµη σε ένα επιταχυνόµενο σύστηµα. Από την άλλη µεριά, ένα επιταχυνόµενο σύ-
στηµα αναφοράς έξω από τη βαρύτητα είναι τοπικά ισοδύναµο µε αδρανειακό σύ-
στηµα τοποθετηµένο µέσα σε βαρυτικό πεδίο (βλ. Παρ. 3). Συνεπώς, ο παρατηρητής 
στο αδρανειακό σύστηµα θα συµπεράνει ότι το βαρυτικό πεδίο καµπυλώνει τη δια-
δροµή του φωτός.  
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