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Κώστας Παπαχρήστου 

Σχολή Ναυτικών ∆οκίµων 
 

Αποδεικνύεται ότι, από όλες τις δυνατές κινήσεις στον χωροχρόνο, οι αδρανειακές 
κινήσεις είναι αυτές που χαρακτηρίζονται από µέγιστο ίδιο χρόνο. Με βάση αυτή την 
παρατήρηση µπορούµε να επιλύσουµε το λεγόµενο «παράδοξο των διδύµων» στη 
Σχετικότητα.  

 
1.  Εισαγωγή 

 
Το «παράδοξο των διδύµων» αποτελεί τυπικό παράδειγµα σε πανεπιστηµιακά συγ-
γράµµατα Ειδικής Σχετικότητας (σχετικότητας σε επίπεδο χωροχρόνο [1-4]). Είναι 
ίσως η πιο εντυπωσιακή περίπτωση ασυµµετρίας ανάµεσα στα αδρανειακά και τα µη-
αδρανειακά συστήµατα αναφοράς.  
      Η ιστορία είναι γνωστή: Ο αδελφός µένει σπίτι, ενώ η δίδυµη αδελφή του κάνει 
ένα ταξίδι µετ’ επιστροφής µε πολύ υψηλές ταχύτητες. Όταν η αδελφή επιστρέφει στο 
σπίτι, διαπιστώνει ότι ο αδελφός της έχει µεγαλώσει ηλικιακά περισσότερο από εκεί-
νη. Ο αδελφός µπορεί να καταλάβει τον λόγο για τον οποίο συνέβη αυτό: όσο εκείνη 
βρισκόταν σε κίνηση ως προς αυτόν, το ρολόι της δούλευε πιο αργά σε σχέση µε το 
δικό του. Όµως, από τη σκοπιά της αδελφής του, ήταν εκείνος που κινούνταν ως προς 
αυτήν. ∆εν είναι, λοιπόν, εκείνη που θα έπρεπε να είχε µεγαλώσει περισσότερο;  
      Το κλειδί για να επιλύσουµε το παράδοξο είναι να λάβουµε υπόψη ότι η συµµε-
τρία (αµοιβαιότητα) στο φαινόµενο της διαστολής του χρόνου ισχύει µόνο µεταξύ 
αδρανειακών παρατηρητών. Και, ενώ ο αδελφός είναι ένας τέτοιος παρατηρητής, η 
αδελφή του δεν είναι, αφού υπέστη διάφορες επιταχύνσεις προκειµένου να εκτελέσει 
ταξίδι µετ’ επιστροφής. Έτσι, ο αδελφός είναι ο µόνος που είναι σε θέση να αναλύσει 
µε σωστό τρόπο το φαινόµενο.  
      Η λύση του παράδοξου των διδύµων εµπλέκει την έννοια του ίδιου χρόνου, µιας 
φυσικής ποσότητας που µένει αµετάβλητη κάτω από µετασχηµατισµούς Lorentz (εί-
ναι Λορεντζιανά αµετάβλητη) και αντιπροσωπεύει τον χρόνο που µετρά ένα ρολόι κα-
τά µήκος της ίδιας του της κοσµικής γραµµής (χωροχρονικής τροχιάς). Όπως θα δεί-
ξουµε, ανάµεσα σε όλες τις δυνατές τροχιές που συνδέουν δύο δοσµένα σηµεία (γε-
γονότα) στον χωροχρόνο, οι αδρανειακές κινήσεις είναι εκείνες που έχουν µέγιστο 
ίδιο χρόνο. Είναι έτσι το ρολόι του ακίνητου αδελφού εκείνο που θα δείξει το µακρύ-
τερο χρονικό διάστηµα.  
 

2.  Ίδιος χρόνος και διαστολή του χρόνου 
 
Θεωρούµε έναν τετραδιάστατο επίπεδο χωροχρόνο. Καλούµε  x µ  ≡ (x0, x1, x2, x3) ≡ 
(ct, x, y, z)  τις χωροχρονικές συντεταγµένες στο σύστηµα αναφοράς S ενός αδρανεια-
κού παρατηρητή (όπου c η ταχύτητα του φωτός στο κενό), και έστω  x µ ΄ ≡ (ct́ , x΄, y΄, 
ź  )  οι συντεταγµένες στο σύστηµα Ś  κάποιου άλλου αδρανειακού παρατηρητή (θυ-
µίζουµε ότι η ταχύτητα του φωτός είναι ανεξάρτητη του συστήµατος αναφοράς). 
Σύµφωνα µε την Ειδική Σχετικότητα [5] τα δύο συστήµατα χωροχρονικών συντεταγ-
µένων συνδέονται µεταξύ τους µε γραµµικό µετασχηµατισµό Lorentz, της µορφής  
 
                                                 
1 Μετάφραση από το  https://arxiv.org/abs/2603.04574  (Παράρτηµα 1).  
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                x µ
΄ =  Λµ

ν  x 
ν                                                       (1) 

 
(χρησιµοποιούµε τη γνωστή αθροιστική σύµβαση για επαναλαµβανόµενους πάνω και 
κάτω δείκτες) όπου ο σταθερός (4×4) πίνακας Λ ≡ [Λµ

ν] ( µ, ν=0,1,2,3) ικανοποιεί την 
εξίσωση  
 

       Λt
 g Λ = g    ⇔    Λµ

λ  gµν Λ
ν
ρ  = gλρ                                       (2) 

για  

               

1 0 0 0

0 1 0 0
[ ] (1, 1, 1, 1)

0 0 1 0

0 0 0 1

g g diagµν

 
 − ≡ = = − − −
 −
 

− 

                           (3) 

 
Επί πλέον, ο πίνακας Λ υπόκειται στους περιορισµούς  
 

              det Λ= +1 ,   Λ0
0  ≥ 1                                                 (4)             

 
Σε όρους θεωρίας οµάδων, ο Λ ανήκει στην περιορισµένη οµάδα Lorentz SO(3,1)↑.  

      ∆ιαφορίζοντας την (1) παίρνουµε τον απειροστό µετασχηµατισµό Lorentz  
 

              dx µ
΄ =  Λµ

ν  dx 
ν                                                     (5) 

 
(για σταθερά Λµ

ν). Ορίζουµε το απειροστό χωροχρονικό διάστηµα  
 
                     ds 

2
 = gµν dx µ

 dx 
ν = (dx 0

 ) 
2 – (dx 1

 ) 
2 – (dx 2

 ) 
2 – (dx 3

 ) 
2  

                                       = c 
2 dt 2 – dx 

2 – dy 
2 – dz 

2                                              (6) 
 
Όπως αποδεικνύεται, το ds 

2 είναι Λορεντζιανά αµετάβλητο, δηλαδή, είναι ποσότητα 
αµετάβλητη κάτω από τον µετασχηµατισµό (1). Αυτό σηµαίνει ότι  
 

         ds 
2

 = gµν dx µ
 dx 

ν = gµν dx µ΄ dx 
ν
΄                                        (7) 

 
και, αναλυτικά,  
 

c 
2 dt 2 – dx 

2 – dy 
2 – dz 

2 = c 
2 (dt́  ) 

2 – (dx́  ) 
2 – (dý  ) 

2 – (dź  ) 
2 . 

 
Προσέξτε ότι το ds 

2 µπορεί να είναι θετικό, αρνητικό ή µηδέν. Ειδικά, η Λορεντζιανή 
αµεταβλητότητα της σχέσης ds 

2 = 0, για µία στοιχειώδη µετατόπιση κατά µήκος της 
κοσµικής γραµµής (χωροχρονικής τροχιάς) µιας φωτεινής ακτίνας, ισοδυναµεί µε την 
αµεταβλητότητα της ταχύτητας c του φωτός όταν περνάµε από ένα αδρανειακό σύ-
στηµα αναφοράς σε ένα άλλο.  
      Αν  ds 

2 > 0 (χρονοειδές χωροχρονικό διάστηµα ) τότε το ds =  (ds 
2

 )1/2 µπορεί να πα-
ριστά στοιχείο χωροχρονικής απόστασης κατά µήκος της κοσµικής γραµµής ενός 
σωµατιδίου µε µάζα, σύµφωνα µε έναν αδρανειακό παρατηρητή που χρησιµοποιεί 
σύστηµα αναφοράς S µε συντεταγµένες x µ  ή (x, y, z, t). Η κοσµική γραµµή δεν είναι 
απαραίτητο να είναι ευθεία, πράγµα που σηµαίνει ότι το σωµατίδιο είναι δυνατό να 
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εκτελεί επιταχυνόµενη κίνηση ως προς το σύστηµα S. Ορίζουµε την Λορεντζιανά α-
µετάβλητη ποσότητα  dτ  [ίδιος χρόνος (proper-time interval )] µε τη σχέση  
 

          dτ = ds / c   ⇔   ds = c dτ                                            (8) 
 
Ο ίδιος χρόνος παριστά τον χρόνο που µετρά ένα ρολόι που κινείται µαζί µε το σωµα-
τίδιο (άρα κινείται κατά µήκος της κοσµικής γραµµής του σωµατιδίου, ενώ είναι ακί-
νητο ως προς το σωµατίδιο). Ας το εξηγήσουµε:  
      Σύµφωνα µε το σύστηµα S, η κοινή ταχύτητα του σωµατιδίου και του ρολογιού 
που κινείται µαζί µε αυτό είναι, κατά µέτρο,  
 

u = d l  /dt =  (dx2 +dy2 +dz2
 )1/2 / dt 

 
όπου dl το µήκος µίας στοιχειώδους µετατόπισης κατά µήκος της χωρικής τροχιάς 
του σωµατιδίου. Από τη σχέση (6) έχουµε ότι  ds 

2
 =  c 

2 dt 2 – d l  2. Λαµβάνοντας υπόψη 
ότι  d l  =  u dt ,  γράφουµε:  
 

ds 
2
 = (c 

2 – u2
 ) dt 2  ⇒  ds = (c 

2 – u2
 )1/2

 dt . 
 
Από την (8) τότε έχουµε:  
 

     

1/ 2 1/ 22 2

2 2
1 1 ( )

u u
d dt dt d u d

c c
τ τ γ τ

−
   

= − ⇔ = − ≡   
   

                        (9) 

 
όπου  γ (u) =  (1 – u2/c2

 ) –1/2
 .  

      Η σχέση (9) ισχύει για ένα σύστηµα αναφοράς S ως προς το οποίο το σωµατίδιο 
και το σχετικό ρολόι κινούνται µε ταχύτητα u. Επειδή το dτ είναι Λορεντζιανά αµε-
τάβλητο, η τιµή του είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του συστήµατος S. Θεωρούµε 
τώρα ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα Ś  ως προς το οποίο το σωµατίδιο και το ρολόι 
είναι στιγµιαία ακίνητα (προφανώς, χρειάζεται ένας άπειρος αριθµός τέτοιων συστη-
µάτων, ένα για κάθε στιγµιαία θέση του ρολογιού). Τότε, u΄=0, γ (u΄ )=1, και από την 
(9) έχουµε ότι  dt́ =  γ (u΄ ) dτ =  dτ . Συµπέρασµα:  
 

Στο σύστηµα αναφοράς του σωµατιδίου, και άρα του ρολογιού που κινείται µαζί 
µε το σωµατίδιο, ο ίδιος χρόνος dτ είναι το χρονικό διάστηµα που µετράει αυτό 
ειδικά το ρολόι. Έτσι, ίδιος χρόνος είναι ο χρόνος που µετράται κατά µήκος της 
χωροχρονικής τροχιάς (κοσµικής γραµµής) του ίδιου του σωµατιδίου.  

 
Για κάθε άλλο σύστηµα αναφοράς S, ως προς το οποίο u≠0, ισχύει ότι γ (u)>1 και άρα 
dt >dτ, έτσι ώστε  dt > dt́ . Αυτό εκφράζει το γνωστό σχετικιστικό φαινόµενο της δια-
στολής του χρόνου.  
      Προσέξτε ιδιαίτερα ότι, ενώ το χρονικό διάστηµα dt εξαρτάται από την επιλογή 
του συστήµατος αναφοράς S, ο ίδιος χρόνος dτ είναι, από τον ίδιο τον ορισµό του 
[σχέση (8)], µία ποσότητα ανεξάρτητη του συστήµατος αναφοράς! Επίσης, το dτ πα-
ριστά καθαρά χρονικό διάστηµα µόνο στο σύστηµα αναφοράς (σύστηµα ηρεµίας) του 
ίδιου του σωµατιδίου, ενώ είναι χωροχρονικό διάστηµα σε οποιοδήποτε άλλο σύστη-
µα ως προς το οποίο το σωµατίδιο βρίσκεται σε κίνηση.  
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3.  Χρονική µέτρηση κατά µήκος κοσµικών γραµµών και µέγιστος ίδιος χρόνος 
 
Για να απλουστεύσουµε την ανάλυσή µας, θεωρούµε χωροχρόνο δύο διαστάσεων και 
αδρανειακό παρατηρητή που χρησιµοποιεί σύστηµα αναφοράς S µε χωροχρονικές 
συντεταγµένες (x, t) (υποθέτουµε έτσι ότι y=z=0). Ο παρατηρητής παρατηρεί δύο ρο-
λόγια, (1) και (2), τα οποία κινούνται κατά µήκος του άξονα x του συστήµατός του, 
και σχεδιάζει τις κοσµικές γραµµές τους όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.  
 

x
O

t

•

•
(1)

(2)

A

B

Ax Bx

At

Bt

 
Σχήµα 1 

 
      Τα ρολόγια αρχίζουν να κινούνται την ίδια χρονική στιγµή tA από το ίδιο σηµείο 
xA του άξονα x, και συναντούνται και πάλι τη χρονική στιγµή tB στο σηµείο xB . Έτσι, 
οι κοσµικές γραµµές και των δύο ρολογιών συνδέουν το χωροχρονικό σηµείο (γεγο-
νός) A µε το χωροχρονικό σηµείο B. Το ρολόι (1) κινείται αδρανειακά, αφού η κοσµι-
κή γραµµή του είναι ευθεία, ενώ η κίνηση του ρολογιού (2) είναι επιταχυνόµενη, όπως 
φανερώνει η καµπύλη µορφή της αντίστοιχης κοσµικής γραµµής. Σε ό,τι αφορά την 
καµπύλη κοσµική γραµµή (2), µπορούµε να φανταστούµε ότι την χωρίζουµε σε ένα 
άπειρο πλήθος απειροστών ευθύγραµµων τµηµάτων, κατά µήκος καθενός εκ των ο-
ποίων η κίνηση του ρολογιού µπορεί να θεωρείται αδρανειακή. Κάθε απειροστό τµή-
µα της καµπύλης σχετίζεται µε ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, ως προς 
το οποίο το ρολόι είναι στιγµιαία ακίνητο.  
      ∆οθέντος ότι οι κοσµικές γραµµές (1) και (2) περιγράφουν πραγµατικές κινήσεις 
µε ταχύτητες µικρότερες από την ταχύτητα c του φωτός, όλα τα στοιχειώδη χωροχρο-
νικά διαστήµατα κατά µήκος αυτών των γραµµών θα πρέπει να είναι χρονοειδή [5]:  

ds 
2
 = c 

2 dt 2 – dx 
2 > 0   ⇒   ds = (ds 

2 )1/2 ∈R . 

Επί πλέον, ds = c dτ ⇒ dτ =  ds / c , όπου  dτ  ο ίδιος χρόνος του θεωρούµενου τµήµατος 
της κοσµικής γραµµής, ίσος µε τον χρόνο που µετρά ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς ως προς το οποίο το αντίστοιχο ρολόι είναι στιγµιαία ακίνητο. Άρα, το 
χρονικό διάστηµα dτ που µετράται στο σύστηµα αναφοράς αυτού του ρολογιού θα 
είναι ίσο µε το χωροχρονικό διάστηµα  ds / c  που µετράται στο σύστηµα S του παρα-
τηρητή ως προς τον οποίο τα δύο ρολόγια βρίσκονται σε κίνηση.  
      Σύµφωνα µε το καθένα από τα δύο ρολόγια, ο συνολικός χρόνος που µεσολαβεί 
ανάµεσα στα γεγονότα A και B δίνεται από το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα  
 

        2 2 2 1/ 2(1/ ) (1/ ) ( )
B B B

A A A
d c ds c c dt dxτ τ= = = −∫ ∫ ∫                         (10) 
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(το οποίο είναι Λορεντζιανά αµετάβλητη ποσότητα, αφού το dτ είναι ανεξάρτητο του 
συστήµατος αναφοράς). Βέβαια, η τιµή του ολοκληρώµατος (10) εξαρτάται από την 
χωροχρονική διαδροµή από το A στο B και θα είναι διαφορετική για τις κοσµικές 
γραµµές (1) και (2). Όπως µπορεί να αποδειχθεί (βλ. Παράρτηµα), ανάµεσα σε όλες 
τις δυνατές (χρονοειδείς) κοσµικές γραµµές που συνδέουν τα A και B, η µοναδική ευ-
θύγραµµη διαδροµή (1) που περιγράφει την αδρανειακή κίνηση του σχετιζόµενου ρο-
λογιού αντιστοιχεί σε µέγιστο ίδιο χρόνο τ. Συνεπώς, το αδρανειακό ρολόι (1) θα µε-
τρήσει τον µεγαλύτερο χρόνο.  
      Τώρα, σύµφωνα µε τον παρατηρητή που χρησιµοποιεί το σύστηµα S µε συντε-
ταγµένες (x, t), η χρονική απόσταση ανάµεσα στα γεγονότα A και B είναι ∆t =  tB – tA . 
Λόγω του φαινοµένου της διαστολής του χρόνου, αυτό το χρονικό διάστηµα φαίνεται 
µεγαλύτερο από τον ίδιο χρόνο  τ  που µετρά το αδρανειακό ρολόι (1):  ∆t > τ .  
 

A

B

x′

t′

•

•At ′

Bt ′

 
Σχήµα 2 

 
      Ένα ειδικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς είναι το σύστηµα αναφοράς του ίδιου 
του ρολογιού (1). Έστω Ś  το σύστηµα αυτό, µε χωροχρονικές συντεταγµένες (x΄, t΄ ) 
(βλ. Σχήµα 2). ∆οθέντος ότι το ρολόι είναι στάσιµο στο Ś , η κοσµική γραµµή του σε 
αυτό το σύστηµα θα αντιστοιχεί σε  x΄=σταθερό (π.χ.,  x΄=0). Σε αυτή την περίπτωση, 
ο ίδιος χρόνος τ που µετρά το ρολόι ισούται µε τη χρονική διαφορά ∆t΄ =  tB΄ – tA΄ . ∆η-
λαδή,  ∆t΄ =  τ . Ισχύει βέβαια πάντοτε ότι  ∆t΄ < ∆t , όπου ∆t το χρονικό διάστηµα ως 
προς το σύστηµα αναφοράς που παρίσταται στο Σχήµα 1.  
 

4.  Το παράδοξο των διδύµων 
 
Ερχόµαστε τώρα στο «παράδοξο»: Ο John και η Mary είναι δίδυµα αδέλφια. Ενώ ο 
John µένει σπίτι, η αδελφή του κάνει ένα ταξίδι µετ’ επιστροφής, κινούµενη µε πολύ 
µεγάλες ταχύτητες (!). Όταν η Mary επιστρέφει στο σπίτι, ανακαλύπτει ότι ο John έχει 
µεγαλώσει ηλικιακά περισσότερο απ’ όσο εκείνη.  
      Προσέξτε ότι ο John και η Mary δεν είναι ισοδύναµοι παρατηρητές, δεδοµένου ότι 
ο John είναι αδρανειακός παρατηρητής ενώ η Mary δεν είναι (λόγω των διάφορων 
επιταχύνσεων που θα έπρεπε να υποστεί σε ένα ταξίδι µετ’ επιστροφής). Έτσι, η κο-
σµική γραµµή του John σε ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς θα είναι ευθεία, ενώ 
εκείνη της Mary θα είναι καµπυλόγραµµη. Για να απλουστεύσουµε τα πράγµατα, επι-
λέγουµε αυτό το αδρανειακό σύστηµα να είναι το σύστηµα ηρεµίας του ίδιου του 
John, µε συντεταγµένες (x, y, z, t), και υποθέτουµε ότι το ταξίδι της Mary γίνεται κατά 
µήκος του άξονα x. Άρα, στην ουσία, έχουµε να κάνουµε µε χωροχρόνο δύο διαστά-
σεων µε συντεταγµένες (x, t). Καλούµε (1) και (2) τις κοσµικές γραµµές του John και 
της Mary, αντίστοιχα (βλ. Σχήµα 3).  
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x
O

t

(1) (2)

•

•

 
Σχήµα 3 

 
      Έστω τ1 και τ2 οι ίδιοι χρόνοι κατά µήκος των κοσµικών γραµµών (1) και (2), ίσοι 
µε τα χρονικά διαστήµατα που µετρούν τα ρολόγια του John και της Mary, αντίστοι-
χα, κατά τη διάρκεια του ταξιδιού της Mary. Σύµφωνα µε τη συζήτηση στην Παρ. 3, 
ο µεγαλύτερος ίδιος χρόνος αντιστοιχεί στο ρολόι που εκτελεί αδρανειακή κίνηση, το 
οποίο στην προκειµένη περίπτωση είναι το στάσιµο ρολόι του John. Άρα τ1 > τ2 , 
πράγµα που σηµαίνει ότι ο John θα καταγράψει µεγαλύτερο χρονικό διάστηµα. Έτσι, 
ο John θα είναι µεγαλύτερος από την Mary όταν εκείνη επιστρέψει στο σπίτι.  
      Θα µπορούσε τώρα κάποιος να πει ότι, από την οπτική γωνία της Mary, ήταν ο 
John εκείνος που εκτέλεσε ταξίδι µετ’ επιστροφής, ενώ εκείνη έµεινε στάσιµη. Γιατί 
τότε δεν ήταν εκείνη που µεγάλωσε περισσότερο κατά τη διάρκεια του «ταξιδιού 
του»;  
      Η απάντηση είναι ότι η προηγούµενη ανάλυση ισχύει µόνο σε σχέση µε ένα α-
δρανειακό σύστηµα αναφοράς, όπως αυτό του John. Μία ανάλογη ανάλυση του φαι-
νοµένου από το σύστηµα ηρεµίας της Mary δεν θα ήταν σωστή, δοθέντος ότι η Mary 
δεν είναι αδρανειακός παρατηρητής. Έτσι, το «συµπέρασµά» της ότι θα έπρεπε να 
είναι εκείνη η µεγαλύτερη θα ήταν απλά λανθασµένο! (Βλ. [2] για µία αναλυτικότερη 
συζήτηση.)  
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Παράρτηµα 
 
Θεωρούµε επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της µορφής  
 

          
2

1

[ ( ), ( ), ]
t

t
Q f x t x t t dt′= ∫                                           (A.1) 

 
όπου  f  δοσµένη συνάρτηση των µεταβλητών που υποδεικνύονται (µε x΄=dx/dt) και 
όπου x(t) µία καµπύλη που ενώνει δύο σηµεία (x1 , t1) και (x2 , t2) στο επίπεδο (x, t). 
Έτσι,  

        x (t1) = x1 ,     x (t2) = x2                                             (A.2) 
 
Ζητούµε καµπύλη x(t) τέτοια ώστε η τιµή του ολοκληρώµατος Q να είναι ένα ακρό-
τατο (το οποίο µπορεί να είναι µέγιστο ή ελάχιστο). Όπως αποδεικνύεται (βλ., π.χ., 
[6]) η ειδική αυτή συνάρτηση x(t) ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση Euler-Lagrange  
 

         0
f d f

x dt x

∂ ∂
− =

′∂ ∂
                                                  (A.3) 

µε αρχική συνθήκη την (A.2).  
      Ας πάµε πίσω στο επικαµπύλιο ολοκλήρωµα (10), το οποίο εκφράζει τον ίδιο 
χρόνο κατά µήκος της κοσµικής γραµµής ενός σωµατιδίου ή ενός ρολογιού σε χωρο-
χρόνο δύο διαστάσεων:  

2 2 2 1/ 2(1/ ) ( )
B

A
c c dt dxτ = −∫  

 
όπου  c 

2 dt 2 – dx 
2 > 0  (χρονοειδές διάστηµα) και όπου τα A και B είναι σταθερά χω-

ροχρονικά σηµεία (γεγονότα). Έχουµε:  
 

(c 
2 dt 2 – dx 

2
 )1/2 = (c2 – x΄ 2 )1/2 dt . 

Έτσι,  

                     2 2 1/ 2(1/ ) ( )
B

A

t

t
c c x dtτ ′= −∫                                         (A.4) 

 
Ζητούµε την χωροχρονική καµπύλη x(t) για την οποία το ολοκλήρωµα στην (A.4) 
αποκτά ακρότατη τιµή. Προς τον σκοπό αυτό, καλούµε  

(c2 – x΄ 2 )1/2 ≡  f  (x, x΄, t) 

και απαιτούµε να ικανοποιείται η διαφορική εξίσωση (A.3). Επειδή  

2 2 1/ 2
0 ,

( )

f f x

x x c x

′∂ ∂
= = −

′ ′∂ ∂ −
 , 

από την (A.3) έχουµε ότι  

2 2 2 2
2 2 1/ 2

. . ( ) .
( )

x
x c x x

c x
σταθ σταθ σταθ

′
′ ′ ′= ⇒ = − ⇒ =

′−
 

και άρα  x΄ (t) = σταθ.  ∆ηλαδή, η  x(t)  είναι γραµµική συνάρτηση:  x(t) = κ t +  λ .  
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      Γεωµετρικά, η συνάρτηση αυτή εκφράζει µία ευθεία κοσµική γραµµή στο επίπεδο 
(x, t) και αντιστοιχεί σε αδρανειακή κίνηση από το A στο B. Αυτή η κίνηση, έτσι, α-
ντιστοιχεί σε ένα ακρότατο του ολοκληρώµατος στη σχέση (A.4), άρα ένα ακρότατο 
του ίδιου χρόνου τ που µετρά ένα ρολόι κινούµενο από το A στο B. Όµως, είναι αυτό 
το ακρότατο ένα µέγιστο ή ένα ελάχιστο;  
      Παρατηρούµε καταρχάς ότι, από φυσική άποψη, το µέγεθος x΄ αντιπροσωπεύει 
την ταχύτητα ενός (γενικά επιταχυνόµενου) ρολογιού που κινείται κατά µήκος µιας 
(γενικά καµπυλόγραµµης) κοσµικής γραµµής από το A στο B, σε αδρανειακό σύστη-
µα S µε χωροχρονικές συντεταγµένες (x, t):  x΄=  dx/dt =  u . Η σχέση (A.4), έτσι, µπορεί 
να γραφεί στη µορφή  
 

2 2 1/ 2(1/ ) ( )
B

A

t

t
c c u dtτ = −∫ . 

 
Έχουµε:  (c2 –u2)1/2 = c (1 – u2/c2)1/2 = c γ (u)–1 , όπου  γ (u) =  (1 – u2/c2

 ) –1/2
 .  Άρα,  

 

            1( )
B

A

t

t
u dtτ γ −= ∫                                                 (A.5) 

 
      Ας υποθέσουµε ότι το αδρανειακό σύστηµα S είναι το σύστηµα αναφοράς του α-
δρανειακού παρατηρητή του οποίου η κοσµική γραµµή από το A στο B είναι ευθεία 
(αυτή η επιλογή συστήµατος αναφοράς δεν θα επηρεάσει την τιµή τού τ, δοθέντος ότι 
το µέγεθος αυτό είναι Λορεντζιανά αναλλοίωτο). Ως προς το ίδιο του το σύστηµα S, ο 
παρατηρητής (και το ρολόι του) είναι ακίνητος, έτσι ώστε  u=0  και  γ (u)=1. Η σχέση 
(A.5) τότε δίνει:  τ1 = tB –tA  (βλ. Σχήµα 4).  
 

x
O

t

(1) (2)

•

•

At

Bt

A

B

 
Σχήµα 4 

 
      Κάθε άλλη κοσµική γραµµή που συνδέει τα A και B θα είναι αναγκαία καµπυλό-
γραµµη και θα αντιπροσωπεύει ένα ρολόι σε επιταχυνόµενη κίνηση. Σε αυτή την πε-
ρίπτωση θα έχουµε ότι  u ≠0  και  γ (u)–1 < 1. Το ολοκλήρωµα στη σχέση (A.5) θα δώσει 
τότε µία τιµή  τ2 < tB –tA .  

      Συµπέρασµα: Η ευθύγραµµη κοσµική γραµµή του αδρανειακού παρατηρητή αντι-
στοιχεί σε µέγιστο ίδιο χρόνο, ίσο µε τον πραγµατικό χρόνο που µετρά το ρολόι του 
συγκεκριµένου παρατηρητή. Αυτός ο παρατηρητής, συνεπώς, θα µετρήσει το µεγαλύ-
τερο χρονικό διάστηµα ανάµεσα στα γεγονότα A και B.  
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