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Περίληψη.  Η έννοια της ηλεκτρεγερτικής δύναµης (ΗΕ∆) µπορεί να παρουσιαστεί 
µε διάφορους τρόπους σε ένα προπτυχιακό µάθηµα θεωρητικού ηλεκτροµαγνητι-
σµού. Η ποικιλία των εναλλακτικών εκφράσεων για την ΗΕ∆ αποτελεί συχνά αιτία 
σύγχυσης για τον σπουδαστή. Παρουσιάζουµε εδώ µια περίληψη των βασικών ιδεών, 
υιοθετώντας µια παιδαγωγική λογική που αναπτύσσεται από το γενικό προς το ειδι-
κό. Η ΗΕ∆ ενός «κυκλώµατος» ορίζεται αρχικά µε τον πλέον γενικό τρόπο. Με βάση 
τον ορισµό αυτό, υπολογίζονται στη συνέχεια οι εκφράσεις για την ΗΕ∆ µερικών 
γνωστών ηλεκτροδυναµικών συστηµάτων. Με τον τρόπο αυτό, µια ποικιλία διαφορε-
τικών φυσικών καταστάσεων ενοποιούνται µέσα σε ένα κοινό θεωρητικό πλαίσιο.  

 
 
1.  Εισαγωγή  
 
Η δυσκολία που συναντήσαµε στη συγγραφή αυτού του άρθρου δεν οφείλεται απλά 
και µόνο στο ίδιο το αντικείµενο. Θα έπρεπε πρώτα να ξεπεράσουµε κάποιες θεµε-
λιώδεις διαφορές παιδαγωγικής φιλοσοφίας ανάµεσα σε έναν (ισχυρογνώµονα) θεω-
ρητικό φυσικό και έναν (εξίσου –αν όχι περισσότερο– ισχυρογνώµονα) ηλεκτρολόγο 
µηχανικό. Επιτέλους, κάποιος συµβιβασµός βρέθηκε! Αυτό το άρθρο είναι αποτέλε-
σµα µιας τέτοιας «αµοιβαίας κατανόησης».  
      Έχοντας διδάξει µαθήµατα ηλεκτροδυναµικής για προπτυχιακούς σπουδαστές επί 
αρκετά χρόνια, έχουµε διαπιστώσει ότι, στο µυαλό πολλών µαθητών µας, η έννοια 
της ηλεκτρεγερτικής δύναµης (ΗΕ∆) φέρει µια κάποια αύρα µυστηρίου. Τι είναι, τελι-
κά, η ΗΕ∆; Είναι η τάση µιας ιδανικής πηγής σε ένα κύκλωµα συνεχούς ρεύµατος; 
Είναι το έργο µιας πηγής ανά µονάδα φορτίου; Ή µήπως, σε πιο προχωρηµένο επίπε-
δο, είναι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του ηλεκτρικού πεδίου κατά µήκος µιας κλει-
στής διαδροµής; Και τι γίνεται στην περίπτωση που υφίσταται ένα µαγνητικό πεδίο 
στο χώρο, αντί ενός ηλεκτρικού;  
      Γενικά µιλώντας, το πρόβληµα σχετικά µε την ΗΕ∆ έγκειται στην διαφορετικότη-
τα των φυσικών καταστάσεων όπου η έννοια αυτή βρίσκει εφαρµογή, µε αποτέλεσµα 
να υφίσταται µια ποικιλία εκφράσεων που ορίζουν την ΗΕ∆. Το αντικείµενο αυτό 
συζητείται λεπτοµερώς, φυσικά, σε όλα τα καθιερωµένα διδακτικά εγχειρίδια ηλε-
κτροµαγνητισµού, τόσο στο ενδιάµεσο [1-9] όσο και στο προχωρηµένο [10-12] επί-
πεδο. Στο παρόν άρθρο συγκεντρώνουµε τις βασικές ιδέες, επιλέγοντας µια παιδαγω-
γική προσέγγιση που αναπτύσσεται από το γενικό προς το ειδικό. Ξεκινούµε µε τον 
ορισµό της έννοιας της ΗΕ∆ ενός «κυκλώµατος» µε τον πλέον γενικό τρόπο. Στη συ-
νέχεια, εφαρµόζουµε τον ορισµό αυτό σε συγκεκριµένα ηλεκτροδυναµικά συστήµατα 
για να βρούµε τις γνώριµες εκφράσεις για την ΗΕ∆. Το βασικό πλεονέκτηµα αυτής 
της προσέγγισης έγκειται στο ότι ένα πλήθος διαφορετικών φυσικών καταστάσεων 
αντιµετωπίζονται µε ενοποιηµένο τρόπο µέσα σε ένα κοινό θεωρητικό πλαίσιο.  
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      Ο γενικός ορισµός της ΗΕ∆ δίνεται στην Παράγραφο 2. Στις Παρ.3-5 γίνεται ε-
φαρµογή του ορισµού σε ειδικές περιπτώσεις, όπως η ΗΕ∆ λόγω κίνησης, η ΗΕ∆ λό-
γω ενός χρονικά µεταβαλλόµενου µαγνητικού πεδίου, και η ΗΕ∆ ενός κυκλώµατος 
συνεχούς ρεύµατος που αποτελείται από ιδανική πηγή και αντίσταση. Στην Παρ.6 
εξετάζεται η σχέση ανάµεσα στην ΗΕ∆ και τον νόµο του Ohm.  
 
 
2.  Ο γενικός ορισµός της ΗΕ∆  
 
Θεωρούµε µια περιοχή του χώρου στην οποία υφίσταται ένα ηλεκτροµαγνητικό 
(Η/Μ) πεδίο. Κατά την πλέον γενική έννοια, κάθε κλειστή διαδροµή C (ή βρόχος) µέ-
σα στην περιοχή αυτή θα καλείται «κύκλωµα» (ανεξάρτητα από το αν το σύνολο ή 
τµήµατα της καµπύλης C αποτελούνται ή όχι από υλικά µέρη όπως σύρµατα, αντι-
στάσεις, πυκνωτές, µπαταρίες, ή οποιαδήποτε άλλα στοιχεία των οποίων η παρουσία 
µπορεί να επηρεάσει το Η/Μ πεδίο).  
      Ορίζουµε αυθαίρετα µια θετική φορά διαγραφής του βρόχου C και θεωρούµε ένα 

στοιχείο dl
���

 του C προσανατολισµένο στη θετική φορά. Φανταστείτε τώρα ένα δοκι-

µαστικό φορτίο q τοποθετηµένο στη θέση τού dl
���

, και έστω F
�

 η δύναµη στο q τη 
χρονική στιγµή t :  

                                               

dl
���

•

C

+

q

F
�

      
 
Τη δύναµη αυτή ασκεί το ίδιο το Η/Μ πεδίο καθώς και, πιθανώς, επιπρόσθετες πηγές 
ενέργειας (π.χ., µπαταρίες) που έχουν τη δυνατότητα ηλεκτρικής αλληλεπίδρασης µε 

το q. Η δύναµη ανά µονάδα φορτίου στη θέση που βρίσκεται το dl
���

, τη χρονική στιγµή 
t, είναι  
 

      
F

f
q

=

�
�

                                                             (1) 

 

Παρατηρούµε ότι η f
�

 είναι ανεξάρτητη από το q, αφού η δύναµη τόσο από το Η/Μ 
πεδίο, όσο και από τις πηγές, πάνω στο q είναι ανάλογη του φορτίου. Ειδικότερα, α-

ντιστρέφοντας το πρόσηµο του q δεν θα επηρεαστεί η f
�

 (αν και θα αλλάξει η κατεύ-

θυνση της F
�

).  
      Ορίζουµε τώρα την ηλεκτρεγερτική δύναµη (ΗΕ∆ ) του κυκλώµατος C τη χρονική 

στιγµή t σαν το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f
�

 κατά µήκος του C, κατά την θετική 
φορά διαγραφής της καµπύλης:  
 

           E
C

f dl= ⋅∫
����

�                                                          (2) 
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Προσέξτε ότι το πρόσηµο της ΗΕ∆ εξαρτάται από την επιλογή θετικής φοράς δια-
γραφής της καµπύλης C: αλλάζοντας αυτή την επιλογή, το πρόσηµο της E αντιστρέφε-

ται.  
      Παρατηρούµε επίσης ότι, στο µη-σχετικιστικό όριο, η ΗΕ∆ ενός κυκλώµατος C 
είναι ίδια για όλους τους αδρανειακούς παρατηρητές αφού, στο όριο αυτό, η δύναµη 
F
�

 µένει αµετάβλητη κάτω από µια αλλαγή συστήµατος αναφοράς.  
      Στις παραγράφους που ακολουθούν θα εφαρµόσουµε τον ορισµό (2) σε έναν α-
ριθµό ειδικών ηλεκτροδυναµικών καταστάσεων οι οποίες είναι σίγουρα γνώριµες 
στον σπουδαστή.  
 
 
3.  ΗΕ∆ λόγω κίνησης σε στατικό µαγνητικό πεδίο  
 
Θεωρούµε κύκλωµα αποτελούµενο από κλειστό µεταλλικό σύρµα C. Το σύρµα κινεί-

ται µέσα σε στατικό µαγνητικό πεδίο ( )B r
� �

. Έστω υ
�

 η ταχύτητα του στοιχείου dl
���

 
του C ως προς το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µας. Ένα φορτίο q (ας πούµε, ένα 

ελεύθερο ηλεκτρόνιο του σύρµατος) στη θέση που βρίσκεται το dl
���

 εκτελεί σύνθετη 
κίνηση, λόγω της κίνησης του ίδιου του βρόχου C ως προς το σύστηµα αναφοράς 
µας, όπως επίσης και λόγω της κίνησης του q κατά µήκος του C. Η ολική ταχύτητα 
του q ως προς εµάς είναι totυ υ υ′= +

� � �
, όπου υ ′

�
 η ταχύτητα του q σε διεύθυνση πα-

ράλληλη προς το dl
���

. Η δύναµη που ασκεί το µαγνητικό πεδίο στο q είναι  
 

                               

( ) ( ) ( )

( ) ( )

totF q B q B q B

F
f B B

q

υ υ υ

υ υ

′= × = × + × ⇒

′= = × + ×

� � � �� � �

�
� � �� �            

 
Από την (2), τότε, η ΗΕ∆ του κυκλώµατος C είναι  
 

                           E ( ) ( )
C C C

f dl B dl B dlυ υ′= ⋅ = × ⋅ + × ⋅∫ ∫ ∫
��� ��� ���� � �� �

� � �      

 

Όµως, δεδοµένου ότι η ταχύτητα υ ′
�

 είναι παράλληλη στο dl
���

, έχουµε ότι 

( ) 0B dlυ′× ⋅ =
�����

. Έτσι, τελικά,  
 

       E ( )
C

B dlυ= × ⋅∫
�����

�                                                        (3) 

 
Παρατηρούµε ότι το σύρµα δεν διατηρεί απαραίτητα σταθερό σχήµα ή προσανατολι-
σµό κατά τη διάρκεια της κίνησης! Παρατηρήστε επίσης ότι η ταχύτητα υ

�
 µπορεί να 

µεταβάλλεται κατά µήκος του κυκλώµατος.  
      Χρησιµοποιώντας την (3), µπορεί να αποδειχθεί (βλ. Παράρτηµα) ότι  
 

      E 
d

dt

Φ
= −                                                               (4) 
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όπου B daΦ= ⋅∫
����

 η µαγνητική ροή δια µέσου του σύρµατος C τη χρονική στιγµή t. 

Προσέξτε ότι η σχέση (4) δεν εκφράζει κάποιον νέο φυσικό νόµο: είναι απλά άµεση 
συνέπεια του ορισµού της ΗΕ∆!  
 
 
4.  ΗΕ∆ λόγω ενός χρονικά µεταβαλλόµενου µαγνητικού πεδίου  
 
Θεωρούµε τώρα ένα κλειστό σύρµα C που είναι ακίνητο µέσα σε ένα χρονικά µετα-
βαλλόµενο µαγνητικό πεδίο ( , )B r t

� �
. Όπως δείχνει το πείραµα, µόλις το B

�
 αρχίσει να 

µεταβάλλεται, στο σύρµα εµφανίζεται ηλεκτρικό ρεύµα. Αυτό φαίνεται περίεργο, δε-
δοµένου ότι τα ελεύθερα φορτία στο (ακίνητο) σύρµα ήταν αρχικά ακίνητα. Και, ό-
πως γνωρίζουµε, το µαγνητικό πεδίο ασκεί δυνάµεις σε κινούµενα φορτία µόνο! Πα-
ρατηρείται επίσης πειραµατικά ότι, όταν το µαγνητικό πεδίο B

�
 σταµατά να µεταβάλ-

λεται χρονικά, το ρεύµα στο σύρµα εξαφανίζεται. Το µόνο που µπορεί να θέσει σε 
κίνηση τα αρχικά ακίνητα φορτία και να διατηρήσει την κίνησή τους, είναι ένα ηλε-
κτρικό πεδίο.  
      Οδηγούµαστε έτσι στο συµπέρασµα ότι ένα χρονικά µεταβαλλόµενο µαγνητικό 
πεδίο συνοδεύεται υποχρεωτικά από ηλεκτρικό πεδίο. (Συχνά λέγεται ότι «ένα µετα-
βαλλόµενο µαγνητικό πεδίο επάγει ηλεκτρικό πεδίο». Αυτό είναι κάπως παραπλανη-
τικό γιατί δίνει την εντύπωση ότι η «πηγή» ενός ηλεκτρικού πεδίου θα µπορούσε να 
είναι ένα µαγνητικό πεδίο. Ας µην ξεχνάµε, όµως, ότι οι αληθινές πηγές κάθε Η/Μ 
πεδίου είναι τα ηλεκτρικά φορτία και τα ηλεκτρικά ρεύµατα!)  
      Έστω, τώρα, ( , )E r t

� �
 το ηλεκτρικό πεδίο που συνοδεύει το χρονικά µεταβαλλόµε-

νο µαγνητικό πεδίο B
�

. Θεωρούµε και πάλι ένα φορτίο q στη θέση του στοιχείου dl
���

 
του σύρµατος. ∆οθέντος ότι το σύρµα είναι τώρα ακίνητο (ως προς το αδρανειακό 
σύστηµα αναφοράς µας), η ταχύτητα του q θα οφείλεται αποκλειστικά στην κίνηση 

του φορτίου κατά µήκος του σύρµατος, δηλαδή σε διεύθυνση παράλληλη προς το dl
���

: 

totυ υ′=
� �

 (αφού 0υ =
�

). Η δύναµη που ασκεί το Η/Μ πεδίο στο q είναι  

 

                             

[ ( )] [ ( )]

( )

totF q E B q E B

F
f E B

q

υ υ

υ

′= + × = + × ⇒

′= = + ×

� � � � �� �

�
� � ��       

 
Η ΗΕ∆ του κυκλώµατος C τώρα είναι  
 

                              E ( )
C C C

f dl E dl B dlυ′= ⋅ = ⋅ + × ⋅∫ ∫ ∫
��� ��� ���� � ��

� � �        

 

Αλλά, όπως εξηγήσαµε νωρίτερα, ( ) 0B dlυ′× ⋅ =
�����

. Έτσι, τελικά,  
 

        E 
C

dlΕ= ⋅∫
����

�                                                               (5) 

 
      Η σχέση (4) εξακολουθεί να ισχύει. Αυτή τη φορά, όµως, δεν είναι µια απλή µα-
θηµατική συνέπεια του ορισµού της ΗΕ∆, αλλά ένας αληθινός φυσικός νόµος που 
προκύπτει από το πείραµα! Ας εξετάσουµε τον νόµο αυτό αναλυτικά.  
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      Σε µια περιοχή του χώρου όπου υφίσταται χρονικά µεταβαλλόµενο Η/Μ πεδίο 
( , )E B
� �

, θεωρούµε µια αυθαίρετη ανοιχτή επιφάνεια S που περατώνεται σε κλειστή 
καµπύλη C :  
 

                                               

S

C

da
���

da

dl
���

     
 

(Η σχετική φορά τού dl
���

 και του στοιχείου επιφάνειας da
���

, κάθετου στην S, καθορίζε-
ται σύµφωνα µε τον γνωστό κανόνα του δεξιού χεριού.) Ο βρόχος C υποτίθεται ακί-
νητος ως προς τον αδρανειακό παρατηρητή. Έτσι, η ΗΕ∆ κατά µήκος του C τη χρο-
νική στιγµή t δίνεται από τη σχέση (5). Η µαγνητική ροή δια µέσου της S τη στιγµή 
αυτή είναι  
 

                                                  ( )m S
t B daΦ = ⋅∫

����
        

 
(Παρατηρούµε ότι τα πρόσηµα των E και Φm εξαρτώνται από την επιλογή θετικής 

φοράς για την καµπύλη C.) Επειδή το πεδίο B
�

 είναι σωληνωτό, η τιµή της ροής Φm 
για δοσµένο C είναι ανεξάρτητη από την επιλογή της επιφάνειας S. ∆ηλαδή, η ίδια 
µαγνητική ροή περνάει από κάθε ανοιχτή επιφάνεια που έχει ως όριο την κλειστή κα-
µπύλη C.  
      Σύµφωνα µε τον νόµο Faraday-Henry,  
 

           E md

dt

Φ
= −                                                              (6) 

ή αναλυτικά,  
 

  
C S

d
E dl B da

dt
⋅ = − ⋅∫ ∫
��� ���� �

�                                                   (7) 

 
(Το αρνητικό πρόσηµο στα δεξιά µέλη των (6) και (7) εκφράζει τον κανόνα του Lenz.)  
      Η σχέση (7) µπορεί να εκφραστεί σε διαφορική µορφή µε χρήση του θεωρήµατος 
του Stokes,  
 

                                           ( )
C S

E dl E da⋅ = ∇× ⋅∫ ∫
��� ���� � �

�             

 
λαµβάνοντας υπόψη ότι η επιφάνεια S µπορεί να επιλεγεί αυθαίρετα. Το αποτέλεσµα 
είναι:  
 

B
E

t

∂
∇× = −

∂

�
� �

                                                          (8) 
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Παρατηρούµε ότι αν / 0B t∂ ∂ ≠
�

, τότε αναγκαία 0E ≠
�

. Έτσι, όπως ήδη αναφέραµε, 
ένα χρονικά µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο συνοδεύεται πάντα από ηλεκτρικό πε-

δίο. Αν, όµως, το B
�

 είναι στατικό ( / 0B t∂ ∂ =
�

), τότε το E
�

 είναι αστρόβιλο: 

0 0E E dl∇× = ⇔ ⋅ =∫
���� � �

� , πράγµα που επιτρέπει την περίπτωση να ισχύει 0E =
�

.  

      Πόρισµα: Η ΗΕ∆ κατά µήκος σταθερού βρόχου C µέσα σε στατικό Η/Μ πεδίο 

( )( ), ( )E r B r
� �� �

 είναι  E = 0  (ο µαθητής ας το εξηγήσει αυτό).  

 
 
5.  ΗΕ∆ κυκλώµατος που περιέχει ιδανική πηγή και αντίσταση  
 
Θεωρούµε κύκλωµα αποτελούµενο από ιδανική πηγή τάσης (πηγή που δεν έχει, δη-
λαδή, εσωτερική αντίσταση) συνδεµένη µε εξωτερική αντίσταση. Όπως θα δείξουµε 
παρακάτω, η ΗΕ∆ του κυκλώµατος στην κατεύθυνση του ηλεκτρικού ρεύµατος ισούται 
µε την τάση V της πηγής. Επιπλέον, η ΗΕ∆ σ’ αυτή την περίπτωση παριστά το έργο 
ανά µονάδα φορτίου που προσφέρει η πηγή στο κύκλωµα.  
 

                                          

i i+_
a b

I

I

0f
�

E
�

                 

 
      Ας θυµηθούµε ότι, γενικά, η ΗΕ∆ ενός κυκλώµατος C τη χρονική στιγµή t δίνεται 
από το ολοκλήρωµα  
 

                                                      E 
C

f dl= ⋅∫
����

�                        

 

όπου /f F q=
� �

 είναι η δύναµη ανά µονάδα φορτίου στη θέση που βρίσκεται το στοι-

χείο dl
���

 του κυκλώµατος, τη στιγµή t. Κατά βάση, υποθέτουµε ότι σε κάθε στοιχείο 

dl
���

 έχουµε τοποθετήσει ένα δοκιµαστικό φορτίο q (αυτό θα µπορούσε να είναι, π.χ., 

ένα ελεύθερο ηλεκτρόνιο του αγώγιµου µέρους του κυκλώµατος). Η δύναµη F
�

 σε 
κάθε q µετριέται τότε ταυτόχρονα για όλα τα φορτία τη στιγµή t. Επειδή όµως εδώ 
έχουµε µια στατική (χρονικά ανεξάρτητη) κατάσταση, µπορούµε να αντιµετωπίσουµε 
το πρόβληµα λίγο διαφορετικά: Οι µετρήσεις των δυνάµεων F

�
 πάνω στα φορτία q 

δεν είναι απαραίτητο να γίνουν την ίδια χρονική στιγµή, αφού ούτως ή άλλως τίποτα 
δεν αλλάζει µε το χρόνο. Έτσι, αντί να τοποθετήσουµε διάφορα φορτία q κατά µήκος 
του κυκλώµατος και να µετρήσουµε τις δυνάµεις F

�
 στο καθένα µια δεδοµένη χρονι-

κή στιγµή, φανταζόµαστε ότι ένα µοναδικό φορτίο q κάνει µια πλήρη διαδροµή στο 
βρόχο C. Μπορούµε να υποθέσουµε, π.χ., ότι το φορτίο q είναι ένα από τα (συµβατικά 
θετικά) ελεύθερα ηλεκτρόνια που παίρνουν µέρος στο σταθερό ρεύµα Ι που ρέει στο 
κύκλωµα. Μετρούµε τότε τη δύναµη F

�
 στο q σε κάθε σηµείο του βρόχου C.  
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      Υποθέτουµε λοιπόν ότι το q είναι ένα θετικό φορτίο κινούµενο στην κατεύθυνση 
του ρεύµατος Ι. Υποθέτουµε επίσης ότι η φορά διαγραφής του βρόχου C είναι ίδια µε 
τη φορά του ρεύµατος (αριστερόστροφη στο σχήµα). Κατά τη διάρκεια της κίνησής 
του, στο q ασκούνται δύο δυνάµεις: (1) η δύναµη 0F

�
 από την πηγή, που µεταφέρει το 

q από τον αρνητικό πόλο a στον θετικό πόλο b δια µέσου της πηγής, και (2) η ηλε-
κτροστατική δύναµη eF qE=

� �
 λόγω του ηλεκτροστατικού πεδίου E

�
 σε κάθε σηµείο 

του κυκλώµατος C (µέσα και έξω από την πηγή). Η ολική δύναµη στο q είναι  
    

                        0
0 0 0e

F F
F F F F qE f E f E

q q
= + = + ⇒ = = + ≡ +

� �
� �� � � � � � �

      

Τότε,  
 

   E 0 0C C C C
f dl f dl E dl f dl= ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ ∫
��� ��� ��� ���� � ��

� � � �                              (9) 

 

δοθέντος ότι 0
C

E dl⋅ =∫
����

�  για κάθε ηλεκτροστατικό πεδίο. Όµως, η δράση της πηγής 

πάνω στο q περιορίζεται στην περιοχή ανάµεσα στους πόλους της, δηλαδή στο τµήµα 

του κυκλώµατος από το a ως το b. Έτσι, 0 0f =
�

 έξω από την πηγή, οπότε η (9) ανά-

γεται στη σχέση  
 

  E 0

b

a
f dl= ⋅∫
����

                                                        (10) 

 
Τώρα, επειδή το ρεύµα Ι είναι σταθερό, το φορτίο q κινείται µε σταθερό µέτρο ταχύ-
τητας κατά µήκος του κυκλώµατος. Αυτό σηµαίνει ότι η ολική δύναµη στο q στη δι-
εύθυνση της διαδροµής C είναι µηδέν. Στο εσωτερικό της αντίστασης, η ηλεκτροστα-
τική δύναµη eF qE=

� �
 εξισορροπείται από τη δύναµη στο q λόγω των συγκρούσεων 

του φορτίου µε τα θετικά ιόντα του µετάλλου (αυτή η δύναµη δεν συνεισφέρει στην 
ΗΕ∆ και δεν λαµβάνεται υπόψη για τον υπολογισµό της!). Στο εσωτερικό, όµως, της 
(ιδανικής) πηγής, όπου δεν υπάρχει αντίσταση, η ηλεκτροστατική δύναµη eF

�
 θα πρέ-

πει να εξισορροπηθεί από την αντίθετη δύναµη 0F
�

 που ασκείται από την πηγή. Έτσι, 

στο τµήµα του κυκλώµατος ανάµεσα στο a και το b,  
 

                     0 0 00 0e

F
F F F f f E f E

q
= + = ⇒ = = + = ⇒ = −

�
� � �� � � � �

         

 
Η εξίσωση (10) παίρνει τότε την τελική µορφή:  
 

  E
b

b aa
E dl V V V= − ⋅ = − =∫
����

                                           (11) 

 
όπου Va και Vb τα ηλεκτροστατικά δυναµικά στα σηµεία a και b, αντίστοιχα. ∆ηλαδή, 
η ΗΕ∆ ισούται µε την τάση της πηγής.  
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      Το έργο της πηγής πάνω στο q κατά τη µεταφορά του φορτίου από το a στο b, εί-
ναι  
 

   0 0

b b

a a
W F dl q f dl q= ⋅ = ⋅ =∫ ∫

��� �����
E                                          (12) 

 
[όπου κάναµε χρήση της (10)]. Έτσι, το έργο της πηγής ανά µονάδα φορτίου είναι 
W/q= E . Το έργο αυτό µετατρέπεται σε θερµότητα µέσα στην αντίσταση, κι έτσι η 

πηγή θα πρέπει ξανά να δώσει ενέργεια ώστε να µεταφέρει τα φορτία για µια ακόµα 
φορά από το a στο b. Κάτι σαν το µαρτύριο του Σίσυφου στην Ελληνική µυθολογία, 
δηλαδή!  
 
 
6.  ΗΕ∆ και νόµος του Ohm  
 
Θεωρούµε ένα κλειστό σύρµα C µέσα σε ένα Η/Μ πεδίο. Το κύκλωµα µπορεί να πε-
ριέχει πηγές (π.χ., µπαταρία) και µπορεί επίσης να βρίσκεται σε κίνηση ως προς το 
αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µας. Έστω q ένα δοκιµαστικό φορτίο στη θέση που 

βρίσκεται το στοιχείο dl
���

 του C, και έστω F
�

 η ολική δύναµη στο q (εξαιτίας του 
Η/Μ πεδίου και/ή των πηγών) τη χρονική στιγµή t. (Όπως αναφέρθηκε στην Παρ.2, 
στο µη-σχετικιστικό όριο αυτή η δύναµη είναι ανεξάρτητη από το σύστηµα αναφοράς 

µας.) Η δύναµη ανά µονάδα φορτίου στη θέση τού dl
���

 τη στιγµή t, τότε, είναι 

/f F q=
� �

. Σύµφωνα µε τον γενικό ορισµό µας, η ΗΕ∆ του κυκλώµατος τη στιγµή t 
είναι  
 

   E
C

f dl= ⋅∫
����

�                                                       (13) 

 
      Τώρα, αν σ είναι η ειδική αγωγιµότητα του σύρµατος, τότε, από τον νόµο του Ohm 
στη γενική του µορφή (βλ., π.χ., σελ. 285 στην αναφορά [1]) έχουµε ότι  
 

      J fσ=
��

                                                         (14) 
 

όπου J
�

 η πυκνότητα ρεύµατος στη θέση τού dl
���

 τη στιγµή t. (Σηµειώνουµε ότι η πιο 

συνηθισµένη έκφραση J Eσ=
� �

 είναι ειδική περίπτωση της παραπάνω σχέσης. Προ-

σέξτε επίσης ότι το J
�

 µετριέται ως προς το σύρµα, έτσι είναι το ίδιο για όλους τους 
αδρανειακούς παρατηρητές.) Συνδυάζοντας τις (13) και (14), παίρνουµε:  
 

    E
1

C
J dl

σ
= ⋅∫

����

�                                                      (15) 

 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι το J
�

 είναι στη διεύθυνση του dl
���

 σε κάθε σηµείο τού C, 
γράφουµε:  
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I

J dl J dl dl
S

⋅ = =
����

     

 
όπου S το σταθερό εµβαδόν διατοµής του σύρµατος. Με την επιπλέον υπόθεση ότι, σε 
κάθε χρονική στιγµή t, το ρεύµα I είναι σταθερό κατά µήκος του κυκλώµατος (αν και 
µπορεί να µεταβάλλεται χρονικά), βρίσκουµε τελικά ότι  
 

    E 
l l

I I I R
S S

ρ
σ

= = =                                                (16) 

 
όπου l το ολικό µήκος του σύρµατος,  ρ=1/σ  η ειδική αντίσταση του υλικού, και R η 
ολική αντίσταση του κυκλώµατος. Η σχέση (16) παριστά την γνώριµη ειδική µορφή 
του νόµου του Ohm.  
      Σαν παράδειγµα, ας ξαναγυρίσουµε στο κύκλωµα της Παρ.5, αυτή τη φορά θεω-
ρώντας µια µη-ιδανική πηγή µε εσωτερική αντίσταση r. Έστω R0 η εξωτερική αντί-
σταση µε την οποία συνδέεται η πηγή. Η ολική αντίσταση του κυκλώµατος είναι 
R=R0+r . Όπως πριν, καλούµε V=Vb –Va τη διαφορά δυναµικού µεταξύ των πόλων 
της πηγής, που είναι ίση µε την τάση στα άκρα της εξωτερικής αντίστασης. Έτσι, 
V=IR0 , όπου I η ένταση του ρεύµατος στο κύκλωµα. Η ΗΕ∆ του κυκλώµατος (στη 
φορά του ρεύµατος) είναι  
 
                                        E = I  R = I (R0 +  r) = V + I  r    

 
Παρατηρούµε ότι η διαφορά δυναµικού V  µεταξύ των πόλων a και b ισούται µε την 
ΗΕ∆ µόνο στην περίπτωση όπου το κύκλωµα δεν διαρρέεται από ρεύµα (I=  0) .  
      Σαν άλλο παράδειγµα, θεωρήστε ένα κύκλωµα C που περιέχει ιδανική πηγή τάσης 
V και έχει ολική αντίσταση R και ολική αυτεπαγωγή L:  
 

                                 

V

R
L

I  
 
Στην περίπτωση αυτή, η ΗΕ∆ του C στην κατεύθυνση του ρεύµατος είναι  
 

                                      E (t) ( )L

dI
V V V L I t R

dt
= + = − =        

 
Για να κατανοήσουµε γιατί η ολική ΗΕ∆ του κυκλώµατος είναι V +VL , σκεφτόµαστε 
ως εξής: Κατά την κλειστή διαδροµή του κατά µήκος του κυκλώµατος, ένα δοκιµα-
στικό φορτίο q υπόκειται σε δύο δυνάµεις (αγνοώντας τις συγκρούσεις µε τα θετικά 
ιόντα στο εσωτερικό του σύρµατος): µια δύναµη εντός της πηγής, και µια δύναµη από 
το µη-συντηρητικό ηλεκτρικό πεδίο που συνοδεύει την χρονικά µεταβαλλόµενη µα-
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γνητική ροή που περνάει µέσα από το κύκλωµα. Έτσι, η ολική ΗΕ∆ θα είναι το ά-
θροισµα της ΗΕ∆ λόγω της (ιδανικής) πηγής (αν αυτή ήταν µόνη της) και της ΗΕ∆ 
που εκφράζεται από τον νόµο των Faraday-Henry (6). Η δεύτερη αυτή ΗΕ∆ είναι α-
κριβώς η VL . Η τιµή της είναι µη-µηδενική καθόσον χρόνο το ρεύµα I µεταβάλλεται.  
      Μπορούµε να κάνουµε εδώ κάποιες ενδιαφέρουσες παρατηρήσεις που αφορούν 
την ενέργεια. Η ολική ισχύς που προσφέρεται στο κύκλωµα από την πηγή τη στιγµή t 
είναι  
 

                                              2 d I
P I V I R L I

dt
= = +          

 
Ο όρος I 2R παριστά την ισχύ που χάνεται οριστικά υπό µορφή θερµότητας µέσα στην 
αντίσταση (ενέργεια ανά µονάδα χρόνου, η οποία ξοδεύεται κατά την µετακίνηση 
των ηλεκτρονίων δια µέσου του κρυσταλλικού πλέγµατος του αγωγού, και η οποία 
µεταβιβάζεται στα ιόντα του πλέγµατος). Αυτή η ισχύς θα πρέπει να αναπληρωθεί 
από την πηγή έτσι ώστε να διατηρηθεί το ρεύµα ενάντια στις απώλειες µέσα στην α-
ντίσταση. Από την άλλη µεριά, ο όρος LI (dI/dt) παριστά την ενέργεια ανά µονάδα 
χρόνου που απαιτείται ώστε να «χτιστεί» το ρεύµα υπερνικώντας την ΗΕ∆ εξ αυτεπα-
γωγής (VL ), η οποία αντιτίθεται σε κάθε αύξηση του ρεύµατος. Η ενέργεια αυτή είναι 
ανακτήσιµη και επιστρέφεται στην πηγή όταν το ρεύµα ελαττώνεται. Μπορούµε επί-
σης να την ερµηνεύσουµε σαν ενέργεια ανά µονάδα χρόνου που απαιτείται ώστε να 
δηµιουργηθεί το µαγνητικό πεδίο που οφείλεται στο ρεύµα. Αυτή η ενέργεια «αποθη-
κεύεται» στο µαγνητικό πεδίο που περιβάλλει το κύκλωµα.  
 
 
7.  Μερικές τελικές παρατηρήσεις  
 
Κλείνοντας αυτό το άρθρο, ας ξαναθυµηθούµε µερικά σηµεία που θεωρούµε σηµα-
ντικά:  
      1. Η ΗΕ∆ ορίστηκε σαν το κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της δύναµης ανά 
µονάδα φορτίου κατά µήκος ενός βρόχου (ή «κυκλώµατος») µέσα σε Η/Μ πεδίο. Ο 
βρόχος µπορεί (όχι όµως απαραίτητα) να σχηµατίζεται από ένα πραγµατικό µεταλλι-
κό σύρµα, και είναι δυνατό να περιέχει πηγές όπως µπαταρίες.  
      2. Στο κλασικό (µη-σχετικιστικό) όριο, η ΗΕ∆ είναι ανεξάρτητη από το αδρα-
νειακό σύστηµα αναφοράς ως το οποίο την µετράµε.  
      3. Στην περίπτωση µιας ΗΕ∆ που οφείλεται αποκλειστικά σε κίνηση, ο «νόµος» 
του Faraday (4) είναι στην ουσία απλή συνέπεια του ορισµού της ΗΕ∆. Αντίθετα, ό-
ταν ένα χρονικά µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο είναι παρόν, η παρόµοια εξίσωση 
(6) είναι ένας αληθινός φυσικός νόµος (νόµος των Faraday-Henry).  
      4. Σε ένα κύκλωµα συνεχούς ρεύµατος, που περιέχει ιδανική πηγή, η ΗΕ∆ στην 
κατεύθυνση του ρεύµατος ισούται µε την τάση της πηγής και παριστά το έργο ανά 
µονάδα φορτίου που προσφέρει η πηγή για µια πλήρη διαδροµή κατά µήκος του κυ-
κλώµατος.  
      5. Αν ο βρόχος που περιγράφει το κύκλωµα παριστά µεταλλικό σύρµα πεπερα-
σµένης ηλεκτρικής αντίστασης, ο νόµος του Ohm µπορεί να εκφραστεί ως προς την 
ΗΕ∆ µε την εξίσωση (16).  
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Παράρτηµα  
 
Ακολουθεί αναλυτική απόδειξη της σχέσης (4) της Παρ.3:  
      Υποθέστε ότι, τη χρονική στιγµή t, το σύρµα περιγράφει µια κλειστή καµπύλη C 
η οποία είναι το όριο µιας επίπεδης επιφάνειας S. Τη στιγµή t΄=  t+dt, το σύρµα (το 
οποίο έχει εν τω µεταξύ µετακινηθεί) περιγράφει µια άλλη καµπύλη C΄ η οποία οριο-

θετεί µια επιφάνεια Ś . Έστω dl
���

 ένα στοιχείο τής C στη φορά διαγραφής της καµπύ-
λης, και έστω υ

�
 η ταχύτητα αυτού του στοιχείου ως προς έναν αδρανειακό παρατη-

ρητή (η ταχύτητα των στοιχείων τής C µπορεί να µεταβάλλεται κατά µήκος της κα-
µπύλης):  

 

                        

υ
�

dl
��� dl

���

S

S′

S′′ S′′da
���

da′
����

da′′
����

da′′
����

dtυ
�

C

C′ C′

C
      

Η φορά των στοιχείων επιφανείας da
���

 και da′
����

 είναι συµβατή µε την επιλεγµένη φορά 

τού dl
���

, σύµφωνα µε τον κανόνα του δεξιού χεριού. Το στοιχείο της πλευρικής («κυ-
λινδρικής») επιφάνειας Ś ΄ που διαγράφεται λόγω της κίνησης της καµπύλης C, δίνε-
ται από τη σχέση  

                                       ( ) ( )da dl dt dl dtυ υ′′ = × = ×
���� ��� ���� �

     

Επειδή το µαγνητικό πεδίο είναι στατικό, µπορούµε να δούµε τη φυσική συνθήκη µε 
έναν κάπως διαφορετικό τρόπο: Αντί να υποθέσουµε ότι η καµπύλη C µετακινείται 
µέσα στο χρονικό διάστηµα dt έτσι ώστε τα σηµεία της να συµπέσουν µε τα σηµεία 
της καµπύλης C΄ τη χρονική στιγµή t΄, θεωρούµε δύο σταθερές καµπύλες C και C΄ την 
ίδια χρονική στιγµή t. Στην περίπτωση ενός στατικού πεδίου B

�
, η µαγνητική ροή δια 

µέσου της C΄ τη στιγµή t΄=  t+dt (σύµφωνα µε την αρχική υπόθεση της κινούµενης 
καµπύλης) είναι ίση µε τη ροή δια µέσου της ίδιας αυτής καµπύλης τη στιγµή t, δεδο-
µένου ότι ουδεµία µεταβολή του µαγνητικού πεδίου λαµβάνει χώρα µέσα στο χρονικό 
διάστηµα dt. Τώρα, παρατηρούµε ότι οι ανοιχτές επιφάνειες S1=S και S2= Ś  ∪ Ś ΄ 
έχουν ως κοινό όριο την καµπύλη C. Επειδή το µαγνητικό πεδίο είναι σωληνωτό, η 
ίδια µαγνητική ροή Φm διέρχεται από τις S1 και S2 τη στιγµή t. ∆ηλαδή,  

                  
1 2

1 2S S S Ś Ś ΄
B da B da B da B da B da′ ′′⋅ = ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫
���� ���� ��� ���� ����� � � � �

       

Αλλά, ξαναγυρνώντας στην αρχική υπόθεση µιας κινούµενης καµπύλης, παρατηρού-
µε ότι  

         ( )mS
B da tΦ⋅ = =∫
����

µαγνητική ροή δια µέσου του σύρµατος τη στιγµή t    

και  
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     ( )mŚ
B da t d tΦ′⋅ = + =∫
�����

 µαγνητική ροή δια µέσου του σύρµατος τη στιγµή t+dt    

Έτσι,  

               

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

m m Ś ΄

m m m Ś ΄ C

m

C C

t t dt B da

d t dt t B da dt B dl

d
B dl B dl

dt

Φ Φ

Φ Φ Φ υ

Φ
υ υ

′′= + + ⋅ ⇒

′′= + − = − ⋅ = − ⋅ × ⇒

− = ⋅ × = × ⋅ =

∫

∫ ∫

∫ ∫

�����

���� ���� � �

��� ���� �� �

�

� � E

 

 
σε απόλυτη συνέπεια µε τις (3) και (4).  
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