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Ανεξαρτησία των εξισώσεων του Maxwell: 
Ένα debate δίχως τέλος! 

 
Κ. Ι. Παπαχρήστου1 

Τοµέας Φυσικών Επιστηµών 
Σχολή Ναυτικών ∆οκίµων 

 
 

Μία κριτική εξέταση της θέσης τού Julius Adams Stratton περί «µη-ανεξαρτησίας» των 
εξισώσεων του Maxwell. 

 
Οι νόµοι του κλασικού ηλεκτροµαγνητισµού περιγράφονται µαθηµατικά από τις εξι-
σώσεις του Maxwell. Πρόκειται για σύστηµα τεσσάρων µερικών διαφορικών εξισώ-
σεων πρώτης τάξης, οι οποίες συνδέουν τον ρυθµό µεταβολής του ηλεκτροµαγνητι-
κού (Η/Μ) πεδίου στον χώρο και τον χρόνο, µε τις «πηγές» του πεδίου, δηλαδή τα 
ηλεκτρικά φορτία και τα ηλεκτρικά ρεύµατα:  
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όπου , Jρ
�

 είναι οι πυκνότητες φορτίου και ρεύµατος, αντίστοιχα. Τόσο τα πεδία όσο 
και οι πηγές τους είναι συναρτήσεις των χωροχρονικών µεταβλητών (x,y,z,t). Από 
φυσική άποψη, η (1a) εκφράζει τον νόµο του Coulomb για τον ηλεκτρισµό ενώ η (1b) 
αποκλείει την ύπαρξη µαγνητικών πόλων ανάλογων µε τα σηµειακά ηλεκτρικά φορ-
τία. Η (1c) αποτελεί έκφραση του νόµου του Faraday (νόµος της Η/Μ επαγωγής) ενώ 
η (1d) εκφράζει τον νόµο των Ampère-Maxwell.  
      Παίρνοντας το div τής (1d) και χρησιµοποιώντας την (1a), βρίσκουµε την εξίσω-
ση συνεχείας  
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η οποία εκφράζει την αρχή διατήρησης του φορτίου. Παρ’ ότι οι πυκνότητες φορτίου 
και ρεύµατος στα δεξιά µέλη των (1a) και (1d) επιλέγονται ελεύθερα και θεωρούνται 
γνωστές εκ των προτέρων, η (2) θέτει έναν αυστηρό περιορισµό στην µεταξύ τους 
διαφορική σχέση. Μία διαφορετική παραγώγιση του συστήµατος Maxwell, στην ο-
ποία λαµβάνονται τα rot των (1c) και (1d), οδηγεί σε χωριστές κυµατικές εξισώσεις 
για το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο (βλ., π.χ., [1], Κεφ. 10).  
      Ένα ζήτηµα που έχει διχάσει τους Φυσικούς, αλλά και τους Ηλεκτρολόγους, είναι 
το κατά πόσον οι εξισώσεις του Maxwell αντιπροσωπεύουν ένα σύστηµα ανεξάρτη-
των νόµων. Ανεξαρτησία σηµαίνει ότι καµία από τις τέσσερις εξισώσεις δεν προκύ-
πτει ως συνέπεια των υπόλοιπων εξισώσεων. Τελεσίδικη απάντηση δεν φαίνεται να 
υπάρχει, αφού το όποιο συµπέρασµα συνδέεται στενά µε τις φυσικές παραδοχές που 
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είµαστε διατεθειµένοι να επιτρέψουµε. Έτσι, το ζήτηµα της ανεξαρτησίας των εξισώ-
σεων του Maxwell ανάγεται µάλλον στη φυσική φιλοσοφία παρά στη Φυσική µε τη 
συµβατική έννοια της ακριβούς επιστήµης που δεν επιδέχεται πολλαπλές ερµηνείες 
των νόµων της.  
      Τον σπόρο της αµφισβήτησης σε ό,τι αφορά την ανεξαρτησία των εξισώσεων του 
Maxwell έσπειρε το 1941 ο σπουδαίος Αµερικανός καθηγητής του MIT, Julius Ad-
ams Stratton, στο φηµισµένο βιβλίο του «Ηλεκτροµαγνητική Θεωρία» [2]. Τη σκυτά-
λη πήραν στη συνέχεια αρκετοί άλλοι επιστήµονες και συγγραφείς, κυρίως από τον 
χώρο του Electrical Engineering. Ας δούµε τη σχετική γραµµή σκέψης:  
      Παίρνοντας το div τής (1c), το αριστερό µέλος µηδενίζεται εκ ταυτότητος ενώ στο 
δεξί µέλος, µε την υπόθεση της χωροχρονικής συνέχειας του Η/Μ πεδίου, µπορούµε 
να εναλλάξουµε τη σειρά της παραγώγισης ως προς τον χώρο και τον χρόνο. Το απο-
τέλεσµα είναι:  
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Από την άλλη µεριά, παίρνοντας το div τής (1d) και χρησιµοποιώντας την εξίσωση 
συνεχείας (2), βρίσκουµε ότι  
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Σύµφωνα µε τις (3) και (4), οι ποσότητες B∇⋅
� �

 και ( 0/E ρ ε∇⋅ −
� �

) είναι χρονικά στα-
θερές σε κάθε σηµείο (x,y,z) της περιοχής Ω του χώρου που µας ενδιαφέρει. Αν τώρα 
κάνουµε την υπόθεση ότι υπήρξε µία χρονική περίοδος κατά την οποία κανένα Η/Μ 
πεδίο δεν υφίστατο στην περιοχή Ω, τότε, κατά τη διάρκεια αυτής της περιόδου,  
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εκ ταυτότητος. Αργότερα, αν και εν τω µεταξύ εµφανίστηκε Η/Μ πεδίο µέσα στην 
περιοχή Ω, τα αριστερά µέλη στην (5) εξακολούθησαν να µηδενίζονται σε όλα τα 
σηµεία της περιοχής αφού, όπως προαναφέραµε, αποτελούν χρονικά σταθερές ποσό-
τητες. Έτσι, από τις εξισώσεις για το rot του Η/Μ πεδίου και την αρχή διατήρησης 
του φορτίου – η οποία αρχή αναβαθµίστηκε από παράγωγο θεώρηµα σε θεµελιώδη 
νόµο της θεωρίας – εξάγονται οι σχέσεις (5), οι οποίες δεν είναι τίποτ’ άλλο από τις 
δύο πρώτες εξισώσεις του Maxwell, (1a) και (1b)!  
      Σύµφωνα µε αυτό το σκεπτικό, η ηλεκτροµαγνητική θεωρία δεν βασίζεται στις 
γνωστές τέσσερις εξισώσεις του Maxwell (θεωρούµενες ως ανεξάρτητες) αλλά µάλ-
λον σε τρεις ανεξάρτητες εξισώσεις, δηλαδή τον νόµο του Faraday (1c), τον νόµο 
Ampère–Maxwell (1d) και την αρχή διατήρησης του φορτίου (2). Ο Stratton, µάλι-
στα, καλεί το ζεύγος (1c) και (1d) «εξισώσεις του Maxwell», αποκλείοντας τις (1a) 
και (1b) από το θεµελιώδες σύστηµά του.  
      Εκ πρώτης όψεως, οι ιδέες του Stratton µοιάζουν λογικές και σε συµφωνία µε τη 
φυσική διαίσθηση. Σε βαθύτερη εξέταση, όµως, φανερώνουν αδυναµίες, τόσο σε φυ-
σικό όσο και σε µαθηµατικό επίπεδο. Γενικά µιλώντας, ο Stratton βασίζει τα συµπε-
ράσµατά του σε πρόσθετες αρχικές συνθήκες που είναι αυθαίρετες (άρα τεχνητές) και 
δεν αποτελούν απαίτηση της ίδιας της θεωρίας του Maxwell. Επί πλέον, αντιστρέφει 
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την λογική τάξη αιτίου - αποτελέσµατος, αναβαθµίζοντας έναν νόµο που είναι παρά-
γωγο των εξισώσεων του Maxwell – την αρχή διατήρησης του φορτίου – σε θεµελιώ-
δη νόµο του ηλεκτροµαγνητισµού και, την ίδια στιγµή, υποβιβάζοντας θεµελιώδεις 
νόµους (όπως ο νόµος του Coulomb) σε παράγωγα θεωρήµατα.  
      Για να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι, ο Stratton ισχυρίζεται ότι οι δύο πρώτες εξι-
σώσεις του Maxwell, (1a) και (1b), οι οποίες εκφράζουν τον νόµο του Gauss για το 
ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο, «περιττεύουν», αφού κάθε µία από αυτές προκύ-
πτει από τις υπόλοιπες δύο εξισώσεις, δηλαδή τον νόµο του Faraday (1c) και τον νό-
µο των Ampère-Maxwell (1d). Για να ισχύσει, όµως, αυτό χρειάζονται, όπως είδαµε, 
δύο επιπρόσθετα βοηθητικά στοιχεία:  
      1. Να θεωρηθεί η αρχή διατήρησης του φορτίου (2) ως θεµελιώδης νόµος, ισοδύ-
ναµος µε τις εξισώσεις του Maxwell. Κάτι τέτοιο θα σήµαινε ότι οι εξισώσεις αυτές 
δεν αποτελούν από µόνες τους επαρκές σύστηµα για την περιγραφή των ηλεκτροµα-
γνητικών φαινοµένων. Στην πραγµατικότητα, όµως, οι εξισώσεις του Maxwell είναι 
επαρκείς, η δε διατήρηση του φορτίου προκύπτει από αυτές ως ειδικό συµπέρασµα 
(το ίδιο όπως και η διατήρηση της ενέργειας, καθώς και η κυµατική ιδιότητα του χρο-
νικά µεταβαλλόµενου Η/Μ πεδίου). Ο Maxwell απλά φρόντισε να δοµήσει τις εξισώ-
σεις του µε τρόπο ώστε να µην παραβιάζονται θεµελιώδεις νόµοι διατήρησης!  
      2. Να υποτεθεί αυθαίρετα ότι σε οποιαδήποτε περιοχή του χώρου το Η/Μ πεδίο 
είχε µηδενική τιµή για χρονικές στιγµές t <  t0 και απέκτησε τιµές διάφορες του µηδε-
νός για t > t0 . Ακόµα κι αν δεχόµασταν ότι κάτι τέτοιο είναι αληθές – πράγµα αµφίβο-
λο από φυσική άποψη – η µετάβαση του πεδίου από µηδενικές σε µη-µηδενικές τιµές 
θα πρέπει να έχει λάβει χώρα µε τρόπο συνεχή, αλλιώς η χρονική παράγωγος του πε-
δίου δεν είναι δυνατό να οριστεί για t = t0. Σε περίπτωση χρονικής ασυνέχειας, η προ-
σέγγιση Stratton [η οποία προϋποθέτει την συνέχεια του πεδίου για t = t0 προκειµένου 
να µεταβούµε από τις σχέσεις (3) και (4) στις σχέσεις (5) για t > t0 ] καταρρέει.  
      Το πρόβληµα είναι ότι ένα Η/Μ πεδίο είναι δυνατό να εµφανιστεί στον χώρο 
«ξαφνικά», όπως π.χ. τη στιγµή που κλείνει ένα κύκλωµα, ή τη στιγµή που λαµβάνει 
χώρα µία «δίδυµη γένεση» σωµατιδίου – αντισωµατιδίου. Η προσέγγιση Stratton, 
λοιπόν, δεν εξασφαλίζει την ισχύ των θεµελιωδών νόµων σε µία τέτοια περίπτωση, 
σιωπηρά αρνούµενη την ύπαρξη ασυνεχών καταστάσεων. Γενικά µιλώντας, πρέπει να 
σηµειώσουµε ότι η ίδια η θεωρία του Maxwell δεν αποκλείει ασυνέχειες στο Η/Μ 
πεδίο (οι οριακές συνθήκες που συνοδεύουν τις εξισώσεις Maxwell, αλλά και η χρή-
ση της συνάρτησης «δέλτα» στον ηλεκτροµαγνητισµό, το πιστοποιούν!).  
      Τέλος, υπάρχει και ένα λογικό πρωθύστερο. Ο Stratton ισχυρίζεται ότι, σε χώρο 
όπου απουσιάζει το Η/Μ πεδίο, η δεύτερη από τις σχέσεις (5) ισχύει ταυτοτικά. Αυτό 
σηµαίνει ότι ο µηδενισµός του ηλεκτρικού πεδίου σε µία περιοχή του χώρου συνεπά-
γεται αυτόµατα και την απουσία ηλεκτρικού φορτίου στον χώρο αυτό. Κάτι τέτοιο, 
όµως, προκύπτει ως πόρισµα από τον νόµο του Gauss (1a), άρα δεν µπορεί να χρησι-
µοποιηθεί a priori ως επιχείρηµα για την απόδειξη του ίδιου του νόµου!  
      Σε πρόσφατη εργασία [3] ο Κ. Παπαχρήστου, µε την ιδιαίτερα χρήσιµη συνεργα-
σία του Α. Μαγουλά – ο οποίος, εν τούτοις, διατήρησε χωριστή άποψη – ανέδειξε τα 
προβληµατικά στοιχεία της επιχειρηµατολογίας τού Stratton, όπως αναλύθηκαν πιο 
πάνω. Επί πλέον, περιέγραψε µία νέα µαθηµατική προσέγγιση στο ζήτηµα της ανε-
ξαρτησίας των εξισώσεων του Maxwell, βασισµένη στη µέθοδο των συµβατών συ-
στηµάτων διαφορικών εξισώσεων (µετασχηµατισµοί Bäcklund) που είχε προταθεί 
νωρίτερα από τους Παπαχρήστου και Μαγουλά [4,5].  
      Σύµφωνα µε την προσέγγιση αυτή, η διατήρηση του φορτίου [στη µορφή της εξί-
σωσης συνεχείας (2)], καθώς και οι δύο εξισώσεις για το ηλεκτροµαγνητικό κύµα, 
δεν είναι παρά συνθήκες συµβατότητας του συστήµατος Maxwell, δηλαδή αναγκαίες 
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συνθήκες ώστε το σύστηµα να είναι αυτο-συνεπές. Οι συνθήκες συµβατότητας (ονο-
µάζονται και συνθήκες ολοκληρωσιµότητας) είναι συνέπειες των εξισώσεων του 
Maxwell και δεν υποκαθιστούν οποιαδήποτε από τις εξισώσεις αυτές.  
      Από καθαρά µαθηµατική άποψη, οι συνθήκες συµβατότητας ενός συστήµατος 
µερικών διαφορικών εξισώσεων προκύπτουν µε παραγώγιση του συστήµατος και, ως 
εκ τούτου, εµπεριέχουν λιγότερη «πληροφορία» από τις εξισώσεις που αποτελούν το 
σύστηµα. Έτσι, δεν είναι επιτρεπτό να υποκαθιστούµε οποιαδήποτε εξίσωση του συ-
στήµατος µε µία συνθήκη συµβατότητάς του. Σε όρους ηλεκτροµαγνητισµού, δεν 
µπορούµε να καταργήσουµε τον νόµο του Coulomb από τη λίστα των θεµελιωδών 
νόµων µας, βάζοντας στη θέση του την αρχή διατήρησης του φορτίου.  
      Το debate για την ανεξαρτησία των εξισώσεων του Maxwell, πάντως, καλά κρα-
τεί, αφού οι απόψεις της σχολής Stratton φαίνεται πως εξακολουθούν να γοητεύουν 
πολλούς επιστήµονες και συγγραφείς. Ακόµα και τους συντάκτες της Wikipedia!  
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