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Περίληψη 
 
Γίνεται σύντοµη επισκόπηση των χαρακτηριστικών ιδιοτήτων των ολοκληρώσιµων,  
µη-γραµµικών µερικών διαφορικών εξισώσεων (Μ∆Ε) για κλασικά πεδία, όπως η παρουσία 
µετασχηµατισµών Bäcklund, ζευγών Lax, και άπειρων ακολουθιών νόµων διατήρησης. Περι-
γράφεται µια αλγεβρική (µη-γεωµετρική) προσέγγιση στο πρόβληµα των συµµετριών των 
Μ∆Ε, κατάλληλη για περιπτώσεις όπου οι λύσεις των Μ∆Ε δεν είναι βαθµωτές συναρτήσεις 
(π.χ., εκφράζονται στη µορφή πινάκων). Προτείνεται µια µέθοδος που, σε κάποιες περιπτώ-
σεις, µπορεί να «ενοποιήσει» τις ιδιότητες συµµετρίας και ολοκληρωσιµότητας µιας µη-
γραµµικής Μ∆Ε. Η µέθοδος εφαρµόζεται στην αυτο-δυϊκή εξίσωση Yang-Mills και την εξί-
σωση του Ernst στη Γενική Σχετικότητα.  
 
Abstract 
 
A number of characteristics of integrable nonlinear partial differential equations (PDE’s) for 
classical fields are briefly reviewed, such as Bäcklund transformations, Lax pairs, and infinite 
sequences of conservation laws. An algebraic (non-geometrical) approach to the symmetry 
problem of PDE’s is described, suitable for PDE’s the solutions of which are non-scalar fields 
(e.g., are in the form of matrices). A method is proposed which, in certain cases, may “unify” 
the symmetry and integrability properties of a nonlinear PDE. Application is made to the self-
dual Yang-Mills equation and the Ernst equation of General Relativity.  
 
I. Εισαγωγή 
 
Το πρόβληµα της εύρεσης λύσεων στις µη-γραµµικές µερικές διαφορικές εξισώσεις (Μ∆Ε) 
δεν είναι καινούργιο στα Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά, παραµένει όµως πάντα επίκαιρο. Το 
πρόβληµα αυτό τίθεται, κατά βάση, σε δύο επίπεδα: (α) πώς να αναγνωρίσουµε µια ολοκλη-
ρώσιµη Μ∆Ε, και (β) πώς να την επιλύσουµε. Οι ολοκληρώσιµες Μ∆Ε εµφανίζουν διάφορα 
κοινά χαρακτηριστικά, όπως, π.χ., παραµετρικούς µετασχηµατισµούς Bäcklund, άπειρες ακο-
λουθίες νόµων διατήρησης (τοπικών και/ή µη-τοπικών), γραµµικό σύστηµα (ζεύγος Lax), 
κλπ. Αυτό που έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι ότι οι ιδιότητες αυτές δεν είναι, γενικά, ανε-
ξάρτητες η µία από την άλλη αλλά συχνά συνδέονται µεταξύ τους. Η επίλυση, τώρα, µη-
γραµµικών Μ∆Ε είναι ένα ιδιαίτερα περίπλοκο πρόβληµα για το οποίο έχουν αναπτυχθεί 
διάφορες τεχνικές [1-4], πολλές εκ των οποίων βασίζονται στα χαρακτηριστικά που αναφέρ-
θηκαν παραπάνω.  
 
Ένα άλλο ενδιαφέρον θέµα σχετικό µε τις Μ∆Ε είναι οι µετασχηµατισµοί συµµετρίας. Με 
αυτό εννοούµε µετασχηµατισµούς των µεταβλητών µιας Μ∆Ε που παράγουν νέες λύσεις από 
παλιές. Σε αντίθεση µε ένα µετασχηµατισµό Bäcklund, που παράγει λύσεις µόνο για ένα σχε-
τιζόµενο µε αυτόν σύστηµα Μ∆Ε, ένας µετασχηµατισµός συµµετρίας δεν αναφέρεται a pri-
ori σε µια συγκεκριµένη Μ∆Ε. Οι συµµετρίες υπακούουν σε µια δική τους, γραµµική Μ∆Ε 
που εκφράζει τη συνθήκη συµµετρίας για την αρχική (µη-γραµµική) Μ∆Ε. Οι περιπτώσεις 
της αυτο-δυϊκής εξίσωσης Yang-Mills [5] και της εξίσωσης του Ernst [6], τώρα, µας διδά-
σκουν ότι µια δοσµένη µη-γραµµική Μ∆Ε είναι πιθανό να µπορεί να «γραµµικοποιηθεί» µε 
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διάφορους τρόπους, επιδεχόµενη, αντίστοιχα, διάφορες επιλογές του ζεύγους Lax. Μια ιδιαί-
τερα χρήσιµη επιλογή είναι εκείνη όπου το ζεύγος Lax έχει τη µορφή ενός µετασχηµατισµού 
Bäcklund που συνδέει την αρχική, µη-γραµµική Μ∆Ε µε τη (γραµµική) συνθήκη συµµετρίας 
της. Στην περίπτωση της εξίσωσης Yang-Mills οδηγούµαστε έτσι στην εύρεση ενός τελεστή 
επανάληψης (recursion operator) που παράγει, επαγωγικά, ένα άπειρο πλήθος συµµετριών 
από κάθε δοσµένη συµµετρία [5,7,8]. Επιπλέον, η παραπάνω επιλογή µάς επιτρέπει να βρού-
µε µια απειρία νόµων διατήρησης για την εξίσωση αυτή. Με ανάλογο τρόπο εργαζόµαστε και 
για την εξίσωση του Ernst, µόνο που εκεί η απειρία νόµων διατήρησης δεν συνοδεύεται από 
µια αντίστοιχη απειρία συµµετριών. Αντί αυτής, προκύπτει ένας απειροστός µετασχηµατι-
σµός που οδηγεί σε νέες προσεγγιστικές λύσεις για τις εξισώσεις του πεδίου βαρύτητας µε 
αξονική συµµετρία.  
 
Μια κατά το δυνατόν παιδαγωγική προσέγγιση των παραπάνω θεµάτων επιχειρείται στο πα-
ρόν άρθρο, το οποίο είναι οργανωµένο ως εξής: Στην Ενότητα II εκτίθενται σε συντοµία τα 
βασικά χαρακτηριστικά των ολοκληρώσιµων Μ∆Ε (µετασχηµατισµοί Bäcklund, ζεύγος Lax, 
απειρίες νόµων διατήρησης). Στην ενότητα III εξετάζεται το πρόβληµα των συµµετριών των 
Μ∆Ε, στα πλαίσια ενός καθαρά αλγεβρικού φορµαλισµού (σε αντίθεση µε τις συνήθεις δια-
φορικές γεωµετρικές προσεγγίσεις) που είναι κατάλληλος και για περιπτώσεις όπου οι λύσεις 
των Μ∆Ε δεν εκφράζονται στη µορφή βαθµωτών συναρτήσεων (π.χ., έχουν τη µορφή πινά-
κων). Στην ενότητα IV, οι εξισώσεις Yang-Mills και Ernst χρησιµοποιούνται σαν πρωταρχικά 
µοντέλα για την περιγραφή της µεθόδου «γραµµικοποίησης» µιας µη-γραµµικής Μ∆Ε µε την 
επιλογή ενός ζεύγους Lax που, µε κάποιον τρόπο, συνδέει τη Μ∆Ε µε τη συνθήκη συµµετρί-
ας της. Η µέθοδος οδηγεί στην εύρεση νέων συµµετριών και νόµων διατήρησης για τα δύο 
αυτά µη-γραµµικά συστήµατα.  
 
II. Χαρακτηριστικά ολοκληρώσιµων Μ∆Ε  
 
Οι ολοκληρώσιµες, µη-γραµµικές Μ∆Ε εµφανίζουν ορισµένα κοινά χαρακτηριστικά [1-4], 
µερικά εκ των οποίων παραθέτουµε στη συνέχεια. Για απλούστευση της παρουσίασης, θα 
περιοριστούµε σε συναρτήσεις δύο µεταβλητών x, t. Για ευκολία, θα γράφουµε u=u(x,t), 
v=v(x,t), κλπ. (δηλαδή, τα u, v, κλπ., θα παριστάνουν ταυτόχρονα τις εξαρτηµένες µεταβλητές 
και τις αντίστοιχες συναρτήσεις). Στην ενότητα αυτή, για τις µερικές παραγώγους θα χρησι-
µοποιούµε τους εξής εναλλακτικούς συµβολισµούς:  
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κλπ. Γενικά, ένας δείκτης στο κάτω δεξιό µέρος του συµβόλου µιας συνάρτησης θα δηλώνει 
µερική παραγώγιση ως προς την υποδεικνυόµενη µεταβλητή. Έτσι, π.χ., για µια συνάρτηση 
F(x,t,u,ux,ut,…) ≡ F [u] , γράφουµε: Fx ≡ ∂xF=∂F/∂x, Ft ≡ ∂tF=∂F/∂t, Fu ≡ ∂uF=∂F/∂u, κλπ. 
Προσέξτε ότι, για τον υπολογισµό των Fx και Ft θα πρέπει να λάβουµε υπόψη την εξάρτηση 
της F από τα x και t τόσο άµεσα (λόγω της απευθείας παρουσίας τους στην F), όσο και έµµε-
σα, µέσω του u και των παραγώγων του. Για παράδειγµα, για F [u] ≡ 3xtu2

  έχουµε ότι  
           
                                     Fx = 3 t u2+ 6 x t u ux ,      Ft = 3 x u2+ 6 x t u ut   
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Α. Μετασχηµατισµοί Bäcklund  
 
Η γενική ιδέα των µετασχηµατισµών Bäcklund [1-3, 9] έχει ως εξής: Θεωρούµε δύο Μ∆Ε  
P [u]=0 και Q [v]=0, όπου οι εκφράσεις P [u] και Q [v] περιέχουν τα u και v, αντίστοιχα, και 
κάποιες από τις µερικές παραγώγους τους, ενδεχοµένως κατά τρόπο µη-γραµµικό ως προς u 
και v. Έστω τώρα ένα σύστηµα πεπλεγµένων Μ∆Ε ως προς u και v :  
 

( , , , , , , , , , , ) 0 , 1,2i x x t t xx xxB x t u v u v u v u v i= =                                (2.1) 
             

Υποθέτουµε τα εξής:  
 

1. Το σύστηµα (2.1) είναι ολοκληρώσιµο ως προς v (οι εξισώσεις του συστήµατος είναι 
συµβατές µεταξύ τους για επίλυση ως προς v) όταν το u επαληθεύει τη Μ∆Ε P [u]=0. 
Η λύση v, τότε, του συστήµατος επαληθεύει τη Μ∆Ε Q [v]=0.  

2. Το σύστηµα (2.1) είναι ολοκληρώσιµο ως προς u αν το v ικανοποιεί τη Μ∆Ε Q [v]=0. 
Η λύση u, τότε, του συστήµατος ικανοποιεί τη Μ∆Ε P [u]=0.  

 
Λέµε ότι το σύστηµα (2.1) αποτελεί ένα µετασχηµατισµό Bäcklund που συνδέει λύσεις της  
P [u]=0 µε λύσεις της Q [v]=0. Αν συµβεί να είναι P ≡ Q , δηλαδή, αν τα u και v ικανοποιούν 
την ίδια Μ∆Ε P [u]=0, τότε ο µετασχηµατισµός καλείται αυτο-Bäcklund.  
 
Γενική µέθοδος: Υποθέτουµε ότι ενδιαφερόµαστε για λύσεις της (γενικά µη-γραµµικής) 
Μ∆Ε P [u]=0. Υποθέτουµε επίσης ότι διαθέτουµε ένα µετασχηµατισµό Bäcklund που συνδέει 
τις λύσεις u αυτής της εξίσωσης µε τις λύσεις v της Μ∆Ε Q [v]=0 (αν P ≡ Q , ο µετασχηµατι-
σµός συνδέει λύσεις u και v της ίδιας Μ∆Ε). Θεωρούµε µια γνωστή λύση v=v0(x,t) της  
Q [v]=0, και γράφουµε το µετασχηµατισµό ως εξής:  
 

   0 0
0, , , , , , , , 0 , 1,i

u v u v
B x t u v i

x x t t
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= =
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⎜ ⎟
⎝ ⎠

2                                (2.2) 

 
∆οθέντος ότι Q [v0]=0, το σύστηµα (2.2) είναι ολοκληρώσιµο ως προς u και η λύση του ικα-
νοποιεί τη Μ∆Ε P [u]=0. Έτσι, βρίσκουµε µια λύση u(x,t) της P [u]=0 χωρίς να λύσουµε την 
ίδια την εξίσωση, ολοκληρώνοντας το µετασχηµατισµό (2.2) ως προς u. Φυσικά, η χρήση της 
µεθόδου έχει νόηµα όταν (α) γνωρίζουµε εξαρχής µια λύση v0(x,t) της Q [v]=0, και (β) η ολο-
κλήρωση του συστήµατος (2.2) ως προς u είναι απλούστερη από την ολοκλήρωση της ίδιας 
της Μ∆Ε P [u]=0. Αν ο µετασχηµατισµός (2.2) είναι αυτο-Bäcklund, τότε, ξεκινώντας από 
µια γνωστή λύση v0(x,t) της P [u]=0 και ολοκληρώνοντας το σύστηµα (2.2), βρίσκουµε µια 
άλλη λύση u(x,t) της ίδιας εξίσωσης.  
 
Ας δούµε τώρα µερικά παραδείγµατα. Για συντοµία, οι µετασχηµατισµοί Bäcklund θα ανα-
φέρονται ως «ΜΒ»:  
 
1. Σχέσεις Cauchy-Riemann  
 
Οι γνωστές από τη Μιγαδική Ανάλυση σχέσεις Cauchy-Riemann,  
 
                                             ( ) ( )x y y xu v u vα β= = −                                             (2.3) 
 
(εδώ η µεταβλητή t έχει µετονοµαστεί y) αποτελούν έναν αυτο-ΜΒ για τη (γραµµική) εξίσω-
ση του Laplace,  
 

                                                 [ ] 0xx yyP w w w≡ + =                                                      (2.4) 
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Πράγµατι: Για να είναι επιλύσιµες οι (2.3) ως προς u για δοσµένο v(x,y), θα πρέπει καταρχήν 
να είναι συµβατές µεταξύ τους. Η συνθήκη συµβατότητας (ή συνθήκη ολοκληρωσιµότητας) 
βρίσκεται από την απαίτηση ότι (ux)y= (uy)x . Παραγωγίζοντας την (α) ως προς y και τη (β) ως 
προς x, και εξισώνοντας τις µεικτές παραγώγους τού u, απαλείφουµε τη µεταβλητή u και βρί-
σκουµε τη συνθήκη που πρέπει να υπακούει το v(x,y):  
 
                                                        [ ] 0xx yyP v v v≡ + =        
 
Απαλείφοντας, όµοια, το v από το σύστηµα (2.3), βρίσκουµε την αναγκαία συνθήκη για το u 
ώστε το σύστηµα να είναι ολοκληρώσιµο ως προς v για δοσµένο u:  
 
                                                        [ ] 0xx yyP u u u≡ + =       
 
∆ηλαδή, η ολοκληρωσιµότητα του συστήµατος (2.3) ως προς µία µεταβλητή απαιτεί ότι η 
άλλη µεταβλητή ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace (2.4).  
 
Έστω, τώρα, v0(x,y) µια γνωστή λύση της εξίσωσης του Laplace. Αντικαθιστώντας v=v0 στο 
σύστηµα (2.3), µπορούµε να το ολοκληρώσουµε ως προς u. ∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε 
(απαλείφοντας το v0 από το σύστηµα) ότι η συνάρτηση u που θα βρούµε ικανοποιεί την εξί-
σωση του Laplace (2.4). Για παράδειγµα, η επιλογή v0(x,y)=xy µας οδηγεί σε µια νέα λύση, 
u(x,y)= (x2 –y2)/2 +C .  
 
2. Εξίσωση του Liouville  
 
Η εξίσωση αυτή γράφεται  
 

                                                                (2.5) [ ] 0u
xt xtP u u e u e≡ − = ⇔ = u

 
Η απευθείας επίλυσή της είναι πολύ δύσκολη λόγω της µη-γραµµικότητάς της. Μπορεί όµως 
να επιλυθεί ευκολότερα µε χρήση ενός ΜΒ. Για το σκοπό αυτό, θεωρούµε µια βοηθητική 
συνάρτηση v(x,t), καθώς και τη Μ∆Ε  
 
                                                             [ ] 0xtQ v v≡ =                              (2.6) 

 
Θεωρούµε, επίσης, το σύστηµα των Μ∆Ε πρώτης τάξης,  
 

( ) / 2 ( ) / 22 ( ) 2u v u v
x x t tu v e u v e ( )α β− ++ = − =                       (2.7) 

 
Παραγωγίζοντας την (α) ως προς t και τη (β) ως προς x, απαλείφοντας τα (ut −vt) και (ux+vx) 
στα δεξιά µέλη µε τη βοήθεια των (α) και (β), και προσθέτοντας και αφαιρώντας κατά µέλη, 
βρίσκουµε ότι τα u και v ικανοποιούν, αντίστοιχα, τις Μ∆Ε (2.5) και (2.6). Άρα, το σύστηµα 
(2.7) αποτελεί ένα ΜΒ που συνδέει λύσεις των (2.5) και (2.6).  
 
Ξεκινώντας µε την τετριµµένη λύση v=0 της (2.6), και ολοκληρώνοντας το σύστηµα  
 
                                              / 2 / 22 , 2x t

u uu e u e= =      
 
βρίσκουµε µια λύση τής (2.5):  

                                                 ( , ) 2 ln
2

x t
u x t C

+
= − −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

     

 



 Συµµετρία και Ολοκληρωσιµότητα 5 

3. Εξίσωση sine-Gordon  
 
Η εξίσωση sine-Gordon βρίσκει εφαρµογή σε διάφορες περιοχές της Φυσικής, όπως στη µε-
λέτη των κρυσταλλικών στερεών, στη διάδοση ελαστικών κυµάτων, στο Μαγνητισµό, σε µο-
ντέλα στοιχειωδών σωµατίων, κλπ. Η εξίσωση αυτή (που το όνοµά της αποτελεί λογοπαικτι-
κό παραλληλισµό µε την αντίστοιχη γραµµική εξίσωση Klein-Gordon) γράφεται  
 

                                                                      (2.8) sinxtu = u
 
Το παρακάτω σύστηµα αποτελεί έναν αυτο-ΜΒ για την (2.8):  
 

    
1 1

( ) sin , ( ) sin
2 2 2x t

u v u v
u v a u v

a
− +

+ = − =⎛ ⎞ ⎛
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⎝ ⎠ ⎝

1
2

⎞
⎟
⎠

                      (2.9) 

 
όπου a (≠0) µια αυθαίρετη πραγµατική σταθερά. (Λόγω της παρουσίας τού a, λέµε ότι το σύ-
στηµα (2.9) είναι ένας παραµετρικός ΜΒ.) Όταν το u είναι λύση τής (2.8), ο ΜΒ (2.9) είναι 
ολοκληρώσιµος ως προς v, το οποίο επίσης ικανοποιεί την (2.8): vxt= sin v , και αντίστροφα.  
 
Ξεκινώντας µε την τετριµµένη λύση  v=0  της  vxt= sin v , και ολοκληρώνοντας το σύστηµα  
 

                                           
2

2 sin , sin
2 2x t
u u

u a u
a

= =     

 
βρίσκουµε µια νέα λύση τής (2.8):  
 

                                         ( , ) 4 arctan exp
t

u x t C a x
a

= +⎧ ⎫⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
     

 
Β. Ζεύγος Lax  
 
Γενική ιδέα: Έστω µια µη-γραµµική Μ∆Ε F [u]=0, όπου u=u(x,t). Θεωρούµε ένα ζεύγος 
γραµµικών Μ∆Ε ως προς µια νέα µεταβλητή ψ, στις οποίες το u υπεισέρχεται σαν ένα είδος 
παραµετρικής συνάρτησης που καθορίζεται εκ των προτέρων, χωρίς όµως προς το παρόν να 
σχετίζεται µε τις λύσεις της Μ∆Ε F [u]=0:  
 

                                                           (2.10) ( ; ) 0 , 1,2iL u iψ = =

 
Για να έχει λύση το σύστηµα (2.10) ως προς ψ, θα πρέπει οι δύο εξισώσεις που το αποτελούν 
να είναι συµβατές µεταξύ τους. Η συµβατότητα µπορεί να ρυθµιστεί µε κατάλληλη επιλογή 
της παραµετρικής συνάρτησης u(x,t). Έστω τώρα ότι ισχύει το εξής: Το γραµµικό σύστηµα 
(2.10) είναι ολοκληρώσιµο ως προς ψ αν και µόνο αν το u είναι λύση της µη-γραµµικής Μ∆Ε  
F [u]=0. Λέµε τότε ότι το σύστηµα (2.10) αποτελεί ένα ζεύγος Lax για τη Μ∆Ε F [u]=0. Η 
κατασκευή του ζεύγους Lax αποτελεί το σηµείο εκκίνησης µιας βασικής µεθόδου ολοκλήρω-
σης µη-γραµµικών Μ∆Ε που ονοµάζεται αντίστροφη σκέδαση (inverse scattering method).  
 
Ας δούµε µερικά παραδείγµατα ζευγών Lax για µη-γραµµικές Μ∆Ε:  
 
1. Εξίσωση Korteweg-de Vries   
 
Η εξίσωση Korteweg-de Vries (KdV) περιγράφει τη διάδοση µιας µορφής µη-γραµµικών κυ-
µάτων µε «σωµατιδιακά» χαρακτηριστικά. Τα κύµατα αυτά αναφέρονται ως solitons [1-4]. 
Μια συνήθης γραφή της εξίσωσης είναι  
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                                                    (2.11) [ ] 6 0t x xxxF u u u u u≡ − + =

 
Το ζεύγος Lax για την (2.11) γράφεται  
 

     ( ) ( ) 2 ( 2 ) (xx t x xu u )uψ λ ψ α ψ λ ψ ψ β= − = + −                        (2.12) 
 

όπου  λ  µια αυθαίρετη σταθερή παράµετρος. Για να είναι το σύστηµα (2.12) ολοκληρώσιµο 
ως προς ψ, οι εξισώσεις (α) και (β) θα πρέπει να είναι συµβατές µεταξύ τους για κάθε τιµή 
τού λ. Έτσι, το (ψxx)t  από την (α) θα πρέπει να συµφωνεί µε το (ψt)xx  από τη (β). Η συνθήκη 
συµβατότητας (ή συνθήκη ολοκληρωσιµότητας), λοιπόν, είναι  (ψxx)t=(ψt)xx . Παραγωγίζοντας, 
αντίστοιχα, τις (α) και (β), και χρησιµοποιώντας τις ίδιες σχέσεις για να απαλείψουµε, όπου 
χρειάζεται, τα ψxx και ψt , καταλήγουµε στην εξίσωση  
 
                                                 ( 6 ) [ ]t x xxxu uu u F uψ ψ− + ≡ = 0
 
Άρα, για να έχει το σύστηµα (2.12) µη-τετριµµένη λύση ψ ≠0, θα πρέπει να ισχύει ότι  
F [u]=0 , δηλαδή, το  u  θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση KdV (2.11).  
 
2. Μη-γραµµικό µοντέλο σ   
 
Η βασική εξίσωση µπορεί να θεωρηθεί σαν αναγωγή, στις δύο διαστάσεις, της πιο σύνθετης 
αυτο-δυϊκής εξίσωσης Yang-Mills, την οποία θα συναντήσουµε αργότερα. Γράφεται στη 
µορφή  
 

                                                 (2.13) 1 1[ ] ( ) ( ) 0t x x tF g g g g g− −≡ ∂ + ∂ =

 
όπου, γενικά, υποθέτουµε ότι το  g=g(x,t)  παρίσταται σαν αντιστρέψιµος τετραγωνικός πίνα-
κας αυθαίρετης τάξης, του οποίου τα στοιχεία είναι µιγαδικά. (Τεχνικά, λέµε ότι το g παίρνει 
τιµές στην οµάδα GL(n,C), όπου n η τάξη του πίνακα.) Το ζεύγος Lax για την (2.13) γράφε-
ται  
 

      1 1( ) ( )
1 1t t x xg g g g
λ λ

ψ ψ α ψ ψ β
λ λ

− −= = −
− +

                  (2.14) 

 
όπου ψ ένας µιγαδικός πίνακας τάξης n, και λ µια αυθαίρετη σταθερή µιγαδική παράµετρος. 
Η συµβατότητα των (α) και (β) απαιτεί ότι (ψt)x=(ψx)t . Παραγωγίζοντας, αντίστοιχα, τις (α) 
και (β), χρησιµοποιώντας τις ίδιες σχέσεις για να απαλείψουµε, όπου χρειάζεται, τα ψx και ψt , 
και απαλείφοντας στο τέλος τον κοινό παράγοντα ψ (για ψ ≠0), καταλήγουµε στην εξίσωση  
 
             { }1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) [ , ]t x x t t x x t t xg g g g g g g g g g g gλ− − − − − −∂ + ∂ − ∂ − ∂ + 0=    

 
όπου, γενικά,  [Α , Β] ≡ ΑΒ−ΒΑ  είναι ο µεταθέτης δύο πινάκων Α και Β. Η ποσότητα µέσα στις 
αγκύλες είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν [βλ. Παράρτηµα, σχέση (6.6)]. Έτσι, για να έχει το σύ-
στηµα (2.14) µη-τετριµµένη λύση ως προς ψ , θα πρέπει το g να ικανοποιεί τη Μ∆Ε (2.13).  
 
3. Το ζεύγος Lax ως λύση του προβλήµατος  
 
Σε µερικές περιπτώσεις, η εύρεση ενός ζεύγους Lax για ένα πρόβληµα ισοδυναµεί µε την αυ-
τόµατη λύση του προβλήµατος. Για παράδειγµα, έστω ότι αναζητούµε δύο συναρτήσεις 
X (x,t) και T (x,t), µε τιµές στο GL(n,C), που ικανοποιούν τη Μ∆Ε  
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      [ , ] 0t xX T X T− + =                                                      (2.15) 
 

Έστω ψ συνάρτηση µε τιµές στο GL(n,C). ∆οκιµάζουµε το γραµµικό σύστηµα ως προς ψ,  
 

          ( ) ( )x tX Tψ ψ α ψ ψ β= =                                         (2.16) 
 

Παραγωγίζοντας την (α) ως προς  t  και τη (β) ως προς  x , χρησιµοποιώντας τις (α) και (β) για 
να απαλείψουµε τις παραγώγους τού ψ, και εφαρµόζοντας τη συνθήκη συµβατότητας  (ψx)t = 
(ψt)x  , καταλήγουµε στην εξίσωση  
 
                                                   ( )[ , ] 0t xX T X T ψ− + =       
 
Για να έχει, λοιπόν, το σύστηµα (2.16) µη-τετριµµένη λύση ως προς ψ , θα πρέπει τα X και T 
να ικανοποιούν τη Μ∆Ε (2.15). Προσέξτε τώρα ότι το σύστηµα (2.16), αν και θέτει περιορι-
σµούς στα X και T για να είναι ολοκληρώσιµο ως προς ψ, δεν θέτει κανέναν περιορισµό στο 
ίδιο το ψ : το ψ µπορεί να είναι αυθαίρετο (κάτι τέτοιο δεν ισχύει για τα προηγούµενα παρα-
δείγµατα). Επιπλέον, για κάθε εκλογή τού ψ, το σύστηµα (2.16) µπορεί να επιλυθεί, αντί-
στροφα, ως προς τα X και T :  
 
                                               1 ,xX T 1

tψ ψ ψ ψ− −= =                                                 (2.17) 
 
Με τη βοήθεια της σχέσης (6.6) στο Παράρτηµα, δεν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι τα X και 
T  στην (2.17) ικανοποιούν τη Μ∆Ε (2.15), για αυθαίρετη εκλογή τού ψ .  
 
Ένα ισοδύναµο πρόβληµα περιγράφεται µε την εξής εναλλακτική µορφή των παραπάνω εξι-
σώσεων:  
 

  [ , ] 0t xX T T X− + =

T

                                                   (2.15΄)     
 

      ( ) ( )x tXψ ψ α ψ ψ= = β

1
t

                                      (2.16΄) 
 

1 ,xX Tψ ψ ψ−= = ψ−                                              (2.17΄)        

 
Γ. Νόµοι διατήρησης  
 
Ας ξεκινήσουµε µε ένα παράδειγµα από τη δυναµική των ρευστών. Θεωρούµε ένα (γενικά 
συµπιεστό) ρευστό που κινείται κατά τη διεύθυνση του άξονα x. Υποθέτουµε ότι όλες οι το-
πικές ιδιότητες του ρευστού είναι συναρτήσεις της θέσης x και του χρόνου t. Έστω ρ(x,t) η 
γραµµική πυκνότητα του ρευστού, και έστω u(x,t) η ταχύτητα κίνησής του. Η διατήρηση της 
µάζας του ρευστού εκφράζεται µε την εξίσωση συνεχείας,  
 

      ( ) 0u
t x
ρ

ρ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                                      (2.18) 

 
Τώρα, στο άπειρο δεν υπάρχει ρευστό, οπότε µπορούµε να γράψουµε την οριακή συνθήκη  
 

                     ρ → 0   και   ρ u → 0    καθώς    x → ± ∞                                      (2.19) 
  

Ολοκληρώνοντας την (2.18) ως προς  x από −∞ έως +∞, έχουµε:  
 



8 Κ. Ι. Παπαχρήστου 

        
( )

( , ) [ ] 0 0 0
u d

d x d x x t d x u
t x d t
ρ ρ

ρ ρ
+∞ +∞ +∞ +∞

−∞−∞ −∞ −∞

∂ ∂
= − ⇒ =− = − =

∂ ∂∫ ∫ ∫    

 
όπου χρησιµοποιήσαµε την οριακή συνθήκη (2.19). Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι  
 

                   ( , )x t d xρ
+∞

−∞
=∫ σταθερό, ανεξάρτητο του  t                                    (2.20) 

 
Το ολοκλήρωµα στην (2.20) παριστά την ολική µάζα του ρευστού. Έτσι, η (2.20) εκφράζει τη 
διατήρηση της µάζας του συστήµατος στο χρόνο. Σχέσεις όπως η (2.18) ή, ισοδύναµα, η 
(2.20), ονοµάζονται νόµοι διατήρησης.  
 
Θεωρούµε τώρα µια Μ∆Ε F [u]=0 σε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές x, t . Η έκφραση F [u] (ό-
πως και κάθε έκφραση αυτής της µορφής) περιέχει, γενικά, τη συνάρτηση u και/ή διάφορες 
µερικές παραγώγους της (σε κάποιες περιπτώσεις, µπορεί να περιέχει απευθείας και τα x, t). 
Ένας νόµος διατήρησης για την F [u]=0 είναι µια εξίσωση συνεχείας που ισχύει υπό την προϋ-
πόθεση ότι το u είναι λύση της F [u]=0 :  
 

     [ ] [ ] 0P u Q u
t x
∂ ∂

+
∂ ∂

=     όταν   [ ] 0F u =                                     (2.21) 

 
(Χρησιµοποιούµε επίσης και τις πιο σύντοµες γραφές  ∂ t P [u] + ∂ x Q [u]=0   και   Pt + Q x=0.) 
Προσέξτε ότι οι πυκνότητες P και Q είναι συναρτήσεις των x και t µέσω του u και των µερι-
κών παραγώγων του (είναι όµως δυνατό τα  x, t να περιέχονται και απευθείας στα P και Q).  
 
Από φυσική άποψη, είναι λογικό να υποθέσουµε ότι το u και όλες οι παράγωγοί του τείνουν 
στο µηδέν καθώς  x→±∞. Το ίδιο απαιτούµε να ισχύει και για τις πυκνότητες P [u] και Q [u]. 
Έτσι, θεωρούµε ως δεδοµένες τις οριακές συνθήκες  
 

            P [u] → 0   και   Q [u] → 0    καθώς    x → ± ∞                                  (2.22) 
 

Με την παρατήρηση αυτή, ολοκληρώνουµε την (2.21) ως προς  x από −∞ έως +∞ :  
 

             [ ] 0 0 0
P Q d

d x d x P d x Q
t x d t

+∞ +∞ +∞ +∞
−∞−∞ −∞ −∞

∂ ∂
= − ⇒ =− = − =

∂ ∂∫ ∫ ∫       

 
Έχουµε έτσι ότι  
 

            [ ]P u d x
+∞

−∞
=∫ σταθερό, ανεξάρτητο του  t                                   (2.23) 

 
Λέµε ότι το ολοκλήρωµα στην (2.23) είναι µια σταθερά της κίνησης για το φυσικό πρόβληµα 
που εκφράζει η Μ∆Ε  F [u]=0 . Τονίζουµε ότι η (2.23) δεν ισχύει ταυτοτικά για οποιαδήποτε 
συνάρτηση  u(x,t), αλλά µόνο για τις λύσεις  u  της Μ∆Ε F [u]=0 .  
 
Ένας νόµος διατήρησης της µορφής (2.21) λέγεται τετριµµένος αν δεν δίνει κάποια χρήσιµη 
πληροφορία σχετικά µε τις λύσεις της Μ∆Ε F [u]=0 , αν µας λέει κάτι που ήδη γνωρίζουµε. 
Αυτό συµβαίνει στις παρακάτω περιπτώσεις:  
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1. Οι πυκνότητες P [u] και Q [u] µηδενίζονται για τις λύσεις u της Μ∆Ε F [u]=0. Η 
(2.21), τότε, ανάγεται σε µια τετριµµένη ισότητα  0+0=0  όταν F [u]=0.  

2. Η (2.21) ισχύει ταυτοτικά για κάθε u, ανεξάρτητα αν αυτό επαληθεύει ή όχι τη Μ∆Ε 
F [u]=0. Για παράδειγµα,  ∂ t (ux) + ∂ x (− ut) ≡ 0 .  

3. Ο νόµος διατήρησης (2.21) είναι παράγωγος ενός ήδη γνωστού νόµου, ή γραµµικός 
συνδυασµός (µε σταθερούς συντελεστές) γνωστών νόµων διατήρησης.  

4. Η πυκνότητα P [u] είναι παράγωγος ως προς  x µιας συνάρτησης R [u], τέτοιας ώστε 
R→0  όταν  x → ± ∞ . Στην περίπτωση αυτή, το ολοκλήρωµα της P [u] στην (2.23)  
ισούται µε  R (+∞) – R (−∞) = 0−0 = 0, και η σταθερά της κίνησης µηδενίζεται.  

 
Οι νόµοι διατήρησης στις Μ∆Ε (ιδιαίτερα στις µη-γραµµικές) έχουν σηµασία ανάλογη µε 
αυτή των σταθερών της κίνησης στα µηχανικά συστήµατα. Όπως γνωρίζουµε από την Κλα-
σική Μηχανική [10], η εύρεση όσο το δυνατόν περισσότερων σταθερών αποτελεί σηµαντικό 
βήµα για τον προσδιορισµό της λύσης του προβλήµατος, αφού έτσι περιορίζεται (τουλάχι-
στον σε κάποιο βαθµό) η αναγκαιότητα της απευθείας ολοκλήρωσης των εξισώσεων. Επειδή 
µια Μ∆Ε µπορεί να θεωρηθεί ως σύστηµα άπειρων διαστάσεων, η ολοκληρωσιµότητά της 
τυπικά συνδέεται µε την ύπαρξη άπειρου πλήθους νόµων διατήρησης [1-3]. Είναι µάλιστα 
χαρακτηριστικό ότι, συχνά, οι νόµοι αυτοί σχετίζονται άµεσα µε την παρουσία ζεύγους Lax 
και/ή µετασχηµατισµού Bäcklund. Έτσι, αν µη τι άλλο, η ύπαρξη απειρίας νόµων διατήρησης 
αποτελεί ένδειξη ολοκληρωσιµότητας για µια µη-γραµµική Μ∆Ε.  
 
Ας δούµε τώρα παραδείγµατα νόµων διατήρησης για µη-γραµµικές Μ∆Ε :  
 
1. Εξίσωση Korteweg-de Vries (KdV)  
 
Θυµίζουµε ότι η εξίσωση KdV γράφεται  
 

           [ ] 6 0t x xxxF u u u u u≡ − + =                                                (2.24) 
 
προσθέτοντας εδώ και την οριακή συνθήκη ότι το  u και όλες οι µερικές παράγωγοί του τεί-
νουν στο µηδέν όταν  x → ± ∞ . Καταρχήν, η ίδια η εξίσωση γράφεται στη µορφή νόµου δια-
τήρησης:  
 
                                        2 2( 3 ) ( 3 )t xx x t x xxu u u u u u+ − ≡ ∂ +∂ − = 0
 
µε  P [u] ≡ u  και  Q [u] ≡ uxx −3u2 . Άρα, βάσει της (2.23),  
 

                                                      u d x
+∞

−∞
=∫ σταθερό      

 
Ένας δεύτερος νόµος διατήρησης βρίσκεται αν πολλαπλασιάσουµε την (2.24) επί u. Το απο-
τέλεσµα είναι  
 

                         2 21 1

2 2
2xx x

t x

u u u u u+ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3 0=     όταν    F [u] = 0   

 
έτσι ώστε  
 

                                                     2u d x
+∞

−∞
=∫ σταθερό         
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Ένας τρίτος νόµος διατήρησης βρίσκεται αν πάρουµε το συνδυασµό 3u2F [u]+ux∂xF [u], µε 
αποτέλεσµα ότι  
 

                                             3 21

2
( )xu u d x

+∞

−∞
+ =∫ σταθερό       

 
Όπως αποδεικνύεται [1-3], η εξίσωση KdV διαθέτει ένα άπειρο πλήθος ανεξάρτητων νόµων 
διατήρησης. Γενικά, η παρουσία µιας απειρίας τέτοιων νόµων σε µια µη-γραµµική Μ∆Ε υπο-
δηλώνει ότι είναι πιθανό η εξίσωση αυτή να είναι ολοκληρώσιµη µε τη µέθοδο της αντίστρο-
φης σκέδασης (inverse scattering), µε χρήση ενός κατάλληλου γραµµικού ζεύγους Lax. Τούτο 
είναι σίγουρα αληθές για την KdV.  
 
2. Εξίσωση sine-Gordon  
 
Η εξίσωση γράφεται  
 

      [ ] sin 0xtF u u u≡ − =                                                      (2.25) 
 
µε την οριακή συνθήκη ότι το u και οι παράγωγοί του τείνουν στο µηδέν όταν  x → ± ∞ . Και 
η εξίσωση αυτή διαθέτει ένα άπειρο πλήθος νόµων διατήρησης. Ας δούµε µερικούς:  
 

                                    21
(1 cos ) ( ) 0

2t t xu u− − =     όταν    F [u] = 0   

 

                                    21
( ) (1 cos )
2 x t xu u− − =0     όταν    F [u] = 0   

 

                               4 2 21
( ) ( cos )
4 x xx t x xu u u u− + 0=     όταν    F [u] = 0    

 
III. Συµµετρίες  
 
Α. Γενική ιδέα   
 
Έστω µια Μ∆Ε F [u]=0, όπου, χάριν απλότητας, η λύση u είναι συνάρτηση δύο µεταβλητών 
x και t :  u= u(x,t) . Γενικά, F [u] ≡ F(x, t, u, ux , ut , uxx , utt , uxt , ...). Γεωµετρικά, λέµε ότι η F 
ορίζεται σε ένα χώρο jet (jet space) [9,11] µε συντεταγµένες τα x, t, u και όλες τις αναγκαίες 
παραγώγους τού u. Μια λύση της Μ∆Ε, τότε, είναι µια «επιφάνεια» στο χώρο jet. Θεωρούµε 
ένα µετασχηµατισµό  u(x,t)→ u΄(x,t), από τη συνάρτηση u σε µια νέα συνάρτηση u΄. Ο µετα-
σχηµατισµός αυτός παριστά µια συµµετρία της Μ∆Ε αν ικανοποιείται η εξής συνθήκη: η 
u΄(x,t) είναι λύση της F [u]=0  όταν η  u(x,t) είναι λύση της F [u]=0 . ∆ηλαδή,  
 

         F [ u΄ ] = 0    όταν    F [u] = 0                                              (3.1) 
 
Οι συµµετρίες που µας ενδιαφέρουν εδώ είναι οι συνεχείς συµµετρίες, αυτές δηλαδή που 
µπορούν να εκφραστούν µε απειροστούς µετασχηµατισµούς. Ένας απειροστός µετασχηµατι-
σµός συµµετρίας γράφεται  
 

         u  →  u΄ =  u + δu                                                        (3.2) 
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όπου το  δu= u΄- u  είναι απειροστή ποσότητα, µε την έννοια ότι (δu)2
 ≈0, (δu)3

 ≈0, κλπ. Η 
συνθήκη συµµετρίας (3.1) γράφεται  
 

              F [u+δu] = 0    όταν    F [u] = 0                                           (3.3) 
 
Τώρα, µια απειροστή µεταβολή δu του u επάγει µια αντίστοιχη (απειροστή) µεταβολή τού  
F [u] . Ορίζουµε  
 

         δF [u] = F [u+δu] − F [u]                                                (3.4) 
 
Ας δούµε µερικά παραδείγµατα:  
 
1. Για  F [u] = ux , έχουµε ότι  δux= (u+δu)x − ux =  (δu)x , ενώ για  F [u] = ut  έχουµε  δut= (δu)t .  
 
2. Για  F [u] = u2

 , έχουµε  δ(u2)= (u+δu)2
 − u2

 = 2uδu , αφού  (δu)2
 ≈ 0 .  

 
Προσέξτε ότι ο απειροστός τελεστής  δ  αντιµετατίθεται µε όλους τους τελεστές µερικής πα-
ραγώγισης. Γράφουµε  
 
            [ δ , ∂x ] = [ δ , ∂t ] = 0    όπου     [ δ , ∂x ] F [u] ≡ δ (∂xF [u]) − ∂x (δF [u]) ,  κλπ.     
 
Επειδή ο τελεστής  δ  εκφράζει απειροστή µεταβολή, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι έχει όλες 
τις ιδιότητες ενός διαφορικού. Έτσι,  
 

     

[ ]

( ) ( )

x t
x t

x t
x t

F F F
F u u u u

u u u

F F F
u u u

u u u

δ δ δ δ

δ δ δ

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + + +
∂ ∂ ∂

                                (3.5) 

 
Επίσης, ισχύει ο κανόνας του Leibniz,  
 

      ( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]F u G u F u G u F u G uδ δ= + δ                                    (3.6) 
 
Χρησιµοποιώντας τώρα την (3.4), γράφουµε την συνθήκη συµµετρίας (3.3) στη µορφή  
 

       δF [u] = 0    όταν    F [u] = 0                                               (3.7) 
 
Η χρήση του απειροστού τελεστή  δ  ίσως ενοχλεί τον αναγνώστη, αφού πολλές σχέσεις στις 
οποίες εµφανίζεται ισχύουν µόνο προσεγγιστικά. Για το λόγο αυτό, θα περιγράψουµε τώρα 
µια εναλλακτική προσέγγιση που κάνει χρήση ενός πεπερασµένου τελεστή, της παραγώγου 
Lie. Ο αλγεβρικός φορµαλισµός που προτείνουµε είναι αρκετά γενικός, και µπορεί να φανεί 
ιδιαίτερα χρήσιµος στην περίπτωση των Μ∆Ε που οι λύσεις τους είναι πίνακες. Για τους πιο 
«κλασικούς», γεωµετρικούς φορµαλισµούς, παραπέµπουµε τον αναγνώστη στη βιβλιογραφία 
[11-19] .  
 
Β. Παράγωγος Lie και γραµµική συνθήκη συµµετρίας  
 
Στην προαναφερόµενη βιβλιογραφία, οι συµµετρίες των Μ∆Ε εκφράζονται µε τη βοήθεια 
διανυσµατικών πεδίων στο χώρο jet, και τα πεδία αυτά παρίστανται στη µορφή διαφορικών 
τελεστών. Η πρακτική αυτή, αν και καλά καθιερωµένη εδώ και πολλά χρόνια, έχει ένα βασι-
κό µειονέκτηµα το οποίο αναδεικνύεται στην περίπτωση των Μ∆Ε που οι λύσεις τους είναι 
πίνακες: Πώς θα υπολογίσουµε την αγκύλη Lie (το µεταθέτη) δύο διαφορικών τελεστών 
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στους οποίους κάποιες από τις µεταβλητές, καθώς και οι συντελεστές των µερικών παραγώ-
γων ως προς τις µεταβλητές αυτές, είναι πίνακες; Το ζήτηµα αυτό εκκρεµεί από την εποχή 
που πρωτοπαρουσιάστηκε η γεωµετρική µέθοδος εύρεσης συµµετριών των Μ∆Ε µε λύσεις 
στη µορφή πινάκων [17]. Προέκυψε µάλιστα στην πράξη ως πρόβληµα λίγο αργότερα, όταν 
θελήσαµε να µελετήσουµε την άλγεβρα Lie των άπειρων συµµετριών της αυτο-δυϊκής εξί-
σωσης Yang-Mills [8]. Αν και βρέθηκε µια ad hoc λύση για το συγκεκριµένο πρόβληµα, δεν 
αναπτύχθηκε παράλληλα ένας γενικότερος φορµαλισµός για την αντιµετώπιση τέτοιων περι-
πτώσεων. Η συζήτηση που ακολουθεί αποτελεί ένα βήµα στην κατεύθυνση της κάλυψης αυ-
τού του κενού. Θα περιοριστούµε στην έκθεση των βασικών εννοιών που αφορούν τις συµµε-
τρίες των Μ∆Ε, χωρίς να υπεισέλθουµε στο πολύ δυσκολότερο πρόβληµα του υπολογισµού 
τέτοιων συµµετριών. (Για τις βασικές τεχνικές, βλ. [11,16-18] .)  
 
Έστω F [u] ≡ F(x, t, u, ux , ut , uxx , utt , uxt , ...) µια δοσµένη συνάρτηση στο χώρο jet. Όπως έ-
χουµε ήδη αναφέρει, η παραγώγιση τέτοιων συναρτήσεων ως προς x ή t θα πρέπει να λαµβά-
νει υπόψη τους δύο τρόπους, άµεσο και έµµεσο, µε τους οποίους η F [u] µπορεί να εξαρτάται 
από τις µεταβλητές αυτές. Αν το u είναι µονόµετρο µέγεθος, µπορούµε να ορίσουµε τους τε-
λεστές ολικής παραγώγισης,  
 

     
x x xx xt

x t

t t xt t t
x t

D u u u
x u u u

D u u u
t u u u

∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +
∂ ∂ ∂ ∂

                                      (3.8) 

 
(Προσέξτε ότι τώρα τα ∂/∂x και ∂/∂t αναφέρονται αποκλειστικά στην άµεση εξάρτηση της F 
από τα x και t, σε αντίθεση µε τους συµβολισµούς που υιοθετήσαµε στην προηγούµενη ενό-
τητα!) Στην περίπτωση, όµως, που το u έχει διαστάσεις πίνακα, η (3.8) έχει µόνο συµβολική 
σηµασία και δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε πραγµατικούς υπολογισµούς. Θα πρέπει, λοι-
πόν, να ορίσουµε τα Dx και Dt µε διαφορετικό τρόπο.  
 
Ορίζουµε ένα γραµµικό τελεστή Dx που δρα στο σύνολο των συναρτήσεων F [u] στο χώρο jet 
και έχει τις εξής ιδιότητες:  
 
1. Για µια συνάρτηση της µορφής   f (x,t),  ισχύει ότι   Dx f = ∂ f /∂x ≡  ∂x  f .  
 
2. Για τη µεταβλητή  u και τις παραγώγους της, ισχύει ότι  Dx u = ux  ,  Dx ux = uxx  ,  Dx ut = utx  ,  
κλπ.  
 
3. Ικανοποιείται ο κανόνας του Leibniz    
 

      ( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]x x x x xD F u G u D F u G u F u D G u F G FG= + ≡ +

=

                      (3.9) 
 

Με ανάλογο τρόπο ορίζουµε και το γραµµικό τελεστή Dt . Συχνά θα χρησιµοποιούµε τους 
συµβολισµούς  
 

             Dx F [u]  ≡ Fx  ,      Dt F [u]  ≡ Ft                                               (3.10) 
 
Λαµβάνοντας υπόψη ότι  και x t t x∂ ∂ = ∂ ∂  uxt =  utx , µπορούµε να γράψουµε  
 
                                            [ , ] 0x t t x x tD D D D D D= ⇔
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(οι ολικές παράγωγοι αντιµετατίθενται). Μπορούµε επίσης να ορίσουµε ολικές παραγώγους 
ανώτερης τάξης:  
 
                             κλπ.   2 2, ,xx x t t t x t tx x t t xD D D D D D D D D D= = = = = ,

1

 
Αυτές οι παράγωγοι, όµως, δεν ικανοποιούν πλέον τον κανόνα του Leibniz.  

 
Παραδείγµατα:  
 
1. Ο υπολογισµός των  Dx (A −1) και Dt (A −1) , όπου το A είναι τετραγωνικός πίνακας, γίνεται 
όπως για την εξίσωση (6.5) στο Παράρτηµα. Το αποτέλεσµα είναι  
 

          1 1 1 1 1( ) , ( )x x t tA A A A A A A A− − − − −= − =− −

t

                                  (3.11) 
 
2. Κατ’ αναλογία µε τη σχέση (6.8) στο Παράρτηµα,  
 

                             (3.12) [ , ] [ , ] [ , ] , [ , ] [ , ] [ , ]x x x t tD A B A B A B D A B A B A B= + = +

 
όπου  [A , B] = AB−BA   ο µεταθέτης των πινάκων Α και Β .  
 
3. Σαν ειδικό παράδειγµα, έστω  F [u] = x t ux

2
 , όπου το  u είναι τετραγωνικός πίνακας. Τότε,  

 
                              Dt F  [u] = Dt (x t ux ux) = x ux

2 + x t (uxt  ux + ux  uxt)     
 
Προχωρούµε στους µετασχηµατισµούς συµµετρίας για τη Μ∆Ε F [u] = 0 . Ένας τέτοιος µε-
τασχηµατισµός (θα τον ονοµάσουµε Μ) παράγει µια µονοπαραµετρική οικογένεια λύσεων 
της Μ∆Ε από κάθε δοσµένη λύση u(x,t) . Γράφουµε:  
 

         : ( , ) ( , ; )M u x t u x t α→     όπου    ( , ;0) ( , )u x t u x t=                               (3.13) 
 
Για απειροστές τιµές της παραµέτρου α , µπορούµε να γράψουµε  
 

       ( , ; ) ( , ) [ ]u x t u x t Q uα α+     όπου    
0

[ ] d uQ u
d αα =

=                             (3.14) 

 
Η συνάρτηση  Q [u] ≡ Q (x, t, u, ux , ut , uxx , utt , uxt , ...) στο χώρο jet καλείται χαρακτηριστική της 
συµµετρίας. Καλούµε u u uδ = − , έτσι ώστε  
 

       [ ]u Q uδ α                                                                  (3.15) 
 
Ορίζουµε τώρα ένα γραµµικό τελεστή L (παράγωγος Lie ως προς τη χαρακτηριστική Q) που 
δρα στο σύνολο των συναρτήσεων F [u] στο χώρο jet  και έχει τις εξής ιδιότητες:  
 
1. Για µια συνάρτηση της µορφής   f (x, t)  (που δεν εµπεριέχει, δηλαδή, το u),  ισχύει ότι  
 
                                                            L f = 0   
 
2. Για  F [u]= u  ισχύει ότι    
 

        L u = Q [u]                                                                   (3.16)  
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3. Ο  L  αντιµετατίθεται µε όλους τους τελεστές ολικής παραγώγισης:  
 

       L (Dx F [u]) = Dx (L F [u])  ,      L (Dt F [u]) = Dt (L F [u])                         (3.17) 
 

Γράφουµε:    
 
                         [L , Dx ]  ≡  L Dx  −  Dx L =  0 ,       [L , Dt ]  ≡  L Dt  −  Dt L =  0   
 
4. Ισχύει ο κανόνας του Leibniz :  
 

         ( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]F u G u LF u G u F u G uL L= +                                   (3.18) 

 
Παραδείγµατα:  
 
1. Από τις (3.16) και (3.17), έχουµε  
 

                                     (3.19) ( ) ( ) [ ] , [x x x x t tL u L D u D Lu Q u L u Q u= = = = ]

1

 
2. Κατ’ αναλογία µε τις (3.11) και (3.12),  
 

          1 1( ) )(L A A A AL− −= − −                                                    (3.20) 
 

[ , ] [ , ] [ , ]A B LA B A LBL = +                                                 (3.21) 
 

όπου  A, B τετραγωνικοί πίνακες και  [A , B] = AB−BA .  
 
3. Για το προηγούµενο ειδικό παράδειγµα F [u] = x t ux

2
 , όπου το  u είναι τετραγωνικός πίνα-

κας, έχουµε:  
 

                          
2[ ] ( ) ( ) [( ) ]

[( ) ( ) ] ( )
x x x x x x

x x x x x x x x

L F u L x tu x t L u u x t Lu u u Lu

x t Lu u u Lu x t Q u u Q

= = = +

= + = +
x

 
Στην περίπτωση που η λύση u της Μ∆Ε είναι βαθµωτή συνάρτηση, η παράγωγος Lie ως προς 
τη χαρακτηριστική Q δέχεται µια κοµψή αναπαράσταση στη µορφή διαφορικού τελεστή:  
 

     

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

x t
x t

xx t t x t
xx t t x t

L Q u Q u Q u
u u u

Q u Q u Q u
u u u

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂
+

                            (3.22) 

 
Τέτοιες αναπαραστάσεις έχουν µόνο συµβολική σηµασία για τις Μ∆Ε που οι λύσεις τους εί-
ναι πίνακες, και δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν σε πραγµατικούς υπολογισµούς. Αυτό κα-
τέστησε αναγκαία την επέκταση [17-19] των υπαρχουσών µεθόδων εύρεσης συµµετριών των 
Μ∆Ε [11-16], έτσι ώστε να αντιµετωπίζονται και αυτά τα πιο σύνθετα προβλήµατα.  
 
Η συνθήκη συµµετρίας της Μ∆Ε F [u]=0, εκφρασµένη προηγουµένως στην προσεγγιστική 
µορφή (3.7), µπορεί τώρα να αναδιατυπωθεί µε ακριβέστερο τρόπο µε τη βοήθεια της παρα-
γώγου Lie. Προκειµένου να αποφύγουµε την εµπλοκή στα δύσκολα µονοπάτια της ∆ιαφορι-
κής Γεωµετρίας (βλ., π.χ., [11,17]), θα θυσιάσουµε τη µαθηµατική τελειότητα και τη γοητεία 
του αφηρηµένου στο βωµό της επιθυµητής, για την περίσταση, απλότητας.  
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Παρατηρούµε ότι ο απειροστός τελεστής δ και η παράγωγος Lie L µοιράζονται κοινές ιδιότη-
τες:  
 

1. Είναι γραµµικοί τελεστές.  
2. Αντιµετατίθενται µε τους τελεστές ολικής παραγώγισης.  
3. ∆εν επιδρούν σε συναρτήσεις της µορφής  f (x,t) .  
4. Ικανοποιούν τον κανόνα του Leibniz.  

 
Επίσης, από τις σχέσεις (3.15) και (3.16),  δu= αQ [u]  και  Lu= Q [u] , έχουµε ότι  
 

            u Luδ α=                                                               (3.23) 
 
και, κατ’ επέκταση,  δux= α Lux ,  δut= α Lut , κλπ. Τέλος, από τις (3.5) και (3.15) παίρνουµε  
 

               [ ] x t
x t

F F F
F u Q Q Q

u u u
δ α

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  (3.24) 

 
για την περίπτωση που το u είναι βαθµωτή συνάρτηση, ενώ από την (3.22) έχουµε  
 

          [ ] x t
x t

F F F
Q Q Q

u u u
L F u ∂ ∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂

=                                         (3.25) 

 
Είναι λοιπόν φανερό ότι, γενικά,  
 

          [ ] [ ]F u L F uδ α=                                                         (3.26) 
 

Από τις (3.23) και (3.26) παρατηρούµε ότι η παράγωγος Lie διατηρεί το χαρακτήρα των συ-
ναρτήσεων στις οποίες δρα. ∆ηλαδή, απεικονίζει βαθµωτές συναρτήσεις σε βαθµωτές συναρ-
τήσεις, πίνακες σε πίνακες ίδιας τάξης, κλπ. (Για έναν ακριβέστερο, γεωµετρικό ορισµό της 
παραγώγου Lie, βλ. [11].) Η συνθήκη συµµετρίας (3.7) παίρνει τώρα τη µορφή  
 

               L F [u] = 0    όταν    F [u] = 0                                                 (3.27) 
 

Ο αναγνώστης µπορεί να διερωτηθεί: «Μα, αφού F=0 και ο L είναι γραµµικός τελεστής, δεν 
είναι αυτονόητο ότι, γενικά, LF=0 ; »  Όχι! Θυµίζουµε ότι, για να υπολογίσουµε την παράγω-
γο µιας συνάρτησης  f (x) στο σηµείο x=x0 , πρώτα βρίσκουµε τη συνάρτηση  f ΄(x) και µετά 
κάνουµε την αντικατάσταση  x=x0 . ∆εν παραγωγίζουµε εξαρχής την τιµή  f (x0) της συνάρτη-
σης  f (x) στο δοσµένο σηµείο (πράγµα που, φυσικά, θα έδινε πάντα µηδέν!). Όµοια, στην 
(3.27), πρώτα υπολογίζουµε την έκφραση  LF [u]  για αυθαίρετο  u, και κατόπιν αξιώνουµε ότι 
η έκφραση αυτή µηδενίζεται όταν το u είναι λύση της Μ∆Ε F [u] = 0 . Μια καλλίτερη γραφή 
τής (3.27), την οποία θα υιοθετήσουµε στη συνέχεια, είναι  
 

                                       L F [u] = 0    mod    F [u]                                                      (3.28) 
 

Αν το  u  είναι βαθµωτή συνάρτηση, οι (3.25) και (3.28) δίνουν µια γραµµική Μ∆Ε για τη 
χαρακτηριστική Q της συµµετρίας:  
 

0 mod [ ]x t xx t t xt
x t xx t t xt

F F F F F FQ Q Q Q Q Q F
u u u u u u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + u      (3.29) 

 
Σε κάθε περίπτωση (ακόµα και όταν το  u  έχει, π.χ., τη µορφή πίνακα), ισχύει το εξής :  
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Η συνθήκη συµµετρίας (3.28) για τη Μ∆Ε  F [u]=0  είναι µια γραµµική Μ∆Ε για τη χα-
ρακτηριστική Q .  

 
Τη γραµµική αυτή Μ∆Ε για τη συνθήκη συµµετρίας τη γράφουµε, συµβολικά,  
 

                                               S (Q ; u) = 0    mod    F [u]                                                 (3.30) 
 
όπου   S (Q ; u) = L F [u] .  

  
Παράδειγµα 1:  Εξίσωση sine-Gordon (s-G). Η εξίσωση γράφεται   
 
                                                      F [u] ≡ uxt − sin u= 0     
 
Επειδή το u είναι βαθµωτή συνάρτηση, εκφράζουµε τη συνθήκη συµµετρίας (3.30) στη µορ-
φή (3.29):  
 
                                                  (cos ) 0 mod [ ]xtQ u Q F− = u
 
Ας δοκιµάσουµε τη λύση  Q [u] = ux . Η χαρακτηριστική αυτή αντιστοιχεί στο µετασχηµατι-
σµό συµµετρίας  [βλ. σχέση (3.13)]  
 

   : ( , ) ( , ; ) ( , )M u x t u x t u x tα α→ = +                                           (3.31) 
 
που σηµαίνει ότι, αν η  u(x,t)  είναι λύση της s-G, τότε και η ( , )u x t = u(x+α, t) επίσης είναι 
λύση. Έχουµε:  
 
               (cos ) ( ) (cos ) ( sin ) [ ] 0 mod [ ]xt x xt x xt x xQ u Q u u u u u D F u F− = − = − = = u
 
Όµοια, η χαρακτηριστική  Q [u] = ut  αντιστοιχεί στη συµµετρία  
 

         : ( , ) ( , ; ) ( , )M u x t u x t u x tα α→ = +                                           (3.32) 
 

που σηµαίνει ότι, αν η  u(x,t)  είναι λύση της s-G, τότε και η ( , )u x t = u(x, t+α) επίσης είναι 
λύση. Οι συµµετρίες (3.31) και (3.32) αντανακλούν το γεγονός ότι η εξίσωση s-G δεν περιέ-
χει απευθείας τις µεταβλητές x και t. (Φυσικά, η s-G έχει και άλλες συµµετρίες που δεν ανα-
φέρονται εδώ. Βλ., π.χ., [11].)  
 
Παράδειγµα 2:  Εξίσωση της θερµότητας. Η εξίσωση αυτή γράφεται   
 
                                                        F [u] ≡ ut − uxx= 0   
 
Η συνθήκη συµµετρίας (3.29) είναι  
 
                                                     0 mod [ ]t xxQ Q F u− =

 
 Όπως είναι εύκολο να δείξουµε, ισχύουν και εδώ οι συµµετρίες (3.31) και (3.32). Ας δοκι-
µάσουµε τώρα τη λύση  Q [u] = u .  Έχουµε:  
 
                                 Q t − Q xx =  ut − uxx =  F [u] =  0    mod   F [u]     
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Η συµµετρία αυτή αντιστοιχεί στο µετασχηµατισµό  
 

      : ( , ) ( , ; ) ( , )M u x t u x t e u x tαα→ =                                          (3.33) 
 

και είναι συνέπεια της γραµµικότητας της εξίσωσης της θερµότητας.  
 
Παράδειγµα 3:  Εξίσωση του Burgers. Μια γραφή της είναι   
 
                                                  F [u] ≡ ut − uxx− ux

2 = 0        
 
Η συνθήκη συµµετρίας (3.29) γράφεται  
 
                                               2 0 mod [t xx x xQ Q u Q F u− − = ]

d [ ]

 
∆οκιµάζοντας  Q= ux και  Q= ut , επαληθεύουµε τις συµµετρίες (3.31) και (3.32):  
 

                           
2 2 [ ] 0 mo

2 2 [ ] 0 mod [ ]
t xx x x xt xxx x xx x

t xx x x t t xxt x xt t

Q Q u Q u u u u D F u F u

Q Q u Q u u u u D F u F u

− − = − − = =

− − = − − = =
 
Μια άλλη συµµετρία είναι η Q [u]=1, που αντιστοιχεί στο µετασχηµατισµό  
 

       : ( , ) ( , ; ) ( , )M u x t u x t u x tα α→ = +                                           (3.34) 
 

και είναι συνέπεια του ότι το u υπεισέρχεται στο F [u] µόνο µέσω των παραγώγων του.  
 
Παράδειγµα 4:  Εξίσωση κύµατος. Η εξίσωση γράφεται  
 
                                           F [u] ≡ utt − c2

 uxx= 0    ( c = σταθ.)    
 
µε συνθήκη συµµετρίας  
 
                                                   2 0 mod [ ]t t xxQ c Q F u− =

 
Η λύση  Q [u] = x ux+ t ut  αντιστοιχεί στο µετασχηµατισµό συµµετρίας  
 

          : ( , ) ( , ; ) ( , )M u x t u x t u e x e tα αα→ =                                          (3.35) 
 
που εκφράζει το αναλλοίωτο της εξίσωσης κύµατος κάτω από µια «αλλαγή κλίµακας» των x 
και  t . [Ο αναγνώστης ας επαληθεύσει την (3.35), καθώς και τις συµµετρίες (3.31)-(3.34).]  
 
Είναι αξιοσηµείωτο ότι κάθε µία από τις παραπάνω Μ∆Ε δέχεται ένα άπειρο πλήθος µετα-
σχηµατισµών συµµετρίας [11]. Μια δυναµική µέθοδος για την εύρεση άπειρων συµµετριών 
είναι η αναζήτηση ενός τελεστή επανάληψης (recursion operator) ο οποίος, κάθε φορά που 
δρα πάνω σε µια χαρακτηριστική, παράγει µια νέα χαρακτηριστική για µια νέα συµµετρία. 
Θα επανέλθουµε στο θέµα αυτό στη συνέχεια, κατά τη συζήτηση της αυτο-δυϊκής εξίσωσης 
Yang-Mills.  
 
 
 
 



18 Κ. Ι. Παπαχρήστου 

Γ. Άλγεβρα Lie των συµµετριών µιας Μ∆Ε  
 
1. Εισαγωγή   
 
Οι συµµετρίες µιας Μ∆Ε F [u]=0 είναι, κατά κάποιον τρόπο, µια κλειστή «κοινωνία». Συγκε-
κριµένα, αποτελούν διανυσµατικό χώρο µε ένα επιπρόσθετο, αντισυµµετρικό εσωτερικό «γι-
νόµενο» που καλείται αγκύλη του Lie (Lie bracket). Συνθέτουν, έτσι, µια άλγεβρα Lie (Lie 
algebra). Αν το u είναι βαθµωτή συνάρτηση, η αγκύλη του Lie δεν είναι τίποτ’ άλλο από το 
µεταθέτη τελεστών της µορφής (3.22). Τι γίνεται όµως αν το u είναι, π.χ., πίνακας ; Στην πε-
ρίπτωση αυτή, οι τελεστές (3.22) έχουν µόνο συµβολική σηµασία, και οι µεταθέτες τους δεν 
ορίζονται µε το συνήθη τρόπο. Πρέπει λοιπόν να γενικεύσουµε τον ορισµό της αγκύλης του 
Lie, έτσι ώστε να καταστεί δυνατό να µελετήσουµε την αλγεβρική δοµή Lie ενός σηµαντικού 
αριθµού κλασικών πεδιακών εξισώσεων που εκφράζονται στη µορφή πινάκων. (Ενδεικτικά 
αναφέρουµε το µη-γραµµικό µοντέλο σ (2.13), τις εξισώσεις Yang-Mills, την εξίσωση του 
Ernst στη Γενική Σχετικότητα, κλπ.)  
 
2. Η αγκύλη του Lie  
 
Έστω  δ1 u = α Q1 [u]  και  δ2 u = α Q2 [u]  δύο ανεξάρτητες συµµετρίες της Μ∆Ε  F [u]=0 . Οι 
παράγωγοι Lie που αντιστοιχούν στις χαρακτηριστικές Q1 και Q2  είναι L1 και L2 , όπου  
 

        L1 u = Q1 [u]  ,       L2 u = Q2 [u]                                             (3.36) 
 

Η αγκύλη του Lie των L1 και L2 συµβολίζεται  [L1 , L2 ] και ορίζεται ως ο τελεστής εκείνος που 
δρα σε συναρτήσεις F [u] στο χώρο jet, ως ακολούθως:  
 

         [L1 , L2 ] F [u]  ≡  L1 (L2F [u]) − L2 (L1F [u])                                     (3.37) 
 

Πρόταση:  Η αγκύλη του Lie είναι παράγωγος Lie για τη χαρακτηριστική  
 

           Q1,2 [u] = L1 (Q2 [u]) − L2 (Q1 [u])                                            (3.38) 
 

Απόδειξη:   
 
1. Ο τελεστής  [L1 , L2 ]  είναι γραµµικός, όπως προκύπτει από τον ορισµό (3.37) και τη γραµ-
µικότητα των L1 και L2  .  
 
2. Θέτοντας  F [u]= u  στην (3.37), και λαµβάνοντας υπόψη την (3.36), έχουµε:  
 
                 [L1 , L2 ] u =  L1 (L2 u) − L2 (L1 u) = L1 (Q2 [u]) − L2 (Q1 [u])  ≡  Q1,2 [u]         
 
3. Ο τελεστής  [L1 , L2 ] αντιµετατίθεται µε τους τελεστές ολικής παραγώγισης, όπως προκύ-
πτει από την (3.37) και την αντιµεταθετικότητα των L1 , L2  µε τις ολικές παραγώγους.  
 
4. Ο τελεστής  [L1 , L2 ] ικανοποιεί τον κανόνα του Leibniz . Αυτό µπορούµε να το δείξουµε 
από τον ορισµό (3.37) και το γεγονός ότι καθένας εκ των L1 και L2  υπακούει στον κανόνα του 
Leibniz . Παραλείποντας τις ενδιάµεσες πράξεις, δίνουµε το τελικό συµπέρασµα της απόδει-
ξης :  
 
          1 2 1 2 2 1 1 2 1 2[ , ] ( [ ] [ ] ) { ( )} { ( )} ( [ , ] ) [ , ]L L F u G u L L F G L L F G L L F G F L L G= − = +
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Στην περίπτωση που το u είναι βαθµωτή συνάρτηση, η αγκύλη του Lie µπορεί να αναπαρα-
σταθεί σαν διαφορικός τελεστής της µορφής (3.22) µε  Q = Q 1,2  και, όπως µπορούµε να δεί-
ξουµε, ισούται µε το µεταθέτη των διαφορικών τελεστών L1 και L2 :  Έστω   
 

                                    
1 1 1 1

2 2 2 2

[ ] ( ) ( )

[ ] ( ) ( )

x t
x t

x t
x t

L Q u Q Q
u u u

L Q u Q Q
u u u

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂

      

Τότε,  

        1 2 1 2 2 1 1,2 1,2 1,2[ , ] [ ] ( ) ( )x t
x t

L L L L L L Q u Q Q
u u u
∂ ∂ ∂

= − = + + +
∂ ∂ ∂

          (3.39)   

όπου                                                                                                                                      
       1,2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1[ ] [ , ] ( ) ( ) ( [ ]) ( [ ])Q u L L u L L u L L u L Q u L Q u= = − = −              (3.40) 

 
3. Η άλγεβρα Lie των συµµετριών  
 
Έστω L το σύνολο όλων των παραγώγων Lie που εκφράζουν συµµετρίες της Μ∆Ε  F [u]=0 . 
Σύµφωνα µε την (3.28),  
 

       L F [u] = 0    mod    F [u]  ,    ∀ L ∈L                                       (3.41) 
 

Αν  Q [u]= L u  είναι η χαρακτηριστική µιας συµµετρίας L , η Q είναι λύση της γραµµικής 
Μ∆Ε (3.30), ενώ ο αντίστοιχος απειροστός µετασχηµατισµός συµµετρίας είναι  
 

        u΄ =  u + δu     όπου     δu  α L u = α Q [u]                                   (3.42) 
 

Το παρακάτω θεώρηµα, το οποίο θα δώσουµε χωρίς απόδειξη, έχει κεντρική σηµασία για τη 
θεωρία των συµµετριών των Μ∆Ε:  
 
Πρόταση:   

1. Αν  L∈L  µε χαρακτηριστική  Q [u], τότε και  λL∈L  µε χαρακτηριστική  λQ [u], όπου λ µια 
σταθερά (πραγµατική ή µιγαδική, ανάλογα µε τις φυσικές συνθήκες του προβλήµατος).  

2. Αν  L1∈L  και  L2∈L  µε χαρακτηριστικές  Q1 [u]  και  Q2 [u], αντίστοιχα, τότε και  
(L1+ L2) ∈L   µε χαρακτηριστική   Q1 [u] + Q2 [u] .  

3. Αν  L1∈L  και  L2∈L  µε χαρακτηριστικές  Q1 [u]  και  Q2 [u], αντίστοιχα, τότε και  
[L1 , L2] ∈L   µε χαρακτηριστική   L1 (Q2 [u]) − L2 (Q1 [u]) .  
 
Οι ιδιότητες (1) και (2) δηλώνουν ότι το σύνολο L είναι διανυσµατικός χώρος. Η ιδιότητα (3) 
δηλώνει, επιπλέον, ότι ο χώρος αυτός είναι µια άλγεβρα Lie. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι   
 

το σύνολο L όλων των τελεστών συµµετρίας µιας Μ∆Ε  F [u]=0  αποτελεί άλγεβρα Lie 
µε εσωτερικό «γινόµενο» την αγκύλη του Lie,  [L1 , L2] =  L1 L2 − L2 L1 .  

 
Το «γινόµενο» [L1, L2] της άλγεβρας Lie έχει τις εξής ιδιότητες :  
 
(α)  [L1 , aL2+bL3] = a [L1 , L2] + b [L1 , L3] ,   [aL1+bL2 , L3] = a [L1 , L3] + b [L2 , L3] .  
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(β)   [L1 , L2] =  − [L2 , L1]    (αντισυµµετρία).    Πόρισµα:    [L , L] = 0 .  
 

(γ)        (ταυτότητα του Jacobi) .   
1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3 2 3 1 3 1 2

, , , , , ,

, , , , , ,

L L L L L L L L L

L L L L L L L L L

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0

0

=⎦

=

k

k

 
Ένα υποσύνολο L΄ ⊂ L λέγεται υποάλγεβρα Lie της L αν και το L΄ καθαυτό είναι µια άλγε-
βρα Lie. Έτσι, θα πρέπει  [L1 , L2]∈L΄, ∀ L1 , L2 ∈L΄. Συχνά, µια Μ∆Ε έχει µια άλγεβρα συµ-
µετρίας Lie άπειρων διαστάσεων (µε την έννοια ότι, ως διανυσµατικός χώρος, η L έχει άπει-
ρες διαστάσεις), η οποία εµπεριέχει υποάλγεβρες συµµετρίας πεπερασµένων διαστάσεων.  
 
Έστω τώρα ότι µια δοσµένη Μ∆Ε έχει µια άλγεβρα συµµετρίας L (η οποία µπορεί να είναι 
υποάλγεβρα µιας άλγεβρας Lie άπειρων διαστάσεων). Ως διανυσµατικός χώρος, η L έχει κά-
ποια πεπερασµένη διάσταση  dim L= n,  ίση µε το µέγιστο αριθµό γραµµικά ανεξάρτητων 
τελεστών συµµετρίας που µπορεί να εµπεριέχει. Έστω {L1 , L2 , ... , Ln} ≡ {Lk} µια βάση  
τής L, και έστω Li , Lj δύο οποιαδήποτε στοιχεία της βάσης αυτής. Επειδή  
[Li , Lj] ∈ L , το  [Li , Lj]  θα είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων βάσης, µε σταθε-
ρούς  συντελεστές. Γράφουµε:   
 

                                                            (3.43) 
1

[ , ]
n

k
i j i j

k
L L c L

=

= ∑
 

Οι σταθερές  ονοµάζονται δοµικές σταθερές (structure constants) της άλγεβρας Lie L για 
τη δοσµένη βάση {L

k
i jc

k}. Λόγω της αντισυµµετρικής ιδιότητας της αγκύλης του Lie, ισχύει ότι 
. k

i j j ic c= −   Ειδικά,  0k
i jc =  για  i= j .  

 
Η τελεστική σχέση (3.43) µπορεί να γραφεί σε ισοδύναµη, αλγεβρική µορφή αν αφήσουµε 
τους τελεστές στα δύο µέλη να επιδράσουν στη µεταβλητή u και λάβουµε υπόψη ότι, γενικά, 
L u=Q [u]  (όπου Q η χαρακτηριστική της συµµετρίας L). Έχουµε:  
 

                
1 1

[ , ] ( ) ( ) ( )
n n

k k
i j i j k i j j i i j k

k k
L L u c L u L L u L L u c L u

= =

⎛ ⎞
= ⇒ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ⇒   

 

                                              (3.44) 
1

( [ ]) ( [ ]) [ ]
n

k
i j j i i j k

k
L Q u L Q u c Q u

=

− = ∑

 
Παράδειγµα:  Εξίσωση Korteweg-de Vries (KdV). Μια από τις µορφές που µπορεί να πάρει 
η εξίσωση (λίγο διαφορετική από αυτή που είδαµε νωρίτερα) είναι  
 

      [ ] 0t x xxxF u u u u u≡ + + =                                                   (3.45) 
 

Η συνθήκη συµµετρίας (3.30) γράφεται  
 

         S (Q ; u) ≡ Q t + Q ux +  u Q x + Q xxx = 0    mod   F [u]                             (3.46) 
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όπου  S (Q ; u)=LF [u] . Η Μ∆Ε (3.45) δέχεται µια άλγεβρα συµµετρίας Lie άπειρων διαστά-
σεων [11]. Εν τούτοις, η άλγεβρα αυτή έχει µια πεπερασµένη υποάλγεβρα L τεσσάρων δια-
στάσεων. Ένας τελεστής συµµετρίας (παράγωγος Lie) L καθορίζεται από την αντίστοιχη χα-
ρακτηριστική Q [u]= L u . Έτσι, µια βάση {L1 , , L4} της L αντιστοιχεί σε µια τετράδα ανε-
ξάρτητων χαρακτηριστικών {Q 1 , , Q4}. Μια τέτοια βάση χαρακτηριστικών είναι η εξής:  
 
                  1 2 3 4[ ] , [ ] , [ ] 1 , [ ] 3 2x t x xQ u u Q u u Q u tu Q u xu tu u= = = − = + t +

x

 
Οι  Q 1 , , Q4  επαληθεύουν την (3.46), αφού, όπως µπορούµε να δείξουµε,  
 

                   1 2 3

4

( ; ) [ ] , ( ; ) [ ] , ( ; ) [ ] ,

( ; ) (5 3 ) [ ]
x t

x t

S Q u D F u S Q u D F u S Q u tD F u

S Q u xD tD F u

= = =

= + +
       

 
Ας δούµε τώρα δύο παραδείγµατα υπολογισµού των δοµικών σταθερών για την L µε εφαρ-
µογή της σχέσης (3.44). Θυµίζουµε ότι η παράγωγος Lie υπακούει στον κανόνα του Leibniz, 
αντιµετατίθεται µε τους τελεστές ολικής παραγώγισης, δεν επιδρά σε συναρτήσεις που δεν 
εµπεριέχουν το u ή τις παραγώγους του, και ισχύει ότι  L i u=Q i [u]  ( i=1,2,3,4). Έχουµε:    
 

               
1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

4

12
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t x t x t x x t t x

k
k

k

L Q L Q L u L u L u L u Q Q u u

c Q
=

− = − = − = − = − =

≡ ∑

0

3 t

 
Επειδή τα  Q k είναι γραµµικά ανεξάρτητα, θα πρέπει  .  Επίσης,  12 0 , 1,2,3,4kc k= =

 

                       
2 3 3 2 2 3 2 3 2

4

1 23
1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

x t x t x

k
t x x xt x k

k

L Q L Q L t u L u t L u L u t Q Q

t u u t u u Q c Q
=

− = − − = − = −

= − + = − = − ≡ ∑
 
Άρα, θα πρέπει  1 2 3 4

23 23 23 231 , 0c c c c=− = = = .  

 
4. Σηµείωση: Συµµετρίες Noether  
 
Ορισµένες Μ∆Ε (όπως, π.χ., η KdV  και η sine-Gordon) µπορεί να εξαχθούν από κάποια συ-
νάρτηση Lagrange (Lagrangian) µε βάση την «αρχή της ελάχιστης δράσης», σε αναλογία µε 
τα µηχανικά συστήµατα [10]. Οι Μ∆Ε αυτές, δηλαδή, προκύπτουν ως εξισώσεις Euler-
Lagrange από τη συνθήκη ελαχιστοποίησης ενός κατάλληλου ολοκληρώµατος «δράσης». 
Κάθε µετασχηµατισµός που αφήνει το ολοκλήρωµα αυτό αναλλοίωτο είναι και µετασχηµατι-
σµός συµµετρίας για την αντίστοιχη Μ∆Ε (το αντίστροφο, όµως, δεν ισχύει απαραίτητα). 
Σύµφωνα µε το θεώρηµα της Noether [10,11], κάθε συνεχής συµµετρία του ολοκληρώµατος 
δράσης συνοδεύεται από έναν αντίστοιχο νόµο διατήρησης για τη Μ∆Ε. Πολλές ολοκληρώ-
σιµες Μ∆Ε διαθέτουν ένα άπειρο πλήθος τέτοιων συµµετριών και αντίστοιχων νόµων διατή-
ρησης [11]. Αυτές οι ιδιότητες, µάλιστα, συχνά συνυπάρχουν µε άλλα χαρακτηριστικά ολο-
κληρωσιµότητας, όπως µετασχηµατισµοί Bäcklund και ζεύγη Lax [1-3].  
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IV. Εφαρµογές  
 
Α. Αυτο-δυϊκή εξίσωση Yang-Mills  
 
Οι εξισώσεις Yang-Mills αποτελούν γενίκευση των εξισώσεων του Maxwell. Περιγράφουν 
τη δυναµική των πεδίων που ευθύνονται για τις διάφορες µορφές αλληλεπιδράσεων, και ανά-
γονται στις εξισώσεις του Maxwell στην περίπτωση του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Επίσης, 
σχετίζονται άµεσα και µε τις εξισώσεις του Einstein για το πεδίο βαρύτητας.   
 
Ο χώρος στον οποίο πρωταρχικά ορίζονται τα πεδία Yang-Mills είναι, φυσικά, ο ψευτο-
ευκλείδειος χωροχρόνος της Σχετικότητας. Στο χώρο αυτό, ο χρόνος ξεχωρίζει από τις άλλες 
«χωρικές» µεταβλητές, αφού στο Πυθαγόρειο Θεώρηµα του αναλογεί αντίθετο πρόσηµο. 
Μια πιο «δηµοκρατική» αντιµετώπιση του χρόνου έχει ένα υψηλό τίµηµα: τον καθιστά φα-
νταστικό µέγεθος στο χωροχρόνο, ή ισοδύναµα, πραγµατικό µέγεθος σε έναν ευκλείδειο χώρο. 
Παρά την εκ πρώτης όψεως µη-φυσικότητά της, η επιλογή ενός ευκλείδειου «χωροχρόνου» 
ανοίγει νέους δρόµους στη µελέτη των εξισώσεων Yang-Mills και επιτρέπει νέες µορφές λύ-
σεων (instantons), η φυσική σηµασία των οποίων αναδεικνύεται στην κβαντική εκδοχή της 
θεωρίας [4,20].  
 
Μια κατηγορία λύσεων των εξισώσεων Yang-Mills σε ευκλείδειο χώρο ικανοποιούν ένα α-
πλούστερο σύστηµα εξισώσεων που ονοµάζονται αυτο-δυϊκές εξισώσεις Yang-Mills (self-dual 
Yang-Mills, SDYM). Μετά από επεξεργασία, το σύστηµα αυτό ανάγεται, τελικά, σε µια µο-
ναδική Μ∆Ε για ένα πεδίο J που έχει τη µορφή µιγαδικού τετραγωνικού πίνακα, την τάξη του 
οποίου θα θεωρήσουµε αυθαίρετη. Το πεδίο J ορίζεται σε ένα χώρο τεσσάρων διαστάσεων µε 
µιγαδικές συντεταγµένες , , ,y z y z , οι οποίες ορίζονται ως εξής:  
 
1. Μιγαδικοποιούµε, καταρχήν, τον αρχικό ευκλείδειο χώρο, επιτρέποντας στις συντεταγµέ-
νες του  0 1 2 3, , ,x x x x  να θεωρούνται µιγαδικές.  
 
2. Ορίζουµε τώρα νέες µιγαδικές συντεταγµένες  , , ,x y z y zµ ≡  ( µ= 1,...,4), ως εξής:  

          1 2 3 0 1 2 3 01 1 1 1( ) , ( ) , ( ) , (
2 2 2 2

y x i x z x i x y x i x z x i x= + = − = − = + )    

Προσέξτε ότι τα ,y z  ανάγονται στα µιγαδικά συζυγή των  y, z, αντίστοιχα, όταν ο υποκείµε-
νος ευκλείδειος χώρος είναι πραγµατικός. Η µιγαδικοποίηση του χώρου αυτού εξασφαλίζει 
ότι οι νέες µεταβλητές είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους.  
 
Η αυτο-δυϊκή εξίσωση Yang-Mills (SDYM) γράφεται  
 

     1 1[ ] ( ) ( ) 0y zy zF J J J J J− −≡ + =                                              (4.1) 

 
όπου, ως συνήθως, οι δείκτες κάτω δεξιά υποδηλώνουν (ολικές) παραγωγίσεις ως προς τις 
υποδεικνυόµενες µεταβλητές. Ο τετραγωνικός πίνακας  J είναι συνάρτηση των  x µ . Πέραν 
της αυτονόητης απαίτησης να είναι αντιστρέψιµος, υπόκειται σε επιπλέον περιορισµούς προ-
κειµένου οι λύσεις τής (4.1) να έχουν φυσική σηµασία στα πλαίσια µιας δεδοµένης θεωρίας. 
Για τους σκοπούς της παρούσας συζήτησης, θα υποθέσουµε απλά ότι  J ∈ GL(N,C) .  
 
1. Τοπικές συµµετρίες  
 
Έστω  L ένας τελεστής συµµετρίας (παράγωγος Lie) για την (4.1). Η χαρακτηριστική Q της 
συµµετρίας είναι πίνακας ίδιας τάξης µε τον  J. Σύµφωνα µε την (3.16),  
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           Q [ J  ] = L  J                                                            (4.2) 
 

Ο αντίστοιχος απειροστός µετασχηµατισµός είναι [βλ. (3.15)]  
 

        δ J = α Q [ J  ]                                                           (4.3) 
 

Λαµβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες του τελεστή L  και κάνοντας χρήση των σχέσεων (3.20) και 
(4.2), µπορούµε να γράψουµε τη συνθήκη συµµετρίας για την (4.1):  
 
           1 1 1 1 1 1[ ] ( ; ) ( ) ( ) 0y y z zy zL F J S Q J J Q J J J Q J Q J J J Q− − − − − −= ≡ − + + − + =     

 
(mod F [J] , φυσικά, διευκρίνιση που στο εξής θα παραλείπουµε χάριν συντοµίας). Η παρα-
πάνω σχέση, που είναι µια γραµµική Μ∆Ε για τη χαρακτηριστική Q , γράφεται πιο κοµψά ως 
εξής:  
 

     { } { }1 1 1 1( ; ) ( ) ( ) 0yy zS Q J D J Q J J D J Q J J− − − −≡ + z =                        (4.4) 

 
Η γραµµική Μ∆Ε (4.4) δίνει ένα άπειρο σύνολο ανεξάρτητων χαρακτηριστικών συµµετρίας, 
µε ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα αλγεβρική δοµή Lie. ∆ηλαδή, η εξίσωση SDYM έχει µια άλγεβρα 
συµµετρίας Lie άπειρων διαστάσεων.  
 
Καταρχήν, διακρίνουµε τις συµµετρίες σε «τοπικές» και «µη-τοπικές». Θα καλούµε µια συµ-
µετρία τοπική (local) αν η χαρακτηριστική Q [J ] περιέχει µόνο τα  x µ , J  και/ή τις παραγώ-
γους πρώτης τάξης τού J (ως προς την παρουσία παραγώγων, διαφοροποιούµαστε έτσι από 
την ορολογία της αναφ.[19]). Μια συµµετρία θα ονοµάζεται µη-τοπική (non-local) αν η Q [J ]  
περιέχει νέες µεταβλητές που εκφράζονται σαν ολοκληρώµατα του J (ή, γενικότερα, ολοκλη-
ρώµατα τοπικών συναρτήσεων του J ), ή, αν περιέχει παραγώγους τού J δεύτερης ή ανώτερης 
τάξης.  
 
Το πρόβληµα των τοπικών συµµετριών επιλύθηκε [18,19] µε τη χρήση γεωµετρικής µεθόδου 
[17] που αναπτύχθηκε ειδικά για τις Μ∆Ε των οποίων οι λύσεις δεν είναι βαθµωτές συναρ-
τήσεις αλλά λαµβάνουν τιµές σε διανυσµατκούς χώρους ή άλγεβρες Lie. Υπάρχουν 9 ανε-
ξάρτητες τοπικές συµµετρίες που αντιστοιχούν σε µετασχηµατισµούς των συντεταγµένων x µ. 
Οι συµµετρίες αυτές αποτελούν βάση για µια υποάλγεβρα συµµετρίας Lie της SDYM . Οι 
χαρακτηριστικές είναι  
 

   
1 2 3 4

5 6 7

8 9

[ ] , [ ] , [ ] , [ ]

[ ] , [ ] , [ ]

[ ] , [ ]

y z y z

y zz y

y zz y

Q J J Q J J Q J J Q J J

Q J y J z J Q J z J y J Q J y J z J

Q J z J y J Q J y J z J

= = = =

= + = + = +

= − = −
y z                  (4.5) 

 
Παίρνοντας γραµµικούς συνδυασµούς των παραπάνω, µπορούµε να βρούµε περισσότερες 
χαρακτηριστικές οι οποίες, όµως, δεν είναι ανεξάρτητες, άρα δεν µπορούν να θεωρηθούν ως 
νέες συµµετρίες. Για παράδειγµα,  Q 5 + Q 6 −  Q 7  = y Jy + z Jz  . Υπάρχουν επίσης και 3 τοπικές 
συµµετρίες που αφορούν µετασχηµατισµούς του ίδιου του J (δεν αντιστοιχούν, δηλαδή, σε 
µετασχηµατισµούς των συντεταγµένων). Οι χαρακτηριστικές αυτών των «εσωτερικών» συµ-
µετριών είναι  
 

       10 11 12[ ] ( , ) , [ ] ( , ) , [ ] ( , )Q J y z J Q J y z J Q J J M y zε Λ= = =                    (4.6) 
 
όπου ε µια αυθαίρετη βαθµωτή συνάρτηση, και Λ , Μ αυθαίρετες συναρτήσεις στη µορφή 
τετραγωνικών πινάκων ίδιας τάξης µε τον J.  
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2. Συµµετρίες δυναµικού (µη-τοπικές συµµετρίες)  
 
Το 1989 οι Bluman και Kumei [13] εισήγαγαν την έννοια των συµµετριών δυναµικού (poten-
tial symmetries) για τις Μ∆Ε. Τον αµέσως επόµενο χρόνο [7] ανακαλύφθηκε ότι η εξίσωση 
SDYM έχει ένα άπειρο πλήθος τέτοιων συµµετριών που παράγονται επαγωγικά µε τη βοή-
θεια ενός τελεστή επανάληψης (recursion operator). Λίγο αργότερα [8] µελετήθηκε η αλγεβρι-
κή δοµή Lie των συµµετριών αυτών και βρέθηκε ότι περιέχει υποάλγεβρες άπειρων διαστά-
σεων, τύπων Kac-Moody και Virasoro [21]. Μια διαφορετική οµάδα ερευνητών [22] επαλή-
θευσε αργότερα και διεύρυνε τα αποτελέσµατα αυτά µε χρήση διαφορετικών µεθόδων, απο-
φεύγοντας όµως επιµελώς κάθε αναφορά στην προϋπάρχουσα σχετική βιβλιογραφία...  
 
Ως συµµετρίες δυναµικού µιας Μ∆Ε θεωρούνται οι µη-τοπικές συµµετρίες στις οποίες η χα-
ρακτηριστική Q εξαρτάται από το «δυναµικό» ενός νόµου διατήρησης που σχετίζεται µε τη 
Μ∆Ε. Συχνά, η ίδια η Μ∆Ε εκφράζει νόµο διατήρησης. Αυτό ισχύει για την SDYM,  
 

           1 1[ ] ( ) ( ) 0y zy zF J D J J D J J− −≡ + =                                           (4.7) 

 
που έχει τη µορφή εξίσωσης συνεχείας. Θεωρούµε τώρα το µετασχηµατισµό Bäcklund (ΜΒ)  
 

          1 1,y zz yJ J X J J X− −= = −                                                 (4.8) 

 
όπου ο τετραγωνικός πίνακας  Χ  είναι συνάρτηση των x µ. Η συνάρτηση Χ παίζει το ρόλο ε-
νός δυναµικού για το νόµο διατήρησης (4.7). Για να είναι ο ΜΒ (4.8) ολοκληρώσιµος ως προς 
Χ, θα πρέπει να ικανοποιείται η συνθήκη συµβατότητας ( ) ( )y z zX X y= . Όπως είναι εύκολο 

να δούµε, αυτό απαιτεί ότι το J είναι λύση της SDYM (4.7). Από την άλλη, για να είναι ο ΜΒ 
ολοκληρώσιµος ως προς J, θα πρέπει να ικανοποιείται η συνθήκη συµβατότητας  (Jy) z= (Jz) y . 
Η συνθήκη αυτή γράφεται, ισοδύναµα,  (J -1Jz) y − (J -1Jy) z + [J -1Jy ,  J -1Jz ]= 0  (βλ. σχέση (6.6) 
στο Παράρτηµα) και οδηγεί σε µια µη-γραµµική Μ∆Ε για το δυναµικό Χ, την οποία θα ονο-
µάσουµε εξίσωση δυναµικού SDYM  (potential SDYM  ή  PSDYM):  
 

      [ ] [ , ] 0y y z z y zX X X X XΦ ≡ + − =                                            (4.9) 

 
Έστω L ένας τελεστής συµµετρίας για την (4.9), και έστω Θ [Χ ] η αντίστοιχη χαρακτηριστική 
(ο απειροστός µετασχηµατισµός συµµετρίας είναι  δΧ= αΘ [Χ ] ) . Η συνθήκη συµµετρίας 
γράφεται (κάνοντας χρήση της ιδιότητας (3.21) της παραγώγου Lie),  
 

       ( )( ; ) [ , ] [ , ] 0y y z z y z y zS X X XΘ Θ Θ Θ Θ≡ + − + =                             (4.10) 

 
Όπως µπορεί να αποδειχθεί [7], η συνάρτηση  
 

       Q [ J  ] = J Θ [Χ ]                                                         (4.11) 
 

είναι χαρακτηριστική για µια συµµετρία της SDYM (4.7). Ο απειροστός µετασχηµατισµός 
συµµετρίας είναι  
 

        δ J = α Q [ J  ] = α J Θ [Χ ]                                                  (4.12) 
 

Η συµµετρία αυτή θα είναι µια γνήσια συµµετρία δυναµικού αν το Θ [Χ ] περιέχει το Χ και/ή 
τις παραγώγους του ως προς  y και  z  (βάσει του ΜΒ (4.8), οι παράγωγοι του Χ ως προς y  
και z  ανάγονται σε εκφράσεις που περιέχουν αµιγώς το J και όχι το ίδιο το Χ ) .  
 



 Συµµετρία και Ολοκληρωσιµότητα 25 

Παραδείγµατα:  
 
1. Οι χαρακτηριστικές  Θ [X ]=Χ y  και  Θ [X ]=Χ z  της PSDYM δίνουν, αντίστοιχα, τις συµµε-
τρίες δυναµικού της SDYM,  
 
                                           δ J = α J Χ y       και      δ J = α J Χ z        
 
2. Η χαρακτηριστική  Θ [X ]=X+yX y+zX z   δίνει τη συµµετρία δυναµικού  
 
                                                    δ J = α J (X+yX y+zX z)     
 
3. Η χαρακτηριστική [ ] y zX X y X z XΘ = − −   δίνει, λαµβάνοντας υπόψη και το ΜΒ (4.8),  

 
                              δ J = α J ( )y zX y X z X− − = α ( )z yJ X y J z J+ −         

 
(Για µια πλήρη παράθεση των τοπικών συµµετριών της εξίσωσης PSDYM, καθώς και για µια 
σκιαγράφηση της µεθόδου εύρεσής τους, βλ. [8] .)  
 
Όπως αποδείχθηκε [7,8], η PSDYM δέχεται ένα άπειρο πλήθος ανεξάρτητων µετασχηµατι-
σµών συµµετρίας, οι οποίοι εκφράζουν και συµµετρίες δυναµικού για την SDYM. Το σύνολο 
αυτό περιέχει άπειρα υποσύνολα συµµετριών που παράγονται επαγωγικά µε τη βοήθεια ενός 
τελεστή επανάληψης. Όταν ο τελεστής αυτός δρα πάνω σε µια χαρακτηριστική  Θ [X ] , παρά-
γει µια νέα χαρακτηριστική  Θ΄ [X ] . Ο τελεστής επανάληψης για την PSDYM συνδυάζει ο-
λοκλήρωση και παραγώγιση (integro-differential operator), και γράφεται  
 

           1 ˆˆ
yzR D A−=     όπου    ˆ [ ,y y zA D X= + ]

}

                                    (4.13) 

 
Η αλγεβρική δοµή Lie των συµµετριών της PSDYM παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Ε-
ντοπίζονται δύο ειδών υποάλγεβρες άπειρων διαστάσεων:  
 
1. Άλγεβρες Kac-Moody: Μια τέτοια άλγεβρα έχει σαν βάση ένα σύνολο τελεστών συµµετρί-
ας , όπου ( ){ n

kL  k=1,2,..., p  και  n=0,1,2,... (προσέξτε ότι το k δέχεται ένα πεπερασµένο πλή-
θος τιµών, ενώ το n µπορεί να πάρει άπειρες τιµές). Οι σχέσεις αντιµετάθεσης (3.43) παίρ-
νουν τώρα µια πιο σύνθετη µορφή:  
 

         ( ) ( ) ( )

1
[ , ]

p
m n k m n

i j i j k
k

L L c L +

=

= ∑                                               (4.14) 

 
2. Άλγεβρες Virasoro: Το σύνολο βάσης των τελεστών συµµετρίας είναι {L(n)}, όπου 
n=0,1,2,... , και οι σχέσεις αντιµετάθεσης έχουν τη µορφή  
 

            ( ) ( ) ( )[ , ] ( )m n m nL L m n L += −                                              (4.15) 

 
3. Ζεύγος Lax και τελεστής επανάληψης  
 
Η εξίσωση SDYM ανήκει στην κατηγορία των µη-γραµµικών Μ∆Ε που επιδέχονται «γραµ-
µικοποίηση» µέσω ενός ζεύγους Lax. Ένα τέτοιο γραµµικό σύστηµα (πρώτο που ανακαλύφ-
θηκε ιστορικά, βλ. [23]) είναι το εξής:  
 

    1 1( ) , (y y z zz yJ J J J )Ψ λ Ψ Ψ Ψ λ Ψ Ψ− −= + = − +                         (4.16) 
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όπου λ µια µιγαδική παράµετρος. Όπως µπορεί να δειχθεί, για να είναι το σύστηµα (4.16) ο-
λοκληρώσιµο ως προς Ψ, θα πρέπει το  J  να επαληθεύει την SDYM (4.1).  
 
Στο σύστηµα (4.16) τον πρωταγωνιστικό ρόλο τον έχει το πεδίο J, αφού η «δική του» Μ∆Ε 
είναι που προκύπτει ως συνθήκη ολοκληρωσιµότητας. Μια πιο συµµετρική προσέγγιση θα 
οδηγούσε σε µια Μ∆Ε και για το ίδιο το Ψ. Αλλά τότε το ζεύγος Lax θα ήταν, στην ουσία, 
ένας µετασχηµατισµός Bäcklund (MB)! Και, ποια Μ∆Ε θα µπορούσε να αφορά το Ψ ; Η α-
πάντηση προκύπτει από τις εξής παρατηρήσεις: (α) Το ζεύγος Lax είναι γραµµικό ως προς Ψ.  
(β) Η συνθήκη συµµετρίας (4.4) είναι µια γραµµική Μ∆Ε ως προς τη χαρακτηριστική Q, ενώ 
το J παίζει το ρόλο µιας «παραµετρικής» συνάρτησης που ικανοποιεί την SDYM (4.1). Οι 
σκέψεις αυτές µας οδηγούν στην ιδέα να αναζητήσουµε ένα ΜΒ που να συνδέει την αρχική, 
µη-γραµµική Μ∆Ε (εδώ, SDYM) µε τη (γραµµική) συνθήκη συµµετρίας της. Συγκεκριµένα, 
ζητούµε ένα ΜΒ ανάµεσα στις συναρτήσεις J και Ψ, έτσι ώστε (α) το σύστηµα να είναι 
γραµµικό ως προς Ψ, (β) το σύστηµα να είναι ολοκληρώσιµο ως προς Ψ όταν το J είναι λύση 
της SDYM, και (γ) για δοσµένη τέτοια λύση J, το Ψ να ικανοποιεί τη συνθήκη συµµετρίας 
(4.4) (να είναι, δηλαδή, χαρακτηριστική µιας συµµετρίας για την SDYM). Ένας τέτοιος ΜΒ 
(στην ουσία, ένα εναλλακτικό ζεύγος Lax για την SDYM) είναι ο ακόλουθος [5] :  
 

    1 1 1( ) ( ) , ( ) ( )y zz y
1J J J J J J JΨ λ Ψ Ψ λ Ψ− − −= = J−−                        (4.17) 

 
όπου Ψ τετραγωνικός πίνακας ίδιας τάξης µε τον J, και λ µια µιγαδική παράµετρος. Έστω Ψ 
µια λύση του συστήµατος (4.17) για δοσµένα J και λ. Υποθέτοντας εξαρχής ότι λ≠0, δοκιµά-
ζουµε να εκφράσουµε τη λύση αυτή στη µορφή σειράς Laurent ως προς  λ :  
 

      ( )( ; ) [ ]n n

n
J Q JΨ λ λ

+∞

=−∞

= ∑                                                  (4.18) 

 
Αντικαθιστώντας την (4.18) στην (4.17) και εξισώνοντας τους συντελεστές τού λn+1, βρί-
σκουµε ένα ζεύγος εξισώσεων  
 

       1 ( 1) ( ) 1 1 ( 1) ( ) 1,n n n n
z y y z

J J Q Q J J J J Q Q J J− + − − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦−              (4.19) 

 
Όπως µπορεί να επαληθευθεί, το σύστηµα (4.19) είναι ένας αυτο-ΜΒ που συνδέει λύσεις Q(n) 
της συνθήκης συµµετρίας (4.4), για δοσµένη λύση J της SDYM. Ο µετασχηµατισµός αυτός 
ισοδυναµεί µε έναν αντιστρεπτό τελεστή επανάληψης που παράγει µια άπειρη ακολουθία 
συµµετριών Q(n)[J] (n= ±1, ±2, ±3, ...) από κάθε γνωστή συµµετρία Q(0)[J] . Είναι αξιοσηµείω-
το ότι οι τελεστές επανάληψης (4.19) και (4.13) παράγουν ισοµορφικές άλγεβρες Lie.  
 
4. Νόµοι διατήρησης  
 
Όπως οι συµµετρίες, έτσι και οι νόµοι διατήρησης µιας Μ∆Ε F [u]=0 διακρίνονται σε «τοπι-
κούς» και «µη-τοπικούς», ανάλογα αν οι «πυκνότητες» περιέχουν µόνο το u και/ή τις παρα-
γώγους του, ή και ολοκληρώµατα του u ως προς τις ανεξάρτητες µεταβλητές, αντίστοιχα. Η 
έρευνα για τοπικούς νόµους στην SDYM (4.7) υπήρξε αποθαρρυντική. Βέβαια, η ίδια η εξί-
σωση είναι στη µορφή τοπικού νόµου διατήρησης, το ζητούµενο όµως είναι πάντα η εύρεση 
ενός άπειρου πλήθους τέτοιων νόµων. Κάτι τέτοιο πράγµατι ανακαλύφθηκε το 1988 µε ε-
φαρµογή απειροστών ΜΒ στην SDYM [24], όµως οι Ioannidou και Ward [25] εντόπισαν κά-
ποια προβλήµατα σε ό,τι αφορά την ανεξαρτησία των νόµων. Μια άλλη απειρία που βρέθηκε 
[26] δεν αντιµετωπίζει τέτοια προβλήµατα, όµως η εφαρµοσιµότητα αυτών των νόµων είναι 
σχετικά περιορισµένη. Θα πρέπει, λοιπόν, απρόθυµα να δεχθούµε ότι η SDYM µάλλον δεν 
διαθέτει αξιόλογους τοπικούς νόµους διατήρησης.  
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Οι µη-τοπικοί νόµοι είναι µια άλλη ιστορία. Η ύπαρξή τους ήταν γνωστή από τις αρχές της 
δεκαετίας του ’80 και συνδέεται στενά µε το ζεύγος Lax (4.16) (βλ., π.χ., [23]). Το 1989 µια 
νέα απειρία µη-τοπικών νόµων διατήρησης ανακοινώθηκε ταυτόχρονα από δύο ανεξάρτητες 
πηγές [27,28], ενώ και άλλες απειρίες προστέθηκαν στη λίστα αργότερα σαν αποτέλεσµα της 
ανακάλυψης των συµµετριών δυναµικού [7] και του νέου ζεύγους Lax (4.17) [5] . Η αναζή-
τηση µη-τοπικών νόµων διατήρησης και η µελέτη της σχέσης τους µε το ζεύγος Lax της 
SDYM παραµένει επίκαιρο αντικείµενο έρευνας [29] .  
 
Ο τρόπος µε τον οποίο το ζεύγος Lax (4.17) οδηγεί σε νόµους διατήρησης είναι απλός: Το 
ζεύγος αυτό δίνει το ΜΒ (τελεστή επανάληψης) (4.19), ο οποίος παράγει µια απειρία λύσεων 
Q(n)[J] της Μ∆Ε (4.4) από κάθε γνωστή λύση Q(0)[J] . Η (4.4), όµως, έχει τη µορφή µιας εξί-
σωσης συνεχείας και εκφράζει ένα νόµο διατήρησης για την SDYM. Έτσι, παίρνουµε άπει-
ρους τέτοιους νόµους από κάθε γνωστή συµµετρία τής SDYM.  
 
Ας δούµε τώρα µερικά παραδείγµατα µη-τοπικών νόµων διατήρησης. Η συνάρτηση Χ είναι 
το δυναµικό του νόµου διατήρησης (4.7) και ορίζεται από τις σχέσεις (4.8):  
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Β. Εξίσωση του Ernst  
 
Η νέα οπτική, σύµφωνα µε την οποία το ζεύγος Lax µπορεί να θεωρηθεί ως µετασχηµατισµός 
Bäcklund ανάµεσα σε µια µη-γραµµική Μ∆Ε και τη (γραµµική) συνθήκη συµµετρίας της, 
ανοίγει καινούργιους δρόµους και στη Γενική Σχετικότητα. Η επίλυση των εξισώσεων του 
Einstein για το βαρυτικό πεδίο [30,31] στην πλήρη µορφή τους είναι ένα εξαιρετικά δύσκολο 
µη-γραµµικό πρόβληµα. Για το λόγο αυτό, αναζητούµε λύσεις µε κάποιας µορφής συµµετρία 
η οποία να απλουστεύει τη διαδικασία της επίλυσης. Η πιο φηµισµένη ακριβής λύση είναι 
αυτή που βρήκε ο Schwarzschild το 1916 (λίγο πριν χάσει τη ζωή του σε έναν παράλογο Πα-
γκόσµιο Πόλεµο) για το στατικό πεδίο µε σφαιρική συµµετρία. Μια άλλη ενδιαφέρουσα ανα-
γωγή των εξισώσεων Einstein είναι η εξίσωση του Ernst για στατικό βαρυτικό πεδίο µε αξο-
νική συµµετρία. Τέτοιας µορφής συµµετρία σηµαίνει, πρακτικά, ότι, σε κυλινδρικές συντε-
ταγµένες ( ρ, φ, z), το πεδίο είναι συνάρτηση µόνο των ρ και z. (Με άλλα λόγια, το πρόβληµα 
παραµένει αµετάβλητο αν θεωρήσουµε µια περιστροφή του φυσικού συστήµατος, ή του συ-
στήµατος των συντεταγµένων µας, γύρω από τον άξονα z.)  
 
Η εξίσωση του Ernst έχει στενή µαθηµατική συγγένεια µε την SDYM (για την ακρίβεια, 
µπορεί να εξαχθεί από την SDYM µε µια µέθοδο αναγωγής, µε την επιβολή κάποιων πρόσθε-
των συνθηκών συµµετρίας [2,32]). Η παρατήρηση αυτή µας προτρέπει να αναζητήσουµε ένα 
νέο ζεύγος Lax (ένα παλιότερο ανακαλύφθηκε το 1978-9 από τους Belinski και Zakharov 
[33]) που να συνδέει, µε κάποιον τρόπο, την εξίσωση του Ernst µε τη συνθήκη συµµετρίας 
της. Ένα τέτοιο ζεύγος πράγµατι υπάρχει [6], και οδηγεί στην εύρεση µιας νέας απειρίας νό-
µων διατήρησης, καθώς και µιας «κρυµµένης» µη-τοπικής συµµετρίας, για την εξίσωση του 
Ernst. Τα αποτελέσµατα αυτά γενικεύτηκαν από µια οµάδα ερευνητών στην Κίνα [34], οι 
οποίοι χρησιµοποίησαν τη µέθοδο των διπλά-µιγαδικών συναρτήσεων (double-complex func-
tion method).  
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Η εξίσωση του Ernst γράφεται  
 

    (Re E) ∇ 2 E = (∇E) 2     όπου     E = f + iω     (δυναµικό Ernst)                  (4.20) 
 

Το δυναµικό Ε έχει αξονική συµµετρία, έτσι ώστε   f = f ( ρ, z)  και  ω= ω ( ρ, z) . Θα γράφουµε 
x µ ≡ ρ , z ,  όπου  µ= 1, 2,  αντίστοιχα. Θεωρούµε τον 2×2 πίνακα  
 

        2 2

11g
f f

ω

ω ω
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥+⎣ ⎦
                                                    (4.21) 

 
Παρατηρούµε ότι ο  g  είναι πραγµατικός, συµµετρικός, και  det g=1. Η (4.20) µπορεί τώρα να 
τεθεί σε µορφή πίνακα:  
 

                                                (4.22) 1 1[ ] ( ) ( ) 0z zF g g g g gρ ρρ ρ− −≡ + =

=

 
Έστω Q [g] η χαρακτηριστική µιας συµµετρίας τής (4.22). Ο αντίστοιχος απειροστός µετα-
σχηµατισµός συµµετρίας είναι  δg=αQ . Αν θέσουµε  Q= gΦ , µπορούµε να γράψουµε τη συν-
θήκη συµµετρίας στη µορφή  
 

                                               (4.23) ˆ ˆ( ; ) ( ) ( ) 0z zS g D A D Aρ ρΦ Φ Φ≡ +

 
όπου εισαγάγαµε τους γραµµικούς τελεστές  
 

   ( ) ( )1ˆ ˆ[ , ] , [ ,z z zA D g g A D g gρ ρ ρρ ρ−= + = + 1 ]−                            (4.24) 

 
(παρατηρήστε την παρουσία των µεταθετών στους δύο τελεστές). Οι τοπικές συµµετρίες που 
προκύπτουν ως λύσεις τής (4.23) αντιστοιχούν στις χαρακτηριστικές  
 
                 1 2 3 4[ ] , [ ] , [ ] , [ ]z zQ g g Q g g zg Q g g Q g g Mρρ Λ= = + = =      
 
όπου Λ και Μ σταθεροί πίνακες. (Οι Q1 και Q2 εκφράζουν αλλαγές συντεταγµένων: η Q1  
αντιπροσωπεύει το µετασχηµατισµό  z΄= z+α , ενώ η Q2 το µετασχηµατισµό  ρ΄=βρ ,  z΄=βz .)  
 
Το ζεύγος Lax για την (4.22) γράφεται [6]  
 

      1ˆ ˆ2 ,z zA A 1
ρ λΨ λΨ Ψ Ψ Ψ

λ λ
− = = − ρ

z

                                   (4.25) 

 
όπου Ψ (x µ, λ) µιγαδικός 2×2 πίνακας που είναι συνάρτηση των ρ, z και µιας µιγαδικής παρα-
µέτρου λ. Θεωρούµε ότι το Ψ είναι µονότιµη και αναλυτική συνάρτηση του λ σε µια περιοχή 
γύρω από την αρχή λ=0 του µιγαδικού επιπέδου, µε εξαίρεση το ίδιο το σηµείο λ=0. Η συν-
θήκη συµβατότητας του γραµµικού συστήµατος (4.25) είναι  ˆ ˆ ˆ[ , ]zA A Aρ Ψ Ψ= , και οδηγεί 
στο αποτέλεσµα ότι το σύστηµα αυτό είναι ολοκληρώσιµο ως προς Ψ όταν το g είναι λύση 
της εξίσωσης του Ernst (4.22).  
 
Για δοσµένη λύση g της (4.22), αναπτύσσουµε τη λύση Ψ του ζεύγους Lax σε σειρά Laurent 
ως προς  λ :  
 

    ( )( , ) ( )n n

n
x xµ µΨ λ λ Φ

+∞

=−∞

= ∑                                                (4.26) 
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όπου                       

        ( )
1

1( ) ( , )
2

n
nC

dx
i

µ λΦ
π

x µΨ λ
λ += ∫                                            (4.27) 

 
(το C παριστά µια θετικά προσανατολισµένη κλειστή καµπύλη στο µιγαδικό επίπεδο, γύρω 
από το σηµείο λ=0). Αντικαθιστώντας την (4.26) στο ζεύγος Lax (4.25), και εξισώνοντας 
τους συντελεστές τού λn, βρίσκουµε το σύστηµα των Μ∆Ε  
 

         ( ) ( 1) ( ) ( 1)ˆ ˆ( 2 ) ,n n n n
z zA n Aρ ρΦ Φ Φ Φ+ +− = = −                                 (4.28) 

 
(n= 0, ±1, ±2, ...) . Το σύστηµα (4.28) είναι ένας µετασχηµατισµός Bäcklund (MB) που συν-
δέει τα Φ(n) και Φ(n+1) για δοσµένο g. Οι συνθήκες συµβατότητας οδηγούν σε µια Μ∆Ε που 
πρέπει να ικανοποιείται και από τις δύο αυτές συναρτήσεις (αυτο-Bäcklund):  
 

                                                 (4.29) ( ) ( )ˆ ˆ( 2 ) n
z zD A n D Aρ ρ Φ Φ⎡ ⎤ ⎡− +⎣ ⎦ ⎣ 0n ⎤ =⎦

 
Η (4.29) έχει τη µορφή εξίσωσης συνεχείας και εκφράζει ένα νόµο διατήρησης για την (4.22). 
Ακριβέστερα, η (4.29) αντιπροσωπεύει µια άπειρη ακολουθία νόµων διατήρησης, για όλες τις 
ακέραιες τιµές  n= 0, ±1, ±2, ... . Σύµφωνα µε τον ΜΒ (4.28), τα Φ(n) αποτελούν τα δυναµικά 
αυτών των νόµων. Αν γνωρίζουµε ένα δυναµικό Φ(0), τα υπόλοιπα βρίσκονται επαγωγικά µε 
ολοκλήρωση του ΜΒ (4.28) στις δύο «κατευθύνσεις» (δηλαδή, για αυξανόµενο και ελαττού-
µενο  n). Πώς όµως βρίσκουµε ένα δυναµικό Φ(0) ;  
 
Πρόταση: Η συνάρτηση δυναµικού  
 

     (0) 1( ) ( , )
2 C

dx
i

µ λΦ
π λ

= ∫ x µΨ λ                                             (4.30) 

 
επαληθεύει τη συνθήκη συµµετρίας (4.23) όταν το Ψ είναι λύση του ζεύγους Lax (4.25). [Έ-
νας απλός τρόπος να το δούµε αυτό είναι να παρατηρήσουµε ότι ο νόµος διατήρησης (4.29) 
ανάγεται στη συνθήκη συµµετρίας (4.23) για n=0. Ένας άλλος τρόπος είναι να αντικαταστή-
σουµε την (4.30) απευθείας στην (4.23), κάνοντας χρήση και του ζεύγους Lax.]  
 
Πόρισµα: Η συνάρτηση  Q= gΦ(0)  είναι µια χαρακτηριστική συµµετρίας για τη Μ∆Ε (4.22).  
 
Η παραπάνω χαρακτηριστική, όµως, δεν εξασφαλίζει ότι η νέα λύση  g΄= g+αQ  (όπου α α-
πειροστό) ικανοποιεί τη συνθήκη ότι και ο πίνακας  g΄ (όπως ο αρχικός  g) είναι πραγµατικός, 
συµµετρικός, και det g΄=1. Όπως µπορεί να αποδειχθεί [6], οι απαιτήσεις αυτές ικανοποιού-
νται αν επιλέξουµε την πιο γενική χαρακτηριστική,  
 

      1[ ] ( , ) ( , )
2

T
C

dQ g g x x g
i

µ µλ Ψ λ Ψ λ
π λ

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫                                 (4.31) 

 
όπου Ψ Τ ο ανάστροφος του πίνακα Ψ. Η χαρακτηριστική (4.31) αντιστοιχεί στον απειροστό 
µετασχηµατισµό συµµετρίας  δg= αQ [g] , ή  
 

       ( , ) ( , )
2

T
C

dg g x x g
i

µ µα λδ Ψ λ Ψ
π λ

λ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫                                   (4.32) 

 
Έτσι, από κάθε λύση Ψ (x µ, λ) του ζεύγους Lax (4.25) για δοσµένη λύση g της εξίσωσης του 
Ernst, παίρνουµε µια απειροστή «κρυµµένη» συµµετρία (4.32) για την εξίσωση αυτή.  
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Αντίστροφα, για κάθε γνωστή συµµετρία Q [g] της Μ∆Ε (4.22), ανεξάρτητα αν αυτή εξασφα-
λίζει ή όχι τις προαναφερθείσες συνθήκες για το g΄ (µε εξαίρεση την απαίτηση να είναι πραγ-
µατικό), µπορούµε να θέσουµε Φ(0)= g−1Q  [που είναι λύση της συνθήκης συµµετρίας (4.23)] 
και να υπολογίσουµε, επαγωγικά, τα δυναµικά Φ(n) για n= ±1, ±2, ... , µε χρήση του ΜΒ 
(4.28). Βρίσκουµε έτσι µια άπειρη ακολουθία µη-τοπικών νόµων διατήρησης της µορφής 
(4.29). Για παράδειγµα, από τη χαρακτηριστική Q=gΜ (όπου M σταθερός πίνακας) βρίσκου-
µε, διαδοχικά,  
 
                      (1) [ , ]X MΦ =     όπου    1 1,z zg g X g g Xρ ρρ ρ− −= = −  ,      
 

                      (2) 1[ , ] [ , [ , ]]
2

M X X MΦ Ω= +      όπου  

                      1 12 [ , ] , [ , ]
2 2z z zX X X X X X Xρ ρ ρρ Ω ρ Ω− + = − = −  ,   κλπ.   

 
V. Συµπεράσµατα  
 
Οι ολοκληρώσιµες Μ∆Ε έχουν πλούσιες αλγεβρικές ιδιότητες, όπως µετασχηµατισµούς 
Bäcklund, γραµµικά ζεύγη Lax, και άπειρες ακολουθίες νόµων διατήρησης (τοπικών και/ή 
µη-τοπικών). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν επίσης οι συµµετρίες τους, οι οποίες συχνά 
αποτελούν βάσεις για άλγεβρες Lie άπειρων διαστάσεων. Μελετήσαµε µια αλγεβρική (µη-
γεωµετρική) προσέγγιση στο πρόβληµα των συµµετριών, κατάλληλη και για Μ∆Ε των ο-
ποίων οι λύσεις δεν µπορούν να εκφραστούν στη µορφή βαθµωτών συναρτήσεων. Στη συνέ-
χεια, επιχειρήσαµε την «ενοποίηση» της συµµετρίας µε την ολοκληρωσιµότητα προτείνοντας 
µια νέα αντίληψη για το ζεύγος Lax, σύµφωνα µε την οποία το γραµµικό αυτό σύστηµα είναι 
ένα είδος µετασχηµατισµού Bäcklund που συνδέει µια µη-γραµµική Μ∆Ε µε τη γραµµική 
συνθήκη συµµετρίας της. Η προσέγγιση αυτή οδήγησε στην ανακάλυψη νέων συµµετριών 
και µη-τοπικών νόµων διατήρησης για δύο σηµαντικές εξισώσεις της Μαθηµατικής Φυσικής, 
την αυτο-δυϊκή εξίσωση Yang-Mills και την εξίσωση του Ernst στη Γενική Σχετικότητα. Αν 
κρίνουµε από τον αριθµό των εργασιών που δηµοσιεύονται τόσο σε έντυπα, όσο και σε ηλε-
κτρονικά επιστηµονικά περιοδικά, µε θέµατα σχετιζόµενα µε τα παραπάνω αντικείµενα (βλ., 
π.χ., [29,35,36]), συµπεραίνουµε ότι η ερευνητική αυτή περιοχή παραµένει ενεργή και επί-
καιρη. Ελπίζω ότι η (κάπως εκτενής) αυτή εισαγωγή θα φανεί χρήσιµη σε όσους θελήσουν να 
µελετήσουν σε µεγαλύτερο βάθος τη βιβλιογραφία.  
 
VI. Παράρτηµα: Παραγώγιση και ολοκλήρωση πινάκων  
 
Έστω  A(t)= [aij (t)]  ένας τετραγωνικός πίνακας τάξης n, του οποίου τα στοιχεία είναι συναρ-
τήσεις της µεταβλητής  t. Η παράγωγος  dA/dt  του A είναι ο n-τάξης πίνακας µε στοιχεία  
 

      ( )i j
i j

d A d
a t

d t d t
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                       (6.1) 

 
Αν  B(t)  είναι ένας άλλος τετραγωνικός πίνακας τάξης n, ισχύουν οι σχέσεις  
 

          ( )
d d A

A B
d t d t d t

± = ±
d B

                                                    (6.2) 

 

              ( )
d d A

A B B A
d t d t d t

= +
d B

                                                   (6.3) 
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Όµοια, το ολοκλήρωµα του  A ως προς  t  ορίζεται  
 

                                                       (6.4) ( )( ) ( )i ji j
A t d t a t d t=∫ ∫

 
Για την παράγωγο του  A−1 (υποθέτοντας ότι ο A είναι αντιστρέψιµος) ισχύει ότι  
 

       1 1( )
d d 1A

A A A
d t d t

− −= − −                                                    (6.5) 

 
Πράγµατι, δοθέντος ότι  Α −1Α = 1  (µοναδιαίος πίνακας τάξης n), έχουµε:  
 

             
1 1

1 1( ) ( )
( ) 0 0

d d A d A d A
A A A A A A

d t d t d t d t d t

− −
− −= ⇒ + = ⇒ = − 1 d A−

1

0

0

     

 
Πολλαπλασιάζοντας από τα δεξιά µε  A−1

 , παίρνουµε την (6.5).  
 
Έστω τώρα ότι A=A(x,y) . Καλούµε A x και A y τις µερικές παραγώγους τού A ως προς  x και  
y, αντίστοιχα. Ισχύουν οι παρακάτω ταυτότητες:  
 

        
1 1 1 1

1 1 1

( ) ( ) [ , ]

( ) ( ) [ , ]

x y y x x y

x y y x x y

A A A A A A A A

A A A A A A A A

− − − −

− − − −

∂ − ∂ + =

∂ − ∂ − =
                                   (6.6) 

 
όπου µε  [Α , Β] ≡ ΑΒ−ΒΑ  δηλώνουµε το µεταθέτη (commutator) δύο πινάκων. Επιπλέον,  
 

                           (6.7) 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) (x y y x y x x yA A A A A A A A A A A A− − − − − −= ⇔ = )
 
Τέλος, όπως µπορούµε εύκολα να δείξουµε µε τη βοήθεια των (6.2) και (6.3),  
 

              [ , ] , ,
d d A

A B B A
d t d t d t

= +
d B⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                                           (6.8)       
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