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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 

ΘΕΜΑΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΥ ΥΠΟΒΑΘΡΟΥ 

 

1. 1 ) Μιγαδικοί αριθµοί 

Αναφέρουµε αρχικά ότι οι µιγαδικοί αριθµοί χρησιµοποιούνται ευρύτατα στην επιστήµη της 

Ηλεκτρολογίας.  Παρακάτω δίδονται οι  βασικές γνώσεις της µιγαδικης άλγεβρας απαραίτητες 

για όλα τα µαθήµατα Ηλεκτρολογίας. 

1. 1. 1 ) Ορισµός φανταστικής µονάδας  

Η  λύση της εξίσωσης  1x 2 −=  ορίζεται στα µαθηµατικά ως η  φανταστική µονάδα και 

συµβολίζεται µε τα γράµµατα   i   ή   j  ( στην Ηλεκτρολογία χρησιµοποιείται το j   για αποφυγή 

σύγχυσης µε το σύµβολο του ηλεκτρικού ρεύµατος  i  ). 

Άρα λοιπόν ισχύει:                                                  1j2 −=  

και επίσης ισχύουν:   ( - j  ) 2  = -1  ,     j 3  = j 2 j = - j   και      j 4 = j 2  j 2  = 1 

 Με βάση τη φανταστική µονάδα σχηµατίζονται οι φανταστικοί αριθµοί  που έχουν τη γενική  

µορφή: 

                                                                       j y  

όπου  y  οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. 

1. 1. 2 ) Μιγαδικοί αριθµοί – µιγαδικό επίπεδο      

Ένας µιγαδικός αριθµός  z   (complex number)   σχηµατίζεται από το άθροισµα ενός 

πραγµατικού    αριθµού  x   και ενός φανταστικού αριθµού   j y . 

 

∆ηλαδή:                                                              yjxz +=  

 

Η γραµµή που υπάρχει  πάνω  από το z συµβολίζει  µιγαδικό αριθµό και έτσι γίνεται η διάκριση  

από ένα πραγµατικό αριθµό. 

Είναι αντιληπτό ότι ή έννοια του µιγαδικού αριθµού θυµίζει αρκετά τη έννοια του διανύσµατος 

στον χώρο δύο διαστάσεων (επίπεδο). Άρα λοιπόν µπορούµε να  θεωρήσουµε, αντίστοιχα, το 

λεγόµενο «µιγαδικό επίπεδο» το οποίο θα διαθέτει δύο κάθετους άξονες, τον άξονα των 

πραγµατικών και τον άξονα των φανταστικών αριθµών.  Στο επίπεδο αυτό  µπορούν να 

παρασταθούν όλοι  οι µιγαδικοί αριθµοί. 
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Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται το µιγαδικό επίπεδο. 

Re

Im

0 •

•

1+

j+

πραγµατικός

                                                                                                                               άξονας  

φανταστικός 
άξονας 

yjxZ +=

x

yj

•

• o

 

 

Ο µιγαδικός αριθµός   yjxz +=  παριστάνεται  στο µιγαδικό επίπεδο, µε τον µικρό  κύκλο   (o ) 

Ο πραγµατικός  αριθµός  x  ονοµάζεται  πραγµατικό µέρος του  z ,   συµβολισµός   { }zRex =    

(το σύµβολο Re { }  από το real ).   Αντίστοιχα  ο πραγµατικός  y  ονοµάζεται  φανταστικό µέρος 

του z ,  { }zImy =    ( το σύµβολο Im{ }  από το imaginary ) 

 

1. 1. 3 ) Πράξεις µεταξύ µιγαδικών αριθµών 

Αρχικά θα δώσουµε τον ορισµό του συζυγούς µιγαδικού αριθµού  

Έστω ο  µιγαδικός αριθµός   yjxz += .  Ως συζυγής µιγαδικός  του  z  ορίζεται ο µιγαδικός 

αριθµός :                                                 yjxz −=∗  

∆ηλ. δύο συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί έχουν ίσα πραγµατικά µέρη και αντίθετα φανταστικά µέρη. 

Το αστεράκι  (*) συµβολίζει τον συζυγή µιγαδικό. 

Οι 4 βασικές πράξεις της αριθµητικής εκτελούνται στους µιγαδικούς αριθµούς ως εξής: 

α)  Πρόσθεση και αφαίρεση   

Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί    111 yjxz +=   και    222 yjxz +=  

Τότε:  

         )yy(j)xx(jyxjyxzz 2121221121 +++=+++=+   
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και     )yy(j)xx()jyx(jyxzz 2121221121 −+−=+−+=−  

∆ηλαδή η πρόσθεση και η αφαίρεση δύο µιγαδικών ανάγονται σε πρόσθεση και αφαίρεση των 

αντίστοιχων πραγµατικών και  φανταστικών µερών τους. Αυτό παρουσιάζει πλήρη ταύτιση µε 

την πρόσθεση και αφαίρεση διανυσµάτων, εφ’ όσον θεωρήσουµε  το πραγµατικό και το 

φανταστικό µέρος  ενός µιγαδικού αριθµού  ως τις «συνιστώσες»  x  και y  ενός διανύσµατος.  

 

γ) Πολλαπλασιασµός  

Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί    111 yjxz +=   και    222 yjxz +=  

Ο πολλαπλασιασµός  21 zz ⋅    εκτελείται κατά τα γνωστά έχοντας υπ’ όψη την βασική σχέση   

                                                              1jjj 2 −==⋅  

άρα           21 zz ⋅  = 21
2

2121212211 yyjxyjyxjxx)jyx()jyx( +++=+⋅+  

ή                                   21 zz ⋅  = )xyyx(j)yyxx( 21212121 ++−  

 

 

γ) ∆ιαίρεση 

Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί    111 yjxz +=   και    222 yjxz +=  

Το πηλίκο  
22

11

2

1

yjx

yjx

z

z

+
+

=    υπολογίζεται ως εξής: 

Πολλαπλασιάζουµε αριθµητή και παρονοµαστή επί τον συζυγή µιγαδικό του παρονοµαστή   

222 yjxz −=∗   και έχουµε: 

22

11

2

1

yjx

yjx

z

z

+
+

= = 
2
2

2
2

2121
2
2

2
2

2121

2222

2211

yx

)yxxy(
j

yx

)yyxx(

)yjx()yjx(

)yjx()yjx(

+

−
+

+

+
=

−⋅+

−⋅+
 

 

Ο πολλαπλασιασµός και η διαίρεση µιγαδικών αριθµών δεν συµβαδίζουν τους κανόνες της 

διανυσµατικής άλγεβρας ( όπως συµβαίνει µε την πρόσθεση και την αφαίρεση)  

Ειδικά για τον πολλαπλασιασµό και την διαίρεση θα δούµε παρακάτω  έναν πιο αποτελεσµατικό 

τρόπο εκτελέσεώς τους. 
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1. 1. 4 )   Απόλυτη τιµή ( ή µέτρο) µιγαδικού αριθµού  

Ως  απόλυτη τιµή, ή µέτρο,  z   του  µιγαδικού αριθµού  yjxz +=  ορίζεται ο θετικός 

πραγµατικός αριθµός:    

z  = 22 yx +  

 

 

1. 1. 5 ) Πολική – εκθετική µορφή µιγαδικού αριθµού 

Οι µιγαδικοί αριθµοί µπορούν να γραφούν και σε µια άλλη εναλλακτική µορφή η οποία µπορεί 

να φανεί πολύ χρήσιµη σε  πληθώρα περιπτώσεων.    

Στο µιγαδικό επίπεδο θεωρούµε τον µιγαδικό αριθµό  yjxz +=  

Re

Im

zoy

x

2

2 y
x

z
r

+
=

=

0

ϑ

ϑcosr

ϑ
si

n
r

 

Το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος  0Z  είναι ίσο µε  r  όπου   r  = z  = 22 yx +  το µέτρο 

του µιγαδικού  z . Έστω ότι  θ είναι η γωνία που σχηµατίζεται από τον πραγµατικό άξονα και το 

ευθύγραµµο τµήµα   0Z .  Η γωνία θ λέγεται όρισµα του µιγαδικού αριθµού z  και  

µεταβάλλεται µεταξύ των ορίων π≤ϑ≤π− . 

 

Παρατηρούµε ότι το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του µιγαδικού z  γράφονται: 

x = Re { z  } = r cos ϑ          και              y = Im { z  } = r sin ϑ  
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άρα ο  yjxz +=   γράφεται  

 

yjxz += =  r cos ϑ  + j r sin ϑ  = r ( cos ϑ  + j sin ϑ ) 

 

αυτή η µορφή γραφής    z = r ( cos ϑ  + j sin ϑ )   ονοµάζεται πολική µορφή του µιγαδικού  z  

γιατί έχει άµεση  σχέση µε τις πολικές συντεταγµένες ενός σηµείου  ( x, y ) στο επίπεδο. 

Συνοψίζουµε: 

Καρτεσιανή  ( αλγεβρική)   µορφή µιγαδικού:    yjxz +=  

Πολική µορφή  µιγαδικού:                                     z = r ( cos ϑ  + j sin ϑ ) 

όπου:                                       x = r cos ϑ         ,     y  = r sin ϑ  

και                                           r  = z = 22 yx +    ,    






=ϑ −

x

y
tan 1  

( Σηµ. η συνάρτηση  tan –1 (τόξο εφαπτοµένης )  χρειάζεται προσοχή, κατά τον υπολογισµό της, 

δηλαδή την εύρεση της γωνίας ϑ  στο σωστό τεταρτηµόριο, ανάλογα µε τα πρόσηµα των αριθµών x 

και  y.  Πάντως όλες οι αριθµοµηχανές ( calculators) που έχουν τη δυνατότητα µετατροπής 

συντεταγµένων από καρτεσιανές σε πολικές, έχουν ενσωµατωµένο ειδικό πρόγραµµα που   

υπολογίζει σωστά τη γωνία  ϑ ) 

 

Επανερχόµαστε στην πολική µορφή µιγαδικού   z = r ( cos ϑ  + j sin ϑ )  και αναφέρουµε  µια 

βασική ταυτότητα που αποδεικνύεται στα Μαθηµατικά ( τύπος του Euler )   

ϑ+ϑ=ϑ sinjcosej           για κάθε πραγµατικό αριθµό ϑ   

Με βάση τον τύπο του Euler ο µιγαδικός  z   γράφεται: 

 

z  = r ( cos ϑ  + j sin ϑ ) = ϑϑ = jj ezer  

 

Αυτός ο τρόπος γραφής   z  = ϑjez    ονοµάζεται εκθετική µορφή µιγαδικού αριθµού και 

χρησιµοποιείται ευρύτατα στην πράξη.  
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1. 1. 6 ) Υπολογισµός γινοµένου και πηλίκου µιγαδικών σε εκθετική µορφή  

Το άθροισµα και η διαφορά δύο µιγαδικών υπολογίζονται πολύ εύκολα σε αλγεβρική – 

καρτεσιανή µορφή. Ο υπολογισµός όµως του  γινοµένου  και ιδίως του  πηλίκου  παρουσιάζει 

κάποια πολυπλοκότητα στη µορφή αυτή. 

Η χρήση όµως της εκθετικής µορφής απλοποιεί πάρά πολύ τα πράγµατα για τις δύο αυτές 

πράξεις ( γινόµενο – πηλίκο ). Συγκεκριµένα θα έχουµε: 

Έστω οι µιγαδικοί                1j
11 ezz ϑ=       και        2j

22 ezz ϑ=   

 

Το γινόµενο    21 zz ⋅  υπολογίζεται κατά τα γνωστά   

21 zz ⋅ = )(j
21

j
2

j
1

2121 ezzezez ϑ+ϑϑϑ ⋅=⋅  

δηλαδή το γινόµενο 21 zz ⋅  έχει µέτρο το γινόµενο των µέτρων των   1z  και  2z  και  όρισµα  το 

άθροισµα των ορισµάτων  1ϑ   και   2ϑ .  

( Σηµ. οι πράξεις  µε τους µιγαδικούς εκθέτες ακολουθούν τους ίδιους νόµους µε τις πράξεις µε 

πραγµατικούς εκθέτες)  

 

Με όµοιο τρόπο το πηλίκο   
2

1

z

z
 υπολογίζεται ως εξής:  

2

1

z

z
= )(j

2

1
j

2

j
1 21

2

1

e
z

z

ez

ez ϑ−ϑ
ϑ

ϑ

=  

δηλαδή το πηλίκο 
2

1

z

z
 έχει µέτρο το πηλίκο των µέτρων των  1z  και  2z  και  όρισµα  την 

διαφορά  των ορισµάτων αριθµητή µείον παρονοµαστή   ( 1ϑ -  2ϑ ) .  

 

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι είναι προτιµότερο η πρόσθεση και η αφαίρεση δύο µιγαδικών να 

γίνονται σε  αλγεβρική – καρτεσιανή µορφή  ενώ ο πολλαπλασιασµός και η διαίρεση να 

γίνονται σε  εκθετική µορφή. Χρειάζεται βέβαια κάθε φορά ή αντίστοιχη µετατροπή των 

µιγαδικών από την µία µορφή στην άλλη µε χρήση των γνωστών τύπων.  
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1. 1. 7 ) Έκφρασή συζυγούς και αντιστρόφου µιγαδικού σε εκθετική µορφή 

Έστω ο µιγαδικός αριθµός     yjxz +=  =  z  ( cos ϑ  + j sin ϑ ) = ϑjez   

Ο συζυγής του  γράφεται:           yjxz −=∗ = z  ( cosϑ  _  j sinϑ ) = ϑ− jez  

διότι ισχύει ως γνωστόν  ϑ−ϑ=ϑ−+ϑ−=ϑ− sinjcos)(sinj)(cose j     

∆ηλαδή στην εκθετική µορφή ο συζυγής µιγαδικός του  z  έχει το ίδιο µέτρο z  και αντίθετο 

όρισµα   _ ϑ  

Επίσης θα ισχύει                           
2jj zezezzz =⋅=⋅ ϑ−ϑ∗  

∆ηλαδή το γινόµενο ενός µιγαδικού  z   επί τον συζυγή του είναι ίσο µε το τετράγωνο του 

µέτρου του z . 

 

Ο αντίστροφος ενός µιγαδικού  z = ϑjez  γράφεται: 

ϑ−
ϑϑ
=== j

j

0j

j
e

z

1

ez

e1

ez

1

z

1
 

∆ηλαδή ο αντίστροφος του  z  έχει µέτρο το αντίστροφο του µέτρου του και όρισµα το αντίθετο 

του ορίσµατός του. 

 

1. 1. 8 ) ∆υνάµεις µιγαδικών αριθµών 

Οι δυνάµεις µιγαδικών αριθµών υπολογίζονται σύµφωνα µε τους γνωστούς κανόνες που ισχύουν 

για τους πραγµατικούς αριθµούς και ο υπολογισµός απλοποιείται σηµαντικά όταν ο µιγαδικός 

είναι γραµµένος σε εκθετική µορφή.  

Έστω ο µιγαδικός                                       z = ϑjez  

Τότε:                        nz  = ϑnjn
ez           και               nz−  = ϑ−− njn

ez     

όπου   n   ακέραιος 

Αλλά και γενικότερα ισχύει                   m

n
j

m

n
m

n

ezz
ϑ

=             όπου n, m  ακέραιοι 

 

 

 



 8

1. 1. 9 ) Ρίζες µιγαδικών αριθµών 

Ο µιγαδικός αριθµός                                z = ϑjez    

έχει   n τον αριθµό    n-οστές  ρίζες    n z    οι οποίες υπολογίζονται από τον ακόλουθο  τύπο:  

kz   =  n

k2
j

n ez
π+ϑ

      όπου     k = 0, 1, 2, … n-1 

 

1. 1. 10 ) Στρεφόµενοι µιγαδικοί αριθµοί  

Θεωρούµε τον µιγαδικό αριθµό, η  ακριβέστερα την µιγαδική συνάρτηση: 

 

tjeA)t(z ω=  

 

όπου  Α  και  ω  σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί και  t  πραγµατική  µεταβλητή ( χρόνος). 

Παρατηρούµε ότι ο  )t(z   έχει σταθερό µέτρο Α  ενώ  το όρισµά του αυξάνει γραµµικά 

συναρτήσει του χρόνου. Αυτό σηµαίνει ότι  ο  )t(z , στο µιγαδικό επίπεδο,  κινείται πάνω σε 

µία περιφέρεια µε ακτίνα Α  µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. ( βλ. και κατωτέρω σχήµα) 

Re

Im

z

0

ϑ

o

ω

A

tω=ϑ

0

•

•tcosA ω

t
si

n
A

ω

 

Το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του )t(z θα είναι αντίστοιχα: 

Re { )t(z  } = A cos ωt       και      Im { )t(z } = A sin ωt 

Από τις σχέσεις αυτές γίνεται δυνατή η παράσταση ηµιτονοειδών συναρτήσεων µε χρήση 

µιγαδικών αριθµών. Ο µιγαδικός αριθµός )t(z  λέγεται και στροφέας ( phasor ). 
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Η χρονική  παράγωγος και το ολοκλήρωµα του )t(z  µπορούν εύκολα να υπολογιστούν 

εφαρµόζοντας τους κανόνες παραγώγισης που ισχύουν για πραγµατικές συναρτήσεις. Έτσι θα 

έχουµε: 

)
2

t(j
2

j
tjtjtj eAeeAejAeA

td

d

td

)t(zd
π

+ω
π

ωωω ω=ω=ω==  

(  διότι  ισχύει  je 2
j
=

π

  ) 

Άρα   παραγώγιση  του tjeA)t(z ω=  σηµαίνει πολλαπλασιασµό του µέτρου του επί  ω  και 

ταυτόχρονα αύξηση κατά  γωνία  
2

π
  του ορίσµατός του. 

Αντίστοιχα για το ολοκλήρωµα: 

)
2

t(j
2

j
tjtjtj e

A
ee

A
e

j

A
tdeAtd)t(z

π
−ω

π
−

ωωω

ω
=

ω
=

ω
== ∫∫  

(  διότι  ισχύει  2
j

ej
j

1
π

−
=−=   ) 

Άρα   ολοκλήρωση   του tjeA)t(z ω=  σηµαίνει διαίρεση µέτρου του δια ω  και ταυτόχρονα 

µείωση  κατά  γωνία  
2

π
  του ορίσµατός του. 
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1. 2 ) Η ηµιτονοειδής συνάρτηση 

 

1. 2. 1 ) Γενικά για την ηµιτονοειδή συνάρτηση 

Η συνάρτηση αυτή χρησιµοποιείται πολύ στην Ηλεκτρολογία αλλά και σε άλλες Τεχνικές 

Επιστήµες. Οι λόγοι είναι οι ακόλουθοι: 

 

α) Με  την ηµιτονοειδή συνάρτηση περιγράφονται πολλά φυσικά φαινόµενα και τούτο γιατί 

οι ηµιτονοειδείς συναρτήσεις µαζί µε τις εκθετικές συναρτήσεις,  αλλά και  συνδυασµοί 

αυτών των δύο, αποτελούν τις γενικές λύσεις των  γραµµικών διαφορικών εξισώσεων µε 

σταθερούς συντελεστές. Με τις εξισώσεις αυτές περιγράφεται πληθώρα φυσικών φαινοµένων  

( π.χ. οι ταλαντώσεις ).   

 

β) Από µαθηµατική άποψη είναι µια πολύ «οµαλή» συνάρτηση. Η παράγωγός της είναι 

επίσης  µια ηµιτονοειδής συνάρτηση µε κάποια διαφορά φάσεως. 

 

γ)  Με την ηµιτονοειδή συνάρτηση µπορούν να περιγραφούν και να µελετηθούν συνθετότερα 

σήµατα (περιοδικά ή όχι) µέσω της ανάλυσης  Fourier ( όπως θα δούµε στα επόµενα)    

 

Μια ηµιτονοειδής  συνάρτηση  f ( t ) = Am sin ( ω t + φ )  χαρακτηρίζεται πλήρως από 3 

µεγέθη: 

               -  Το πλάτος  Am  ( µε  µονάδα ανάλογη του φυσικού  µεγέθους που περιγράφεται)  

               -  Την κυκλική συχνότητα ω   ( rad /sec )  

               -  Την αρχική φάση φ   ( rad   ή  µοίρες ) 

 
Το µέγεθος  ω t + φ ( rad ),  δηλ. το όρισµα,   λέγεται  φάση  της  ηµιτονοειδούς  συνάρτησης 

Επίσης το µέγεθος   
ω
π

=
2

T    ( sec )   λέγεται  περίοδος  της  ηµιτονοειδούς  συνάρτησης  και 

το αντίστροφο της περιόδου   
T

1
f =     ( Hz  = sec -1  )  λέγεται συχνότητα. Ο χρόνος µιας 

πλήρους περιόδου  Τ , αντιστοιχεί  προφανώς σε  2π  rad  ( ακτίνια )   
 
 
 
Παρακάτω δίνεται µια  τυπική γραφική παράσταση της  ηµιτονοειδούς  συνάρτησης                

f ( t ) = Am sin ( ω t + φ ) 
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mA

mA−

t

)t(f

0 T T2
• ••

ϕsinAm •

•

•

T
2 π
ϕ

 
Παρατηρείστε ότι για  t = 0 η τιµή είναι   f ( 0 ) = Am sin φ   

Το χρονικό διάστηµα αριστερά του µηδενός το οποίο απαιτείται για να µηδενιστεί η  f ( t )  

είναι ίσο µε   T
2 π
ϕ

. 

Γενικά γωνία  φ0   ( rad )   αντιστοιχεί σε χρονικό  διάστηµα    ∆ T
2

t 0
0 π

ϕ
=    ( sec ) 

Αντί για  την ηµιτονοειδή συνάρτηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί, για την περιγραφή των 

ίδιων φαινοµένων,  και η συνηµιτονοειδής συνάρτηση 

f ( t ) = Am cos ( ωt + φ ) 

Υπενθυµίζονται από την Τριγωνοµετρία οι σχέσεις: 

)
2

x(sinxcos
π

+=         και         )
2

x(cosxsin
π

−=                        

άρα: 

f ( t ) = Am cos ( ωt + φ )  = )
2

t(sinA m
π

+ϕ+ω  

και αντίστοιχα: 

 f ( t ) = Am sin ( ωt + φ )  = )
2

t(cosA m
π

−ϕ+ω  

∆ηλαδή η περιγραφή ενός  µεγέθους µε ηµιτονοειδή  ή συνηµιτονοειδή συνάρτηση σηµαίνει 

απλά µια µετατόπιση στη φάση κατά  +  ή  -   π/2   rad  ( ή αντίστοιχα  +  ή  -  90  µοίρες ).  

Στην πράξη  είναι ορθότερο, κατά την µελέτη των προβληµάτων,   να χρησιµοποιείται µόνον 

ή µία από τις δύο µορφές  δηλαδή να εκφράζουµε όλα τα µεγέθη µε ηµιτονοειδείς  ή όλα µε 

συνηµιτονοειδείς  συναρτήσεις.       

Σε ολόκληρο  το σύγγραµµα αυτό επιλέγεται η έκφραση µε ηµιτονοειδείς  συναρτήσεις. 
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1. 2. 2 ) Παράσταση ηµιτονοειδών συναρτήσεων µε χρήση µιγαδικών αριθµών  

Αποδεικνύεται στα Μαθηµατικά, ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό x, ισχύει  η παρακάτω 

ταυτότητα ( τύπος του Euler ): 

xsinjxcose xj +=  

Άρα αν θεωρήσουµε τον µιγαδικό αριθµό ( η ακριβέστερα την µιγαδική συνάρτηση )  

)t(j
m eA)t(A ϕ+ω=  

Ο µιγαδικός   )t(j
m eA)t(A ϕ+ω=  έχει σταθερό µέτρο Am  και όρισµα το οποίο αυξάνει 

γραµµικά συναρτήσει του χρόνου  t.  Αυτό σηµαίνει ότι  ο )t(A  εκτελεί, στο µιγαδικό 

επίπεδο, οµαλή κυκλική κίνηση µε γωνιακή ταχύτητα ω.  

Με εφαρµογή του τύπου του Euler έχουµε:       

)t(j
m eA)t(A ϕ+ω= = )t(sinAj)t(cosA mm ϕ+ω+ϕ+ω  

Παρατηρούµε λοιπόν ότι:  

{ } )t(cosA)t(ARe m ϕ+ω=     και      { } )t(sinA)t(AIm m ϕ+ω=  

δηλαδή  το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του  )t(A  είναι, αντίστοιχα,  µια 

συνηµιτονοειδής  και µια  ηµιτονοειδής συνάρτηση.   

 

mA

mA−

)t(α

0 T T2

•

••

ϕsinAm •

•

•

0

)t(A

ω

•

Im

Re
•

ϕ

 

 

Επιλέγουµε στο σηµείο αυτό την χρήση της ηµιτονοειδούς συνάρτησης (*) ( φανταστικό 

µέρος)  
 

(*) 
Εξ΄ ίσου θα µπορούσαµε να επιλέξουµε την συνηµιτονοειδή συνάρτηση (πραγµατικό µέρος ) 
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Άρα:                  { } { }tjj
m

)t(j
mm eeAImeAIm)t(sinA ωϕϕ+ω ==ϕ+ω  

Στο σηµείο αυτό κάνουµε την ακόλουθη παρατήρηση: 

Έστω ότι  έχουµε να υπολογίσουµε ένα άθροισµα ή µία διαφορά δύο ηµιτονοειδών 

συναρτήσεων µε την ίδια κυκλική συχνότητα ω. Από την Τριγωνοµετρία είναι γνωστό ότι 

το αποτέλεσµα είναι επίσης µια ηµιτονοειδής συνάρτηση µε την ίδια κυκλική συχνότητα ω.    

Στην περίπτωση λοιπόν που έχουµε να υπολογίσουµε ένα τέτοιο αλγεβρικό άθροισµα 

µπορούµε, για την περιγραφή των ηµιτονοειδών συναρτήσεων, αντί του στρεφοµένου  

µιγαδικού αριθµού: 

tjj
m

)t(j
m eeAeA)t(A ωϕϕ+ω ==  

να χρησιµοποιήσουµε   τον  σταθερό  µιγαδικό: 

ϕ= j
m eAA  

Αυτό φαίνεται εύκολα µε βάση τον παρακάτω συλλογισµό: 

έστω:      

{ } { }tjj
1m

)t(j
1m11m1 eeAImeAIm)t(sinA)t( 11 ωϕϕ+ω ==ϕ+ω=α      και  

{ } { }tjj
2m

)t(j
2m22m2 eeAImeAIm)t(sinA)t( 22 ωϕϕ+ω ==ϕ+ω=α  

τότε  

α 1 ( t )  ±  α 2 ( t )  = { } { }tjj
2m

tjj
1m eeAImeeAIm 21 ωϕωϕ ±   =  

= { } { })eAeA(eImeeAeeAIm 2121 j
2m

j
1m

tjtjj
2m

tjj
1m

ϕϕωωϕωϕ ±=±  = 

= { }0j
0m

tj eAeIm ϕω  = { })t(j
0m

0eAIm ϕ+ω  

όπου:  210 j
2m

j
1m

j
0m eAeAeA ϕϕϕ ±=  

άρα:    α 1 ( t )  ±  α 2 ( t ) = { })t(j
0m

0eAIm ϕ+ω  =  Am 0  sin ( ω t + φ0 ) 

∆ηλαδή  παρατηρούµε ότι για τον υπολογισµό, µε χρήση στρεφοµένων  µιγαδικών αριθµών, 

της παράστασης    

)t(sinA)t(sinA 22m11m ϕ+ω±ϕ+ω  =  Am 0  sin ( ω t + φ0 ) 

  ο όρος   tje ω   δεν υπεισέρχεται στους  υπολογισµούς  του πλάτους  Am 0  και της γωνίας   φ0  

και κατά συνέπεια µπορεί ( προσωρινά ) να απαλειφθεί.    

Είναι προφανές ότι αντί για αλγεβρικό άθροισµα µόνον δύο ηµιτονοειδών όρων, µπορούµε να 

έχουµε αλγεβρικό άθροισµα  οποιουδήποτε αριθµού ηµιτονοειδών όρων, µε την προϋπόθεση 

να έχουν όλοι  την ίδια κυκλική συχνότητα ω.  
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Συνοψίζουµε εδώ την µεθοδολογία:  

Η ηµιτονοειδής συνάρτηση:  

α ( t ) = Am sin ( ω t + φ ) 

µπορεί να παρασταθεί  από τον στρεφόµενο   µιγαδικό  αριθµό:   

)t(j
m eA)t(A ϕ+ω=  

ο οποίος αποκαλείται και στροφέας ή phasor 

Πρακτικά  όµως  χρησιµοποιείται ο σταθερός µιγαδικός αριθµός: 

ϕ= j
m eAA  

Αντίστροφα αν είναι γνωστός ο  ϕ= j
m eAA  και η κυκλική συχνότητα ω ,  τότε  η  

ηµιτονοειδής συνάρτηση α ( t ) προκύπτει από τη σχέση: 

 

{ } { } )t(sinAeeAImeAIm)t( m
tjj

m
tj ϕ+ω===α ωϕω  

 

Με την χρήση των µιγαδικών αριθµών οι πράξεις µεταξύ ηµιτονοειδών συναρτήσεων 

ανάγονται σε πράξεις µιγαδικών αριθµών.  Έτσι αποφεύγονται πολύπλοκες τριγωνοµετρικές 

εκφράσεις και αντικαθίστανται από απλή µιγαδική άλγεβρα. 

Ας δούµε παρακάτω δύο απλές εφαρµογές:    

 

1. 2. 3 ) Παραδείγµατα 

 

Παράδειγµα 1)   Η έκφραση    f ( t ) = α 1 sin ω t  +  α 2 cos ω t       όπου τα   α 1  και  α 2   

πραγµατικοί αριθµοί ( θετικοί ή αρνητικοί )   µπορεί  να γραφεί και ως:  

 

f ( t ) =  α m  sin  ( ω t  +  φ ) 

 

τα µεγέθη   α m   και   φ   υπολογίζονται ως εξής: 

 

- ο όρος   α 1 sin ω t      αν    α 1 > 0    παριστάνεται  µε   στροφέα  11A α=     

-ο όρος  α 2 cos ω t = α 2 sin ( ω t + 
2

π
 )   αν  α 2 > 0    παριστάνεται µε στροφέα  2

j

22 eA
π

α=  

Προσθέτοντας τους στροφείς   1A   και   2A    θα πάρουµε: 
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2
j

21 eF
π

α+α= = 21 j α+α =









α

α−

α+α 1

21tanj
2
2

2
1 e  

άρα:                        f ( t ) = { } 


















α
α

+ωα+α= −ω

1

212
2

2
1

tj tantsineFIm  

συνεπώς                 








α
α

=ϕκαια+α=α −

1

212
2

2
1m tan  

Προσοχή όµως  χρειάζεται στον σωστό  υπολογισµό της γωνίας  








α
α

=ϕ −

1

21tan   

ανάλογα µε τα πρόσηµα των  α 1  και  α 2   ! 

∆ίνουµε παρακάτω δύο αριθµητικά παραδείγµατα της εφαρµογής αυτής 

 

 Παράδειγµα 2 )   

Η  έκφραση  f ( t ) = 5 sin (10 t ) + 7 cos ( 10 t ) γράφεται: 

5 sin (10 t ) →   στροφέας    5A1 =  

7 cos ( 10 t ) = 7 sin (10 t + π/2)  →   στροφέας    7je7A 2
j

2 ==
π

 

άρα:                        95.0j5

7
tanj

22
2 e602.8e757j5AAF

1

=+=+=+=







−

 

και                                                f ( t ) =  8.602 sin ( 10 t + 0.95 )  

ή  σε µοίρες                                  f ( t ) =  8.602 sin ( 10 t + 54.46ο ) 

 

Παράδειγµα 3 )   

Η  έκφραση  f ( t ) = 3 sin (20 t ) - 2 cos ( 20 t ) γράφεται: 

3 sin ( 20 t ) →   στροφέας    3A1 =  

- 2 cos ( 20 t ) = -2 sin (20 t + π/2) = 2 sin (20 t + π/2 – π ) →  στροφέας 2je2A 2
j

2 −==
π

−
 

άρα:                        59.0j3

2
tanj

22
2 e606.3e232j3AAF

1

−







 −

=+=−=+=
−

 

 

και                                                f ( t ) =  3.606 sin ( 20 t - 0.59 )  

ή  σε µοίρες                                  f ( t ) =  3.606 sin ( 20 t - 33.7ο ) 
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Παράδειγµα 4 ) 

Να υπολογιστεί το άθροισµα: 

f ( t ) =  6 sin ( 100 t – 0.23) + 5 sin ( 100 t + 0.78) – 3 sin (100 t + 1.23) + 2 sin (100 t - 0.56 ) 

(οι γωνίες σε  rad ) 

 

οι αντίστοιχοι στροφείς  θα έιναι: 

6 sin ( 100 t – 0.23)  →   =α1
23.0je6 −  = 5.842 – j 1.368 

5 sin ( 100 t + 0.78)  →  =α2
78.0je5 = 3.554 + j 3.516 

– 3 sin (100 t + 1.23)  = 3 sin ( 100 t +1.23 – π )  = 3 sin (100 t – 1.91 ) →  =α3
91.1je3 −  =  

                                                                                                                        = -0.998 – j 2.829                                                      

 2 sin (100 t - 0.56 )  →  =α4
56.0je2 −  = 1.694 – j 1.062 

 

άρα:                           4321f α+α+α+α= = 10.092 -  j 1.743  = 10.241 17.0je −  

συνεπώς:                    f ( t )  =  { }t100jefIm   = 10.241 sin (100 t – 0.17 ) 

ή  σε µοίρες                                  f ( t ) =  10.241 sin ( 100 t – 9.7ο ) 
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1. 3 ) Η εκθετική συνάρτηση 
 
1. 3. 1) Γενικά για την εκθετική συνάρτηση  
Η εκθετική συνάρτηση,   έχει εξ΄ ίσου µε την ηµιτονοειδή συνάρτηση,   σηµαντικότατη αξία  

για την Ηλεκτρολογία.  Οι εκθετικές συναρτήσεις, όπως είναι γνωστό , αποτελούν  γενικές 

λύσεις των  γραµµικών διαφορικών εξισώσεων µε σταθερούς συντελεστές. 

Στο σηµείο αυτό αναφέρουµε την ακόλουθη παρατήρηση: 

- ∆εν είναι ποτέ δυνατόν από πραγµατικό – φυσικό  σύστηµα να  προκύψει ως απόκριση 

εκθετική συνάρτηση µε θετικό εκθέτη, δηλαδή συνάρτηση της µορφής  te)t(f α
=     

όπου το α > 0. 

Είναι προφανές ότι η te)t(f α
=  τείνει στο άπειρο καθώς ο χρόνος t  τείνει στο άπειρο και 

µια τέτοια απόκριση δεν µπορεί να προκύψει από πραγµατικό - φυσικό σύστηµα. 

Άρα λοιπόν οι εκθετικές συναρτήσεις που χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν φυσικά 

φαινόµενα  έχουν πάντοτε αρνητικούς εκθέτες. 

 

1. 3. 2 ) Μορφές εκθετικών συναρτήσεων 

Στην πράξη   χρησιµοποιούνται οι ακόλουθες  δύο µορφές εκθετικών συναρτήσεων. 

α) Η κατερχόµενη εκθετική συνάρτηση :   T

t

1 eA)t(f
−

=        όπου  Τ   η σταθερά χρόνου 

Η συνάρτηση f 1 ( t )  τείνει ασυµπτωτικά  στο  0  και η  εφαπτοµένη της καµπύλης στο 

σηµείο ( 0 , Α )  τέµνει τον άξονα των  t  στο σηµείο  t = T. 

 
)t(f1

A •

0 t• •• • • •

T T5

•A368.0

 
 

Για   t =  Τ   η  f 1 ( t ) παίρνει την τιµή  f 1 ( Τ )  =  Α e –1  =  0.368 Α    

Για  t =  5 Τ   έχουµε  f 1 ( 5T ) =   5eA −  = 0.0067A  τιµή που θεωρείται πολύ µικρή σε σχέση µε το 
Α,  και έτσι η τιµή  t =  5 Τ  θεωρείται  ως το «πρακτικό» χρονικό όριο στο οποίο η  f 1 ( t )  
µηδενίζεται.  
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β) Η ανερχόµενη εκθετική συνάρτηση:  )e1(A)t(f T

t

2

−

−=       όπου  Τ   η σταθερά χρόνου 

Η συνάρτηση f 2 ( t )  τείνει ασυµπτωτικά  στο  Α  και η  εφαπτοµένη της καµπύλης στο 

σηµείο ( 0 , 0 )  τέµνει την ασύµπτωτο ευθεία σε ένα σηµείο από το οποίο αν φέρουµε την 

κάθετο στον  άξονα των  t  θα  συναντήσει  το σηµείο  t = T. 

 
 

T

)t(f 2

A

• • •

•

• •• •0 T5

A632.0 •

t
 

 

Για   t =  Τ   η  f 2 ( t ) παίρνει την τιµή  f 2 ( Τ )  =   Α ( 1- e – 1  ) =  0.632 A     
Για  t =  5 Τ   έχουµε  f 2 ( 5T ) = A ( 1 - e – 5  )   = 0.9933 A  τιµή που θεωρείται πολύ κοντά  στο Α,  
και έτσι η τιµή  t =  5 Τ  θεωρείται  ως το «πρακτικό» χρονικό όριο στο οποίο η          f 2 ( t )  παίρνει 
την τελική της τιµή Α.   
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1. 4 ) Γραµµική ανεξαρτησία συναρτήσεων 
 
1. 4. 1 ) Ορισµός 
 
Οι συναρτήσεις  f 1 ( t )   και  f 2 ( t )  θα λέγονται γραµµικά  ανεξάρτητες  όταν  η σχέση 

 

α 1  f 1 ( t ) + α 2  f 2 ( t ) = 0        για κάθε  t  

 

ισχύει µόνον όταν  α 1 = α 2 = 0. 

Αν µπορούν να βρεθούν δυο πραγµατικοί αριθµοί  α 1 , α 2  διάφοροι του µηδενός και να 

ικανοποιείται η ανωτέρω σχέση  τότε οι συναρτήσεις  f 1 ( t )   και  f 2 ( t )  λέγονται γραµµικά 

εξαρτηµένες. 

 

1. 4. 2 ) Παραδείγµατα 

 α) Οι συναρτήσεις   sinωt  και  cosωt   είναι γραµµικά ανεξάρτητες  διότι δεν µπορούν να 

βρεθούν δυο πραγµατικοί αριθµοί  α 1 , α 2  (διάφοροι του µηδενός )  ώστε να  ισχύει  

 

α 1 sinωt + α 2 cosωt = 0     για κάθε  t 

 

β)  Οι συναρτήσεις   sinω1t    και  sinω2 t , όπου 21 ω≠ω ,  είναι γραµµικά ανεξάρτητες  διότι 

δεν µπορούν να βρεθούν δυο πραγµατικοί αριθµοί  α 1 , α 2  (διάφοροι του µηδενός )  ώστε να  

ισχύει  

α 1 sinω1t  +  α 2 sin ω2 t = 0     για κάθε  t 

 

γ)  Οι συναρτήσεις  e – k t  και  e – m t  , όπου mk ≠ , είναι γραµµικά ανεξάρτητες  διότι δεν 

µπορούν να βρεθούν δυο πραγµατικοί αριθµοί  α 1 , α 2  (διάφοροι του µηδενός )  ώστε να  

ισχύει  

α 1 e
 – k t

  +  α 2 e
 – m t  

 = 0     για κάθε   t 

 

δ)  Οι συναρτήσεις  C 1 e
 – k t  και C 2 e

 – k t  , είναι γραµµικά  εξαρτηµένες  διότι:  

η σχέση              α 1 C 1 e
 – k t  +  α 2 C 2 e

 – k t = 0        επαληθεύεται για κάθε  t  αν έχουµε  π.χ. 

α 1 = β   ( β = τυχαίος πραγµατικός αριθµός )   και   α 2 = - β C 1 / C 2 
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1. 5)   Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές 

 
1. 5. 1 ) Εισαγωγικά 
Η γενική µορφή µιας γραµµικής ∆ιαφορικής Εξίσωσης (∆.Ε.) µε σταθερούς συντελεστές 

είναι: 

)t(f)t(ya
td

)t(yd
a...

td

)t(yd
a

td

)t(yd
a 011n

1n

1nn

n

n =++++
−

−

−  

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό: 

td

d
D ≡  

όπου ο τελεστής  D  υποδηλώνει την παράγωγο, και εποµένως  θα ισχύουν:   

3

3
3

2

2
2

td

d
D,

td

d
D ==   ...   κ.ο.κ. 

Με βάση τα προηγούµενα  η διαφορική εξίσωση µπορεί να γραφεί και ως εξής: 

 

)t(f)t(ya)t(yDa...)t(yDa)t(yDa 01
1n

1n
n

n =++++ −
−  

 

ή                                 [ ] )t(f)t(yaDa...DaDa 01
1n

1n
n

n =++++ −
−  

όπου:   

y ( t ) :  άγνωστη συνάρτηση  ( απόκριση ή «έξοδος» ) 

 

f ( t ) :   γνωστή συνάρτηση  ( διέγερση  ή  «είσοδος» )  

  n :      µέγιστη τάξη παραγώγου της άγνωστης συνάρτησης  που λέγεται και τάξη της  

            διαφορικής εξίσωσης 

[ ]n1n10 a,a...a,a −   σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί (συντελεστές της διαφορικής εξίσωσης) 

Για να λυθεί η διαφορική αυτή εξίσωση πρέπει να είναι γνωστές και  n το πλήθος Αρχικές 

Συνθήκες   (Α.Σ.)  οι οποίες συνήθως είναι οι τιµές:   

)0(yD,)0(yD,..,)0(yD,)0(y 1n2n +−+−++  

Η  τιµή  += 0t  σηµαίνει ότι το t  είναι απείρως κοντά στο 0 αλλά από τις θετικές τιµές, 

δηλαδή ισχύει  t  > 0. 

 

Οι γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές εµφανίζονται  στην 

περιγραφή  πάρα πολλών φυσικών φαινοµένων και βέβαια στην ανάλυση των  

ηλεκτρικών κυκλωµάτων. 
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1. 5. 2 ) Γενικός τρόπος επίλυσης  γραµµικής ∆.Ε.  

 

Αποδεικνύεται στα Μαθηµατικά ότι η γενική λύση µιας  ∆.Ε. n- τάξεως: 

[ ] )t(f)t(yaDa...DaDa 01
1n

1n
n

n =++++ −
−  

 είναι η ακόλουθη: 

)t(y)t(y)t(y µερικηοµογενηςγενικη +=  

όπου: 

)t(yοµογενης : η  γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς ∆.Ε. 

[ ] 0)t(yaDa...DaDa 01
1n

1n
n

n =++++ −
−  

 

)t(yµερικη  :  µία συνάρτηση του t  η οποία δεν προκύπτει από την λύση της οµογενούς και  

                       ταυτόχρονα αποτελεί λύση της ∆.Ε. 

 

Η ειδική λύση της  ∆.Ε.   )t(y iδικηε   προκύπτει από την )t(yγενικη  µετά από εφαρµογή 

των δεδοµένων αρχικών συνθηκών   (Α.Σ.)  

)0(yD,)0(yD,..,)0(yD,)0(y 1n2n +−+−++  

 

 

Παρακάτω θα ασχοληθούµε µε την επίλυση γραµµικών ∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές  

1ης  και  2ας   τάξεως  και στη  συνέχεια θα γενικεύσουµε τον τρόπο επίλυσης για ∆.Ε.      

n –τάξεως.  
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1. 5. 3 ) Επίλυση γραµµικής ∆.Ε. 1ης  τάξεως 

 

Η γενική µορφή µια γραµµικής ∆.Ε. 1ης  τάξεως είναι: 

 

∆.Ε. :       ( ) )t(f)t(yaDa 01 =+  

Α.Σ. :        0y)0(y =+   

 

Αντίστοιχη οµογενής ∆.Ε.:  ( ) 0)t(yaDa 01 =+  

 

Από την οµογενή ∆.Ε.  προκύπτει η λεγόµενη χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε. θέτοντας 

αντί  του τελεστή D την  αλγεβρική µεταβλητή  s.  Έτσι θα πάρουµε: 

 

Χαρακτηριστική εξίσωση:        0asa 01 =+  

 

( δηλ. η χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε. είναι πάντα µία πολυωνυµική εξίσωση µε βαθµό 

ίσο µε την τάξη της  ∆.Ε. , άρα η ∆.Ε.  1ης  τάξεως θα έχει χαρακτηριστική εξίσωση πρώτου 

βαθµού ) 

 

Η ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης  θα είναι:   
1

0
1 a

a
s −=  

Αποδεικνύεται ότι η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς  ( ) 0)t(yaDa 01 =+  

 

θα είναι:                                             ts
1

1eC)t(y =οµογενης     

 

όπου η σταθερά C1  προσδιορίζεται από την δεδοµένη αρχική συνθήκη  0y)0(y =+  

 

Σύµφωνα µε την µεθοδολογία επίλυσης ,  πρέπει να βρούµε και µία µερική λύση της ∆.Ε. την  

οποία θα προσθέσουµε στη γενική λύση της οµογενούς  και στη συνέχεια θα εφαρµόσουµε τη 

δεδοµένη αρχική συνθήκη για την εύρεση της σταθεράς C1. 

Στο σηµείο αυτό  θα περιορίσουµε το πρόβληµα της εύρεσης µερικής λύσης της ∆.Ε. για 

ορισµένες ειδικές µορφές της συνάρτησης  f ( t ). Οι µορφές αυτές φαίνονται  στον πίνακα 

που ακολουθεί. 
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ΜΟΡΦΕΣ ΜΕΡΙΚΩΝ ΛΥΣΕΩΝ  ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ∆.Ε. 

Μορφή  f ( t ) 

 

Μορφή   yµερική ( t ) 

 

Σταθερή συνάρτηση :  f ( t )  = k 1  

 

 

Σταθερή συνάρτηση :   yµερική ( t ) = k 2 

 

η σταθερά k2 προσδιορίζεται µε απλή αναγωγή 

 

 

Πολυώνυµο m - βαθµού: 

01
1m

1m
m

m btb...tbtb)t(f ++++= −
−  

 

 

 

Πολυώνυµο m – βαθµού:  

yµερ ( t ) = 01
1m

1m
m

m dtd...tdtd ++++ −
−  

 

οι σταθερές  d 0 , d 1, …, d m   προσδιορίζονται  µε  

απλή αναγωγή 

 

 

 

Εκθετική Συνάρτηση:   tk
1

2ek)t(f =  

 

 

 

 

Εκθετική Συνάρτηση: tk
3

2ek)t(y =µερικη  

Παρατηρούµε ότι ο εκθέτης παραµένει ο ίδιος              

η σταθερά k 3 προσδιορίζεται µε απλή αναγωγή 

 

 

 

 

Ηµιτονοειδής συνάρτηση:  f ( t ) = k 1 sin ( ω t )   

 

 

Άθροισµα ηµιτόνου και συνηµιτόνου µε την ίδιο ω :   

yµερική ( t ) = k 2 sin ( ω t ) + k 3 cos ( ω t )   

ή ισοδύναµα:   yµερική ( t ) = k 4 sin ( ω t + φ )    

 

οι σταθερές ( k 2 , k 3 )  ή  ( k 4 , φ  )  προσδιορίζονται 

  µε απλή αναγωγή 

 

 

Εκθετικά αποσβεννύµενη ηµιτονοειδής  

 

 f ( t ) = k 1
tk2e sin ( ω t )   

 

Άθροισµα ηµιτόνου και συνηµιτόνου µε την ίδιο ω 

και τον ίδιο συντελεστή απόσβεσης k2 

yµερ ( t ) = tk2e [ k 3 sin (ω t) + k 4 cos (ω t) ]   

ή ισοδύναµα:   yµερ ( t ) = k 5 
tk2e sin ( ω t + φ ) 

οι σταθερές ( k 3 , k 4 )  ή  ( k 5 , φ  )  προσδιορίζονται 

  µε απλή αναγωγή 
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1. 5. 4 ) Παραδείγµατα επίλυσης  γραµµικών  ∆.Ε. 1ης  τάξεως  

 

 Παρ. 1 ) Να λυθεί η ∆.Ε.    ( 2 D  + 1 ) y ( t ) = 0   µε  Α.Σ.   y ( 0+ ) = 1    ( οµογενής ∆.Ε. ) 

 

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι      2 s + 1 = 0     µε ρίζα  s 1 = - 0.5 

Άρα η γενική λύση της  οµογενούς  ∆.Ε.   θα είναι: 

 

y οµογ ( t )  = C 1 ts1e   =  C 1 e – 0.5  t 

 

Με εφαρµογή της δεδοµένης  A.Σ.       y ( 0+ ) = 1   θα πάρουµε: 

yοµογ ( 0
+ ) = C 1 = 1 

άρα η ειδική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

y ειδ. ( t )  =  y ( t ) =  e –  0. 5 t 

 

Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης 

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  2  4  6  8  10  12  14

t

)t
(

y

 

 

Παρ. 2 ) Να λυθεί η ∆.Ε.    ( D  + 3 ) y ( t ) = 3   µε  Α.Σ.   y ( 0+ ) = 2    

 

Χαρακτηριστική εξίσωση:        s + 3 = 0     µε  ρίζα  s 1 = - 3 

Άρα η γενική λύση της  οµογενούς  ∆.Ε.   θα είναι: 

 

y οµογ ( t )  =  C 1 e – 3  t 

 

Εύρεση µερικής λύσης: 

Εδώ  έχουµε  f ( t )  = 3 = σταθ. ,  άρα δοκιµάζουµε ώς    yµερ ( t ) = k = σταθ. 

Θέτουµε την  yµερ ( t )  στη ∆.Ε. και έχουµε: 
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( D  + 3 ) yµερ ( t ) = 3   ή   ( D  + 3 ) k =  3   άρα  3 k = 3  1k =⇒        

εποµένως η συνάρτηση     yµερ ( t ) = 1  είναι µια µερική  λύση της ∆.Ε. 

Άρα  η γενική λύση:                     )t(y)t(y)t(y µεροµογγεν +=  

ή                                                    1eC)t(y t3
1 += −

γεν  

 

Με εφαρµογή της δεδοµένης  A.Σ.       y ( 0+ ) = 2   θα πάρουµε: 

yγεν ( 0
+ ) = C 1 + 1 =  2 1C1 =⇒  

άρα η ειδική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

y ειδ. ( t )  =  y ( t ) =  e – 3  t  + 1 

 

Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης 

t

)t
(

y

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.5  1  1.5  2  2.5

 

 

 

Παρ. 3 )  Να λυθεί η ∆.Ε.    ( 3 D  + 2 ) y ( t ) = 10 e – 2  t   µε  Α.Σ.   y ( 0+ ) = 1    

 

Χαρακτηριστική εξίσωση:       3 s + 2 = 0     µε  ρίζα  s 1 = 
3

2
−  

Άρα η γενική λύση της  οµογενούς ∆.Ε.   θα είναι: 

( )
t

3

2

1 eCty
−

οµογ =  

Εύρεση µερικής λύσης: 

 

Εδώ  έχουµε  f ( t )  = 10 e – 2  t  ,  άρα δοκιµάζουµε  ως  yµερ ( t ) = k e – 2  t 
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Θέτουµε την  yµερ ( t )  στη ∆.Ε. και έχουµε: 

( 3 D  + 2 ) yµερ ( t ) = 10 e – 2  t     ⇒     ( 3 D   + 2 ) k e – 2  t = 10 e – 2  t     

⇒  - 6 k e – 2  t  +  2 k e – 2  t   = 10 e – 2  t 
⇒  - 6 k + 2 k = 10 ⇒   k  = - 2.5 

 

Εποµένως η συνάρτηση     yµερ ( t ) = -  2.5 e – 2  t   είναι µια µερική  λύση της ∆.Ε. 

 

Άρα  η γενική λύση:                     )t(y)t(y)t(y µεροµογγεν +=  

ή                                                      t2
t

3

2

1 e5.2eC)t(y −
−

γεν −=  

Με εφαρµογή της δεδοµένης  A.Σ.       y ( 0+ ) = 1   θα πάρουµε: 

yγεν ( 0
+ ) = C 1 – 2.5 =  1 5.3C1 =⇒  

άρα η ειδική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

t2
t

3

2

e5.2e5.3)t(y)t(y −
−

ειδ −==  

 

Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης 

t

)t
(

y

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 0  2  4  6  8  10  12

 

 

Παρ. 4 ) Να λυθεί η ∆.Ε.    (  D  + 1 ) y ( t ) = 2 e –  t   µε  Α.Σ.   y ( 0+ ) = 1    

 

Χαρακτηριστική εξίσωση:        s + 1 = 0     µε  ρίζα  s 1 =  - 1 

Άρα η γενική λύση της  οµογενούς ∆.Ε.   θα είναι: 

( ) t
1 eCty −

οµογ =  

Εύρεση µερικής λύσης: 
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Εδώ  έχουµε  f ( t )  = 2 e – t  , και  παρατηρούµε ότι ο εκθέτης της εκθετικής συνάρτησης  της 

f ( t )  είναι ίδιος µε αυτόν της     ( ) t
1 eCty −

οµογ =   ,  εποµένως οι συναρτήσεις f ( t  )   και 

( )tyοµογ
δεν είναι γραµµικά ανεξάρτητες 

  

 Στην περίπτωση αυτή  δοκιµάζουµε  ως   yµερ ( t ) = k t e –  t 

 

Θέτουµε την  yµερ ( t )  στη ∆.Ε. και έχουµε: 

(  D  + 1 ) yµερ ( t ) = 2 e –  t     ⇒     ( D  + 1 ) k t e –  t = 2 e –  t     

⇒  D( k t e –  t  )  +   k t  e –  t   = 2 e –  t 
⇒  k  e –  t  - k t e –  t  + k t e –  t  = 2 e –  t ⇒   

⇒    k  =  2 

Εποµένως η συνάρτηση     yµερ ( t ) =   2 t  e –  t   είναι µια µερική  λύση της ∆.Ε. 

 

Άρα  η γενική λύση:                     )t(y)t(y)t(y µεροµογγεν +=  

ή                                                      tt
1 et2eC)t(y −−

γεν +=  

 

Με εφαρµογή της δεδοµένης  A.Σ.       y ( 0+ ) = 1   θα πάρουµε: 

 

yγεν ( 0
+ ) = C 1 =  1  

 

άρα η ειδική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

tt et2e)t(y)t(y −−
ειδ +==  

 

Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης 

t

)t
(

y

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 0  2  4  6  8  10
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Παρ. 5 )  Να λυθεί η ∆.Ε.    ( 2 D  + 3 ) y ( t ) = 10sin ( 3 t )   µε  Α.Σ.   y ( 0+ ) = 0    

 

Χαρακτηριστική εξίσωση:       2 s + 3 = 0     µε  ρίζα  s 1 =  - 1.5 

Άρα η γενική λύση της  οµογενούς  ∆.Ε. θα είναι: 

( ) t5.1
1 eCty −

οµογ =  

 

Εύρεση µερικής λύσης: 

Εδώ  έχουµε  f ( t )  = 10 sin ( 3 t )  

∆οκιµάζουµε  ως    yµερ ( t )  = k 1  cos ( 3 t ) +  k 2 sin ( 3  t ) 

Θέτουµε την  yµερ ( t )  στη ∆.Ε. και έχουµε: 

( 2 D  + 3 ) yµερ ( t ) = 10 sin ( 3 t )     ⇒    2 D [ k 1  cos (3 t ) +  k 2 sin (3  t ) ]  +       

      +  3 [ k 1  cos ( 3 t ) +  k 2 sin ( 3  t ) ] = 10 sin ( 3 t ) ⇒     

⇒  - 6 k1  sin ( 3 t )  + 6 k 2 cos ( 3  t ) + 3 k 1  cos ( 3 t ) +  3  k 2 sin ( 3  t ) ] = 10 sin ( 3 t )⇒  

⇒  [ 3 k 1 + 6 k 2 ] cos ( 3 t )  +  [ - 6 k 1 + 3 k 2 ] sin ( 3 t ) = 10 sin ( 3 t ) 

Άρα λόγω  της γραµµικής ανεξαρτησίας των συναρτήσεων  sinωt   και  cosωt  (εδώ ω=3)  θα 

έχουµε:                                                  
10k3k6

0k6k3

21

21

=+−

=+
 

Η  λύση του συστήµατος  είναι:     
3

2
k,

3

4
k 21 =−=  

Άρα η συνάρτηση    yµερ ( t ) =  )t3(sin
3

2
)t3(cos

3

4
+−    είναι µια µερική  λύση της  ∆.Ε. 

Χρησιµοποιώντας την  ταυτότητα:  

a cos ω t  + b sin ω t = )t(sinba 22 ϕω ++    όπου  φ = tan –1 (  a  /  b ) 

( εδώ, για την τιµή του φ,  προσοχή χρειάζεται στα πρόσηµα των a και b !)   

 

η  yµερ ( t ) γράφεται και ως   yµερ ( t ) = 1.4907 sin ( 3 t – 63.43o )  

 

Άρα  η γενική λύση:                     )t(y)t(y)t(y µεροµογγεν +=  

ή                                        t5.1
1 eC)t(y −

γεν =  + 1.4907 sin ( 3 t – 63.43o ) 

 

Με εφαρµογή της δεδοµένης  A.Σ.       y ( 0+ ) = 0   θα πάρουµε: 

yγεν ( 0
+ ) = C 1 + 1.4907 sin (– 63.43o ) = 0   ⇒   C 1 = 1.3333 

άρα η ειδική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

t5.1e3333.1)t(y)t(y −
ειδ ==  + 1.4907 sin ( 3 t – 63.43o ) 
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Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης 

 

t
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1. 5. 5 ) Επίλυση γραµµικής ∆.Ε. 2ας  τάξεως 

 

Η γενική µορφή µιας  γραµµικής ∆.Ε.  2ας  τάξεως είναι: 

 

∆.Ε. :       ( ) )t(f)t(yaDaDa 01
2

2 =++  

Α.Σ. :        0y)0(y =+  ,   D 1y)0(y =+   

 

Αντίστοιχη οµογενής ∆.Ε.:  ( ) 0)t(yaDaDa 01
2

2 =++  

 

 Άρα  η  χαρακτηριστική εξίσωση θα είναι:        0asasa 01
2

2 =++  

 

Εξετάζουµε τις  ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης: 

 

i )  2  ρίζες πραγµατικές  και διάφορες µεταξύ τους  s 1 ,  s 2 

η γενική λύση της οµογενούς θα είναι: 

yοµογ ( t ) = ts
2

ts
1

21 eCeC +  

 

i i )  µια  ρίζα  πραγµατική διπλή    s 1   

η γενική λύση της οµογενούς θα είναι: 

yοµογ ( t ) = ts
2

ts
1

11 etCeC +  

  

i i i )  2  ρίζες  µιγαδικές  συζυγείς   ω±σ= js 21    

η γενική λύση της οµογενούς θα είναι: 

yοµογ ( t ) = [ ]tsinCtcosCe 21
t

ω+ω
σ

 

ή ισοδύναµα:                             yοµογ ( t ) = )t(sinCe 3
t

ϑ+ω
σ

 

 

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση ∆.Ε. 2ας  τάξεως εµφανίζονται 2   προσδιοριστέες σταθερές 

οι οποίες υπολογίζονται από τις 2 δεδοµένες Α.Σ.   0y)0(y =+  ,   D 1y)0(y =+   

 

Για την εύρεση µιας ειδικής λύσης µιας ∆.Ε. 2ας  τάξεως εφαρµόζουµε την ίδια ακριβώς 

διαδικασία όπως µε την εξίσωση 1ης   τάξεως.. Ακολουθούν παραδείγµατα. 
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1. 5. 6 ) Παραδείγµατα επίλυσης  γραµµικών  ∆.Ε. 2ας  τάξεως  

 

Παρ. 6 )  Να λυθεί η ∆.Ε.    (  D 2 + 1.1 D + 0.1  ) y ( t ) =   0. 2 

               µε  Α.Σ.    y ( 0+ ) = 0      D y ( 0 + ) =  4. 25 

 

Η χαρακτηριστική εξίσωση της  ∆.Ε.  θα είναι: 

                                          s 2 +  1.1 s + 0.1 = 0      µε ρίζες           s 1  = - 0.1  ,  s 2 =  - 1 

άρα  η  γενική λύση της οµογενούς θα είναι 

                                           yοµογ ( t ) =  C 1 e 
 - 0. 1 t

  + C 2 e
 –  t  

Αναζητούµε µία µερική λύση 

Επειδή  f ( t ) =  0. 2 = σταθ.    αναζητούµε µερική λύση της µορφής   yµερ ( t )  = k = σταθ. 

Αντικαθιστώντας στην ∆.Ε. 

(  D 2 + 1.1 D + 0.1 ) yµερ ( t ) =  0. 2 

ή                                          0.1 k  =  0. 2  ⇒   k = 2      άρα    yµερ ( t )  = 2 

άρα                                            yγεν ( t )  = C 1 e 
 - 0. 1  t

  + C 2 e
 –  t  + 2 

 

εφαρµόζοντας τις δεδοµένες Α.Σ.    y ( 0+ ) = 0      D y ( 0 + ) =  4.75   θα έχουµε: 

                                     yγεν ( 0
+ )  =  0      ⇒           C 1  + C 2 

 =  - 2 

                           D yγεν ( 0 + )  =  4.75      ⇒   - 0.1 C 1  -  C 2  = 4. 25 

από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει: C 1 = 2 . 5 ,   C 2 =  - 4. 5 

Εποµένως η ειδική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

yειδ ( t ) = y ( t )  = 2. 5  e 
 -  0. 1 t

   -  4. 5 e –   t  +  2 

 

Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης 
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Παρ. 7 )  Να λυθεί η ∆.Ε.    (  D 2 + 0. 4 D + 18  ) y ( t ) = 2 + 3 e - t 

                µε  Α.Σ.    y ( 0+ ) = 1      D y ( 0 + ) = - 1 

 

Η χαρακτηριστική εξίσωση της  ∆.Ε.  θα είναι: 

s 2 +  0. 4 s + 18 = 0 

 µε  µιγαδικές ρίζες:     s 1  = - 0. 2 + j 4.238  ,   s 2 = - 0. 2 – j 4.238 

άρα  η  γενική λύση της οµογενούς θα είναι 

                                           yοµογ ( t ) =  e 
 - 0.2  t

  [ C 1 cos ( 4.238 t ) +  C 2 sin (4.238 t ) ] 

 

Αναζητούµε µία µερική λύση 

Επειδή  f ( t ) = 2 + 3 e - t   αναζητούµε µερική λύση της µορφής   yµερ ( t )  = k 1 + k 2 e - t  

άρα                          D yµερ ( t )  = - k 2 e – t    και   D 2 yµερ ( t )  =  k 2 e – t 

 

Αντικαθιστώντας στην ∆.Ε. 

(  D 2 + 0. 4 D + 18 ) yµερ ( t ) = 2 + 3 e - t 

προκύπτει:     k 2 e – t  - 0. 4 k 2 e – t + 18 k 1 + 18 k 2 e – t
  =  2 + 3 e – t  

ή                                                        18.6  k 2 e – t + 18 k 1 = 2 + 3 e – t  

άρα:                                                                k 1 = 2 / 18 = 0.1111   ,   k 2 = 3 / 18.6 = 0.1613                     

 

εποµένως                                            yµερ ( t )  = 0.1111  + 0.1613 e – t  

 

και η  γενική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

yγεν ( t ) =  yοµογ ( t ) + yµερ ( t )  =  e 
 - 0. 2  t

  [ C 1 cos ( 4.238 t ) +  C 2 sin ( 4.238 t ) ]  +  

+ 0.1613 e – t  +  0.1111 

 

Εφαρµόζοντας τις δεδοµένες Α.Σ.    y ( 0+ ) = 1      D y ( 0 + ) = - 1   θα έχουµε: 

yγεν ( 0
+ ) =  1  ⇒       C 1  + 0.1613 

 + 0.1111  = 1 ⇒  C 1 = 0.7276   

                     D yγεν ( 0 + ) =  - 1  ⇒   - 0. 2 C 1 + 4.238 C 2 – 0.1613  =  -1  ⇒  C 2 = - 0.1636  

 

Εποµένως η ειδική λύση της ∆.Ε.  θα είναι: 

 

yειδ ( t ) = y(t ) = e 
 - 0. 2 t

 [ 0.7276 cos (4.238 t ) – 0.1636 sin (4.238 t ) ] + 0.1613 e – t + 0.1111 

 

ή ισοδύναµα:     y ( t )  = 0. 7458 e 
 - 0. 2 t

  sin ( 4.238 t + 102. 67o ) + 0.1613 e – t + 0.1111 
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Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης του παραδείγµατος  7 
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Παρ. 8 )  Να λυθεί η ∆.Ε.    (  D 2 + 1.7 D + 0.6  ) y ( t ) = 4 sin ( 5 t ) 

               µε  Α.Σ.    y ( 0+ ) = 1      D y ( 0 + ) = - 4 

 

Η χαρακτηριστική εξίσωση της  ∆.Ε.  θα είναι: 

s 2 +  1.7 s +  0.6 = 0    µε   ρίζες      s 1  = - 0.5   ,  s 2 = - 1.2 

άρα  η  γενική λύση της οµογενούς θα είναι 

                                           yοµογ ( t ) =  C 1 e 
 - 0.5  t

  +  C 2 e 
 - 1. 2  t

 

Αναζητούµε µία µερική λύση 

Επειδή  f ( t ) = 4 sin ( 5 t )  η µερική λύση  θα είναι της µορφής:   

 

yµερ ( t )  = k 1 cos ( 5 t  ) +   k 2 sin ( 5 t ) 

 

άρα                                   D yµερ ( t )  = - 5 k 1 sin ( 5 t  ) +  5 k 2 cos ( 5 t )  

και                                    D 2 yµερ ( t )  = - 25 k 1 cos ( 5 t ) – 25 k 2 sin ( 5 t ) 

αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των  yµερ ( t ) , Dyµερ ( t ), D 2 yµερ ( t )  στην ∆.Ε. έχουµε: 

- 25 k 1 cos ( 5 t ) – 25 k 2 sin ( 5 t ) – 8.5 k 1 sin ( 5 t ) + 8.5 k 2 cos ( 5 t ) +                     

0.6 k 1 cos ( 5 t ) +  0.6 k 2 sin ( 5 t )  = 4 sin ( 5 t ) 

 ή:  cos ( 5 t ) [- 25 k 1 +  8.5 k 2  + 0.6 k 1 ]  +  sin ( 5 t ) [– 25 k 2 – 8.5 k 1 + 0.6 k 2 ]  =            

= 4 sin ( 5 t ) 

άρα προκύπτει το σύστηµα εξισώσεων: 

4k4.24k5.8

0k5.8k4.24

21

21

=−−

=+−
       µε λύση:         

1462.0k

0509.0k

2

1

−=

−=
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και  η µερική λύση  yµερ ( t )  της ∆.Ε.  θα είναι:  

yµερ ( t )  = - 0.0509 cos ( 5 t  ) – 0.1462  sin ( 5 t ) 

η  yµερ ( t )  ισοδύναµα γράφεται        yµερ ( t )  = 0.1548 sin  ( 5 t - 160.8o ) 

εποµένως  η  γενική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

 

yγεν ( t ) =  yοµογ ( t ) + yµερ ( t )  =  C 1 e 
 - 0.5  t

  +  C 2 e 
 - 1. 2  t +  0.1548 sin  ( 5 t – 160.8o ) 

 

Εφαρµόζοντας τις δεδοµένες Α.Σ.    y ( 0+ ) = 1      D y ( 0 + ) = - 4   θα έχουµε: 

yγεν ( 0
+ ) = 1 ⇒  C 1  +  C 2 +  0.1548 sin  (- 160.8o ) = 1 ⇒   

⇒   C 1  +  C 2  =  1.0509  

 

D yγεν ( 0 + ) = - 4 ⇒  - 0.5 C 1  - 1.2 C 2 + 5 . 0.1548 cos (-160.8o ) = - 4 ⇒  

⇒  - 0.5 C 1  - 1.2 C 2 =  - 3.2690 

 

η λύση του συστήµατος  

2690.3C2.1C5.0

0509.1CC

21

21

−=−−

=+
     δίνει:       

9194.3C

8688.2C

2

1

=

−=
 

 

Εποµένως η ειδική λύση της ∆.Ε.  θα είναι: 

 

yειδ ( t ) = y ( t )  = - 2.8688 e 
 - 0. 5  t

  + 3.9194 e 
 - 1. 2  t +  0.1548 sin  ( 5 t - 160.8o ) 

 

Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης 
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Παρ. 9 )  Να λυθεί η ∆.Ε.    (  D 2 + 6 D + 25  ) y ( t ) = 8 cos ( 15 t ) 

                µε  Α.Σ.    y ( 0+ ) = 0      D y ( 0 + ) = 3 

 

Η χαρακτηριστική εξίσωση της  ∆.Ε.  θα είναι: 

                            s 2 +  6 s +  25 = 0     µε  µιγαδικές  ρίζες     s 1  = - 3 +  j 4 ,  s 2 = - 3 -  j 4 

άρα  η  γενική λύση της οµογενούς θα είναι 

                                           yοµογ ( t ) = e 
 - 3 t

  [ C 1 cos ( 4 t ) +  C 2 sin ( 4 t )  ] 

Αναζητούµε µία µερική λύση 

Επειδή  f ( t ) = 8 cos ( 15 t )   αναζητούµε µερική λύση της µορφής   

yµερ ( t )  = k 1 cos ( 15 t  ) +   k 2 sin ( 15 t ) 

άρα                                   D yµερ ( t )  = - 15 k 1 sin ( 15 t  ) + 15 k 2 cos ( 15 t )  

και                                    D 2 yµερ ( t )  = - 225 k 1 cos ( 15 t ) – 225 k 2 sin ( 15 t ) 

αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των  yµερ ( t ) , Dyµερ ( t ), D 2 yµερ ( t )  στην ∆.Ε. έχουµε: 

- 225 k 1 cos ( 15 t ) – 225 k 2 sin ( 15 t ) - 90 k 1 sin ( 15 t ) + 90 k 2 cos ( 15 t ) +               

+ 25  k 1 cos ( 15 t ) +  25 k 2 sin ( 15 t )  = 8 cos ( 15 t ) 

 ή:  cos ( 15 t ) [ - 225 k 1 +  90 k 2  + 25 k 1 ]  +  sin ( 15 t ) [– 225 k 2 - 90 k 1 + 25 k 2 ]  =  

= 8 cos ( 15 t ) 

άρα προκύπτει το σύστηµα εξισώσεων: 

0k200k90

8k90k200

21

21

=−−

=+−
       µε λύση:         

01497.0k

03326.0k

2

1

=

−=
 

άρα η µερική λύση  yµερ ( t )   θα είναι:  

yµερ ( t )  = - 0.03326 cos ( 15 t  ) + 0.01497  sin ( 15 t ) 

 

που ισοδύναµα γράφεται        yµερ ( t )  = 0.03647 sin  ( 15 t – 65.77o ) 

εποµένως  η  γενική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

 

yγεν ( t ) =  yοµογ ( t ) + yµερ ( t )  =  e 
 - 3 t

  [ C 1 cos ( 4 t ) +  C 2 sin ( 4 t ) ]  +  

                                                               + 0.03647 sin  ( 15 t – 65.77o ) 

 

Εφαρµόζοντας τις δεδοµένες Α.Σ.    y ( 0+ ) = 0      D y ( 0 + ) =  3   θα έχουµε: 

yγεν ( 0
+ ) = 0 ⇒  C 1  +  0.03647 sin  ( - 65.77o ) = 0 ⇒   

⇒   C 1  - 0.03326    =  0  ⇒   C 1  =  0.03326 

D yγεν ( 0 + ) =  3 ⇒  - 3 C 1  + 4 C 2 + 15 . 0.03647 cos (- 65.77o ) =  3 ⇒  

⇒  - 3 C 1  + 4 C 2 =  2.7755 ⇒  C 2  =  0.7188 
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Εποµένως η ειδική λύση της ∆.Ε.  θα είναι: 

yειδ ( t ) = y ( t )  = e 
 - 3  t

  [  0.03326 cos  ( 4 t  ) + 0.7188 sin (4 t ) ]  + 

+  0.03647 sin  ( 15 t – 65.77o ) 

Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης 
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1. 5. 7 ) Επίλυση γραµµικών ∆.Ε.  3ης   και ανωτέρας τάξεως 

 

Η γενική µορφή µια γραµµικής ∆.Ε.  3ης  τάξεως είναι: 

 

∆.Ε. :       ( ) )t(f)t(yaDaDaDa 01
2

2
3

3 =+++  

Α.Σ. :        0y)0(y =+  ,   D 1y)0(y =+  ,  D 2 2y)0(y =+  

 

Αντίστοιχη οµογενής ∆.Ε.:  ( ) 0)t(yaDaDaDa 01
2

2
3

3 =+++  

 Άρα  η  χαρακτηριστική εξίσωση θα είναι:        0asasasa 01
2

2
3

3 =+++     (3ου  βαθµού) 

 

Η µεθοδολογία επίλυσης είναι η ίδια όπως και στα προηγούµενα. Αναζητούµε τις 3 ρίζες της 

χαρακτηριστικής εξίσωσης και  αυτό αποτελεί ήδη ένα πρόβληµα λόγω της  δυσκολίας 

εφαρµογής του σχετικού τύπου  (τύπος Cardano)   που υπάρχει στα Μαθηµατικά. Η άλλη 

επιλογη είναι να υπολογιστούν οι ρίζες  µε  εφαρµογή κάποιου αριθµητικού αλγόριθµου. 

 

Θεωρόντας λοιπόν γνωστές τις ρίζες  ( πραγµατικές ή µιγαδικές ) θα έχουµε:   

 

-  Αν έχουµε τρεις πραγµατικές ρίζες  απλές   s 1 ,  s 2 ,  s 3 ,   τότε η γενική λύση  της οµογενούς 

   θα είναι:    

yοµογ ( t ) = C 1 
ts 1e  +  C 2 

ts 2e  +  C 3 
ts 3e  

 

-  Αν έχουµε µια πραγµατική απλή ρίζα s 1  και µια  πραγµατική  διπλή ρίζα  s 2    τότε:      

yοµογ ( t ) = C 1 
ts1e  +  C 2  

ts 2e  +  C 3  t 
ts 2e  

 

- Αν έχουµε µια πραγµατική  τριπλή ρίζα  s 1    τότε: 

yοµογ ( t )  = C 1 
ts1e   +  C 2  t 

ts1e  +  C 3  t 
2 ts1e   

 

- Τέλος αν έχουµε µια πραγµατική ρίζα s 1  και ένα  ζεύγος συζυγών µιγαδικών ριζών              

    s  2, 3 = ω±σ j   θα έχουµε µια αντίστοιχη λύση 

yοµογ ( t )  = C 1 
ts1e  + [ ]tsinCtcosCe 32

t
ω+ω

σ
 

 

  ή ισοδύναµα:              yοµογ ( t )  = C 1 
ts1e  + )t(sinCe 4

t
ϑ+ω

σ
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Η γενική λύση της οµογενούς yοµογ ( t )  θα περιλαµβάνει  τρεις  προσδιοριστέες σταθερές      

C 1 , C 2 , C 3 .  Η µερική λύση βρίσκεται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως και στην ∆.Ε.  2ας  

τάξεως  και  οι τρεις σταθερές που απαιτούνται για την εύρεση της ειδικής λύσης  

υπολογίζονται από τις  τρεις δεδοµένες αρχικές συνθήκες. 0y)0(y =+  ,   D 1y)0(y =+  ,     

D 2 2y)0(y =+   

 

 Η µεθοδολογία γενικεύεται και για ∆.Ε.  4ης  και ανωτέρας τάξεως και  η µόνη δυσκολία 

είναι η πολυπλοκότητα των σχετικών  µαθηµατικών εκφράσεων που προκύκπτουν.  

 

Παρακάτω ακολουθεί ένα  τελευταίο παράδειγµα επίλυσης ∆.Ε.  3ης  τάξεως. 

 

 

Παρ. 10 )  Να λυθεί η ∆.Ε.    (  D 3 + 1.3 D 2 +  225.55 D +  67.575  ) y ( t )  =  135.15 

                  µε  Α.Σ.    y ( 0+ ) = 0      D y ( 0 + ) = 80      D 2 y ( 0 + ) = -100 

 

Η χαρακτηριστική εξίσωση της  ∆.Ε.  θα είναι: 
 
                            s 3 +  1.3 s 2 + 225.55 s +  67.575 =  0   
 
µε  ρίζες    s 1 = - 0. 3 ,        s 2 = - 0.5 + j 15  ,  s 3 = - 0.5  - j 15   
 
άρα  η  γενική λύση της οµογενούς θα είναι: 
 

yοµογ ( t ) = C 1 e 
 -  0.3 t

  + e 
 -  0.5 t   [ C 2 cos ( 15 t ) +  C 3 sin ( 15 t )  ] 

 

Αναζητούµε µία µερική λύση: 

Επειδή   f ( t ) = 135.15 = σταθ.   η µερική λύση θα έχει τη µορφή  y µερ.( t ) = k = σταθ. 

Αντικαθιστώντας στη ∆.Ε.   

(  D 3 + 1.3 D 2 +  225.55 D +  67.575  ) yµερ  ( t )  =  135.15 

 

αµέσως προκύπτει  ότι:                           yµερ  ( t )  =  2 

 

Εποµένως  η  γενική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

 

yγεν ( t ) =  yοµογ ( t ) + yµερ ( t )  = C 1 e 
 -  0.3 t

  + e 
 -  0.5 t   [ C 2 cos ( 15 t ) +  C 3 sin ( 15 t )  ] +  2 
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Εφαρµόζοντας τις δεδοµένες Α.Σ.    y ( 0+ ) = 0,   D y ( 0 + ) =  80,    D 2 y ( 0 + ) =  - 100 

θα έχουµε: 

yγεν  ( 0
+ ) = 0 ⇒  C 1  + C 2  + 2 = 0  

D y γεν ( 0 + ) =  80  ⇒  - 0. 3 C 1  -  0.5 C 2 + 15 C 3  =  80  

D 2 yγεν  ( 0 + ) =  - 100 ⇒  0.09 C 1 – 224.75 C 2  - 15 C 3  = -100 

 

Από τη λύση του συστήµατος:        
100C15C75.224C09.0

80C15C5.0C3.0

2CC

321

321

21

−=−−

=+−−

−=+

  

παίρνουµε:     C 1  = - 2. 091,    C 2  =  0. 091,     C 3  =  5. 294   

 

Εποµένως η ειδική λύση της ∆.Ε.  θα είναι: 

 

yειδ ( t ) = y ( t )  =  - 2.091 e 
 -  0. 3  t

  +  e 
 -  0. 5  t

  [  0.091 cos  ( 15 t  ) +  5.294 sin ( 15 t ) ] + 2 

 

 η ισοδύναµα:  

yειδ ( t ) = y ( t )  =  - 2.091 e 
 -  0. 3  t

  +  e 
 -  0. 5  t

  [   5.295 sin ( 15 t  + 1ο ) ]  +  2 

 

Παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της λύσης 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 
 

ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΚΥΚΛΩΜΑΤΩΝ 
 

 
2. 1) Η έννοια του συστήµατος 
 
2. 1. 1 ) Ορισµός του συστήµατος 
 
Παρακάτω δίδεται  ένας γενικός ορισµός του συστήµατος :  

Καλούµε σύστηµα  ένα σύνολο στοιχείων και διατάξεων οι οποίες συνδέονται µεταξύ τους και 

έχουν σκοπό να επιτελέσουν κάποια διαδικασία ( ή  έργο ). 

Τα συστήµατα περιγράφονται από µαθηµατικές σχέσεις, που συνδέουν κάποιο «αίτιο» µε 

κάποιο «αποτέλεσµα» ,  µε χρήση  διαφόρων «δυναµικών» µεταβλητών (δηλ. µεταβλητών που 

είναι συναρτήσεις του χρόνου). Οι µεταβλητές αυτές είναι φυσικά µεγέθη, η φυσική διάσταση 

των οποίων εξαρτάται από το ίδιο το σύστηµα.   

Κάποιες από τις µεταβλητές αυτές θεωρούνται ως διεγέρσεις ( ή είσοδοι, ή  αίτια ) και κάποιες 

άλλες ως  αποκρίσεις  ( ή έξοδοι, ή αποτελέσµατα ). Ένα σύστηµα µπορεί να έχει µία ή 

περισσότερες εισόδους και εξόδους. Επίσης  αναφέρουµε ότι οι είσοδοι και οι έξοδοι 

ονοµάζονται και σήµατα. 

Με βάση τον ορισµό αυτό µπορούµε  άµεσα να θεωρήσουµε  πολλές απλές περιπτώσεις 

συστηµάτων όπως είναι π.χ. τα βασικά ηλεκτρικά στοιχεία R, L, C, αλλά και τα ηλεκτρικά 

κυκλώµατα. Προηγουµένως όµως θα διατυπώσουµε τους ορισµούς κάποιων ειδικών κατηγοριών 

συστηµάτων τα οποία θα µας απασχολήσουν κατα  κύριο λόγο. 

Θεωρούµε ένα σύστηµα µε µία  είσοδο  f ( t )  και  µία έξοδο y ( t ).  Τα  f ( t )  και  y ( t )  

µπορούν να είναι οποιαδήποτε φυσικά µεγέθη. 

Το σύστηµα µπορεί να συµβολιστεί όπως παρακάτω: 

 

)t(f )t(yΣΥΣΤΗΜΑ
ξοδοςΕισοδοςΕ

 

Στο σηµείο αυτό δεν µας ενδιαφέρει καθόλου η εσωτερική δοµή του συστήµατος  ( δηλ τι 

υπάρχει µέσα  στο «κουτί» ). Απλώς θεωρούµε ότι τα µεγέθη  f ( t )  και  y ( t ) συνδέονται µε 

κάποια µαθηµατική σχέση. 
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2. 1. 2 ) Κατηγορίες συστηµάτων 

 

α) Γραµµικό σύστηµα  

Ένα σύστηµα θα λέγεται γραµµικό όταν υπακουει στους δύο ακόλουθους κανόνες 

 

1) Αν η είσοδος  f ( t )  δίνει έξοδο   y ( t )   τότε η είσοδος  α f ( t )    δίνει έξοδο α y ( t )  όπου α 

ένας οποιοσδήποτε  πραγµατικός αριθµός. Σχηµατικά: 

Αν 

)t(f )t(yΣΥΣΤΗΜΑ

 

τότε 

)t(f )t(yΣΥΣΤΗΜΑα α

 

 

2) Αν η είσοδος  f 1 ( t )  δίνει έξοδο   y 1 ( t )    και   η είσοδος  f 2 ( t )  δίνει έξοδο   y 2 ( t )  τότε 

η  είσοδος f 1 ( t ) + f 2 ( t )  δίνει έξοδο  y 1 ( t ) + y 2 ( t ) . Σχηµατικά: 

Άν 

)t(f 1
)t(y 1ΣΥΣΤΗΜΑ

 

και 

)t(f 2
)t(y 2ΣΥΣΤΗΜΑ

 

 

Τότε 

 

 

)t(f)t(f 21 + )t(y)t(y 21 +ΣΥΣΤΗΜΑ

 

 

Καθε σύστηµα που δεν ακολουθεί και τους δύο αυτούς κανόνες λέγεται  µη γραµµικό 

 Τα γραµµικά συστήµατα έχουν  κυρίαρχη θέση στην µελέτη των συστηµάτων γενικά, γιατί η 

µαθηµατική περιγραφή τους  είναι αρκετά απλή. Ολόκληρη η βασική θεωρία κυκλωµάτων 

στηρίζεται στη γραµµικότητα και µπορούµε να πούµε ότι ακόµα και µη  γραµµικά συστήµατα     

( ή µη γραµµικά φαινόµενα ) πολλές φορές µελετώνται κάνοντας την παραδοχή ότι είναι κατά 

προσέγγιση γραµµικά.  
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Εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι για τις ακόλουθες περιπτώσεις συστηµάτων, όπου δίδεται και η 

µαθηµατική σχέση µεταξύ εισόδου  f  ( t )  και  εξόδου  y ( t ),  ισχύει η γραµµικότητα.    

y ( t ) =  k f  ( t ) ,          
td

)t(fd
k)t(y = ,        ∫= td)t(fk)t(y  

όπου k µια σταθερά. 

Ενώ αντίθετα για τις ακόλουθες περιπτώσεις η γραµµικότητα δεν ισχύει 

y ( t ) =  k f  ( t ) 
2 ,             y ( t ) =  k  sin ( f  ( t ) ) ,              y ( t ) =  k  e f  (  t ) 

 

β) Χρονικά σταθερό σύστηµα 

Ένα σύστηµα θα λέγεται χρονικά σταθερό όταν  ικανοποιείται  η ακόλουθη πρόταση: 

Αν η είσοδος f ( t )  δίνει έξοδο   y ( t )   τότε η είσοδος  f ( t - τ )    δίνει έξοδο  y ( t - τ )        

όπου  τ  > 0.  

Αυτό σηµαίνει ότι αν εισάγουµε την ίδια είσοδο f ( t )  µε χρονική καθυστέρηση  τ  τότε θα 

πάρουµε την ίδια ακριβώς έξοδο  y ( t )  µε την ίδια χρονική καθυστέρηση  τ . Η απόκριση του 

συστήµατος σε κάποια είσοδο δεν εξαρτάται απο την χρονική στιγµή κατα την οποία 

επιβάλλεται η είσοδος αυτή.   Η εσωτερική δοµή του συστήµατος και εποµένως η µαθηµατική 

σχέση µεταξύ  f ( t )  και  y ( t )  δεν εξαρτάται από  τον χρόνο. 

 Σχηµατικά: 

Άν 

t

)t(f

0
 

t

)t(f τ−

0 τ  

 

Τότε 

t

)t(y

0

 

t

)t(y τ−

0 τ

 

Κάθε σύστηµα που δεν ικανοποιεί την παραπάνω πρόταση λέγεται χρονικά µεταβλητό 
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Για παράδειγµα το σύστηµα   y ( t ) =  k 1 f  ( t )  + k 2   είναι  χρονικά σταθερό,  ενώ το σύστηµα 

y ( t ) =  k 1 sin ( ω t ) f  ( t )  + k 2  είναι χρονικά µεταβλητό.   

 

γ) Συγκεντρωµένο σύστηµα 

Η έννοια  του συγκεντρωµένου συστήµατος σχετίζεται µε το αν τα σήµατα εισόδου και εξόδου   

f ( t )  και   y ( t )  θεωρούνται συναρτήσεις  µόνον του χρόνου  και όχι του χώρου. Αν είναι 

απαραίτητο να έχουµε  και  χωρική εξάρτηση  δηλαδή  f ( x, y, z,  t )  και   y ( x, y, z,  t )  τότε 

αυτό σηµαίνει ότι τα µεγέθη  f  και  y  έχουν κυµατική φύση  (είναι κύµατα) και το σύστηµα 

λέγεται µη συγκεντρωµένο ή διανεµηµένο. Στην περίπτωση αυτή για την µελέτη – ανάλυση 

του συστήµατος απαιτείται  η  κυµατική θεωρία. 

Μπορούµε να εξετάσουµε την έννοια του συγκεντρωµένου συστήµατος και µε το ακόλουθο 

σκεπτικό:   

Ένα σήµα  εισόδου f ( t )  µπορεί να περιέχει διάφορες συχνότητες  από τις οποίες η µεγαλύτερη 

είναι έστω η f max. Η συχνότητα αυτή αντιστοιχεί σε ένα µήκος κύµατος  λ min  σύµφωνα µε τη 

γνωστή σχέση  λ min = c / f max ,  όπου c = sec/m103 8×  η ταχύτητα  του φωτός.  Αν οι φυσικές 

– γεωµετρικές διαστάσεις του συστήµατος είναι κατά πολύ µικρότερες από το µήκος κύµατος   

λ min  τότε το σύστηµα λέγεται  συγκεντρωµένο.  Αν όµως οι διαστάσεις αυτές είναι συγκρίσιµες  

µε το  λ min  τότε το σύστηµα λέγεται διανεµηµένο   ( το κυµατικό φαινόµενο κάνει αισθητή την 

παρουσία του). Παρακάτω αναφέρουµε δύο χαρακτηριστικά παραδείγµατα. 

i) Έστω ένα ηλεκτρικό κύκλωµα που λειτουργεί στη συχνότητα  f  = 50 Ηz. Στη συχνότητα αυτή 

αντιστοιχεί µήκος κύµατος  λ = 6000 km. Αν οι διαστάσεις του κυκλώµατος είναι της τάξεως του 

1 m , είναι προφανές ότι µιλάµε για συγκεντρωµένο κύκλωµα- σύστηµα. 

ii)  Θεωρούµε τώρα ένα άλλο κύκλωµα το οποίο λειτουργεί σε συχνότητα  f = 1 GHz  ( π.χ. 

κινητό τηλέφωνο, συσκευή radar , κ.λ.π.) . Στο  1 GHz  αντιστοιχεί µήκος κύµατος  λ = 30 cm 

που είναι της ίδιας τάξης µεγέθους µε τις φυσικές διαστάσεις πχ. ενός κινητού τηλεφώνου. 

Προφανώς εδώ έχουµε διανεµηµένο κύκλωµα – σύστηµα το οποίο δεν µπορεί να µελετηθεί µε 

την βασική  θεωρία κυκλωµάτων. 

 

Συνοψίζοντας όλα τα προηγούµενα αναφέρουµε τα εξής: 
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Η βασική θεωρία κυκλωµάτων ασχολείται µε γραµµικά , χρονικά σταθερά  και  

συγκεντρωµένα κυκλώµατα τα οποία αποτελούνται από  γραµµικά , χρονικά σταθερά  και  

συγκεντρωµένα ηλεκτρικά στοιχεία.    

 

2. 1. 3 ) Προβλήµατα  συστηµάτων 

Κατά την µελέτη των συστηµάτων εµφανίζονται τα δύο ακόλουθα προβλήµατα: 

 

α) ∆ίδεται το σύστηµα δηλ. η πλήρης µαθηµατική περιγραφή του και  επίσης δίδεται το σήµα 

εισόδου ( διέγερση)  f ( t ).  Ζητείται  να υπολογιστεί το σήµα εξόδου ( απόκριση ) y ( t ). 

Το πρόβληµα αυτό  λέγεται  ανάλυση συστήµατος  και είναι αυτό µε το οποίο ασχολείται η 

βασική θεωρία συστηµάτων ( ή η βασική θεωρία κυκλωµάτων αντίστοιχα)          

 

β) ∆ίδεται το σήµα εισόδου ( διέγερση )   f ( t ) και  επίσης δίδεται σήµα εξόδου ( απόκριση )      

y ( t ).  Ζητείται  να ευρεθεί η πλήρης δοµή και µαθηµατική περιγραφή του συστήµατος 

Το προβληµα αυτό  λέγεται  σύνθεση συστήµατος  και είναι  κατά πολύ πολυπλοκότερο και 

δυσκολότερο απο το προηγούµενο. Με το πρόβληµα αυτό ασχολείται η προχωρηµένη  θεωρία 

συστηµάτων ( ή κυκλωµάτων αντίστοιχα ).          
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2. 2)  Το  ηλεκτρικό στοιχείο 
 
2. 2. 1 ) Ορισµός του ηλεκτρικού στοιχείου – φορές αναφοράς 
 
Λέγοντας ηλεκτρικό στοιχείο εννοούµε «αντικείµενο»  δύο διακεκριµένων  ακροδεκτών          

Α και Β  στο οποίο µπορούµε να ορίσουµε τα δύο βασικά µεγέθη  της θεωρίας κυκλωµάτων , την 

τάση      v ( t )  και το ρεύµα  i ( t ). ( βλ. σχήµα ) 

A B• •

)t(i

+ −
)t(v

στοιχειο

ηλεκτρικο

 

Τα  δύο αυτά µεγέθη  v ( t ) και  i ( t )   συνοδεύονται πάντοτε από τις φορές αναφοράς τους , οι 

οποίες είναι:  

- για την τάση  v ( t )  ένα ( + ) στον ένα ακροδέκτη και  ένα ( - ) στον άλλο 

- για το ρεύµα  i ( t )  ένα  βέλος  

Οι φορές αναφοράς τοποθετούνται αυθαίρετα, χωρις κανένα περιορισµό, και η σηµασία τους 

είναι   η ακόλουθη:  

Αν  v ( t ) > 0  τότε  ο ακροδέκτης  µε το σηµείο ( + )  έχει υψηλότερο δυναµικό από τον 

ακροδέκτη µε το  ( - ). Αν  v ( t ) <  0 ισχύει το  αντίστροφο. 

Αν  i ( t ) > 0 τότε θετικά  ηλεκτρικά φορτία κινούνται σύµφωνα µε την κατεύθυνση του βέλους, 

ενώ αν     i ( t ) <  0  τα φορτία αυτά κινούνται µε κατεύθυνση  αντίθετη από αυτήν που δείχνει το 

βέλος.  

 Όπως προαναφέραµε κανένας περιορισµός δεν υπάρχει για την τοποθέτηση των φορών 

αναφοράς.  Αν όµως  αυτές τεθούν όπως στο ανωτέρω σχήµα, δηλαδή από τον ακροδέκτη µε το 

σηµείο ( + )  για την τάση v ( t ),  να εισέρχεται το ρεύµα  i ( t ) ,    τότε λέγονται συσχετισµένες 

φορές αναφοράς. Η µεγάλη χρησιµότητα των φορών αναφοράς είναι ότι χωρίς αυτές δεν 

µπορούν να γραφούν οι εξισώσεις αναλύσεως της θεωρίας κυκλωµάτων ( Οι δύο νόµοι του 

Kirchhoff  ). 

Τα ηλεκτρικά στοιχεία µπορούν είτε  να παράγουν, από µόνα τους,  ηλεκτρική  ενέργεια  οπότε 

λέγονται ενεργητικά ( π.χ. οι ηλεκτρικές πηγές )  είτε   να καταναλώνουν  ή να αποθηκεύουν 

ηλεκτρική ενέργεια οπότε λέγονται  παθητικά    
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Ένα ηλεκτρικό στοιχείο µπορεί προφανώς  να θεωρηθεί και σαν σύστηµα µε είσοδο την         

τάση   v ( t ) και  έξοδο το  ρεύµα   i ( t )   ή  και αντίστροφα,   µε είσοδο το  i ( t )  και  έξοδο 

την   v ( t ). 

Η  θεωρία κυκλωµάτων εξετάζει τα ηλεκτρικά στοιχεία πάντοτε  ώς συγκεντρωµένα συστήµατα 

και  στις περισσότερες περιπτώσεις  ως γραµµικά και χρονικά σταθερά. Η µελέτη µη γραµµικών 

και χρονικά µεταβλητών στοιχείων αποτελεί προχωρηµένο θέµα της θεωρίας κυκλωµάτων. 

 

 

2. 2 .2 ) Το ηλεκτρικό στοιχείο στο πεδίο του χρόνου   

 

Με τον όρο «πεδίο του χρόνου» εννοούµε τη  κατάσταση  κατα την οποία όλα τα φυσικά µεγέθη 

που εµπλέκονται στα διάφορα φυσικά  φαινόµενα , µελετώνται  και περιγράφονται µαθηµατικά,  

σαν συναρτήσεις του χρόνου δηλαδή όπως ακριβώς  συµβαίνει στην πραγµατικότητα. Αυτός ο 

τρόπος περιγραφής  παρέχει µεγάλη φυσική «εποπτεία» στην µελέτη των φαινοµένων αλλά έχει 

το σχετικό µειονέκτηµα της µαθηµατικής δυσκολίας  ειδικά σε περιπτώσεις περιγραφής 

πολυπλόκων φαινοµένων  ( π.χ. στη θεωρία Ηλεκτροµαγνητικών Πεδίων ). 

Εκτός από την µελέτη στο πεδίο του χρόνου  υπάρχει, όπως θα δούµε,  και ο τρόπος µελέτης στο 

πεδίο της συχνότητας. 

Παρακάτω εξετάζουµε το ηλεκτρικό στοιχείο στο πεδίο του χρόνου. 

Είναι προφανές ότι τα δύο  ηλεκτρικά µεγέθη  v ( t ) και  i ( t )  που ορίζονται σε ένα 

ηλεκτρικό στοιχείο πρέπει  να  συνδέονται µεταξύ τους µε κάποια µαθηµατική σχέση η 

οποία θα εκφράζει κάποιο  φυσικό νόµο του Ηλεκτρισµού. Η σχέση αυτή µπορεί να είναι 

απλή αλγεβρική ή ολοκληρωδιαφορική,  να υπακούει  στη γραµµικότητα ή όχι, κ.λ.π.  

Στην θεωρία κυκλωµάτων είναι κοινά παραδεκτό ότι  υπάρχουν τρία βασικά παθητικά   

ηλεκτρικά στοιχεία.  Στην  πλέον απλή περίπτωση  θεωρούµε ότι  τα στοιχεία αυτά, 

θεωρούµενα σαν συστήµατα, υπακούουν  στους κανόνες της γραµµικότητας και της χρονικής 

σταθερότητας.  

 

 
 
 
 



 48

2. 2. 3)  Τα 3 βασικά  ηλεκτρικά στοιχεία  

Αυτά  φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

 
 
 

ΗΛ. ΣΤΟΙΧΕΙΟ 
 
 

 
Σχεσεις  Τάσεως – Ρεύµατος 

και  Ρεύµατος- Τάσεως 
στο πεδίο του χρόνου 

 
Ωµική αντίσταση  R  ( Ohm) 

 

R

( )tVR

( )tiR

+ _

 
 
 

 
 

)t(iR)t(V RR =  
 
 

)t(V
R

1
)t(i RR =  

 
Πηνίο µε  αυτεπαγωγή  L (  Henry ) 

 

L
( )tVL

( )tiL

+ _

( )−0iL

 
 
 

 

td

)t(id
L)t(V L

L =  

 
 

∫ ′′+= −
t

0
LLL td)t(V

L

1
)0(i)t(i  

 

όπου  )0(i _
L  η αρχική κατάσταση για το ρεύµα του 

πηνίου 
 

 
Πυκνωτής µε χωρητικότητα  C  ( Farad ) 

 
 

C
( )tVC

( )tiC

+ _

( )−0VC

+ _

 
 
 
 

 

td

)t(Vd
C)t(i C

C =  

 
 

∫ ′′+= −
t

0
CCC td)t(i

C

1
)0(V)t(V  

 

όπου  )0(V _
C  η αρχική κατάσταση για την τάση  του 

πυκνωτή 
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Παρατηρήσεις 
 
α) Οι φορές αναφοράς των  v ( t ) και  i ( t )  έχουν γραφεί σε όλες τις περιπτώσεις  ως 

συσχετισµένες . Αυτο, ως γνωστόν,  δεν είναι υποχρεωτικό να συµβαίνει. Σε περίπτωση  όµως 

που επιλεγούν φορές αναφοράς µη συσχετισµένες  χρειάζεται να τεθεί ένα αρνητικό πρόσηµο 

στις σχέσεις  τάσεως – ρεύµατος.   Στην παρακάτω περίπτωση  έχει τεθεί το πρόσηµο ( - ) για την 

τάση  VR
 ( t ) στον ακροδέκτη Α από τον οποίο εισέρχεται το ρεύµα  iR( t ). 

R

( )tVR

( )tiR

+_A B• •

( )tVAB

+ _

 

Οι σχέσεις γράφονται:    )t(iR)t(V RR −=      και       )t(V
R

1
)t(i RR −=  

[ Εξήγηση :  Θεωρείται πάντοτε ότι ισχύει R > 0.  Αν  είναι   iR ( t ) > 0 τότε θετικά φορτία κινούνται από το  Α 

προς το Β  ( φορά βέλους ), άρα θα πρέπει ο ακροδέκτης Α να έχει υψηλότερο δυναµικό από τον  Β,  συνεπώς  θα  

πρέπει  VAB  = VA – VB > 0. ( δηλαδή η τάση VR έχει το ( + ) στο Β , ενώ η τάση VAB έχει το ( + ) στο Α )   . Άρα 

προφανώς θα  ισχύει VR ( t ) = VBA =  - VAB , πράγµα το οποίο  σηµαίνει ότι οπωσδήποτε πρέπει  να ισχύει               

VR ( t ) < 0. Αυτή η απαραίτητη προϋπόθεση ( VR ( t ) < 0 ) εξασφαλίζεται µε τη σχέση VR ( t ) = - R iR ( t )  (εφ΄ 

όσον θωρήσαµε αρχικά  ότι iR ( t ) > 0 ) .  Ανάλογα σκεπτικό έχουµε και µε την υπόθεση  iR ( t ) < 0 , όπου τότε θα 

πρέπει να ισχύει πάντοτε  VR ( t ) >  0 . Ακριβώς τα αντίστοιχα  ισχύουν και για το πηνίο και τον πυκνωτή. ]     

 

β)  Εύκολα φαίνεται ότι όλες οι σχέσεις τάσεως – ρεύµατος των στοιχείων  R, L, C  (αναλογία , 

παράγωγος  και ολοκλήρωµα ) ικανοποιούν τους δύο κανόνες της  γραµµικότητας.  

 

γ) Ειδικά για το πηνίο η σχέση  
td

)t(id
L)t(V L

L =  δεν  χρειάζεται  ένα  ( - )  µπροστά της 

διότι η τάση  VL ( t ) δεν είναι η ηλεκτρεγερτική δύναµη που αναπτύσσεται σύµφωνα µε τον 

νόµο του Faraday αλλά η  αντίθετη  της. 

 

δ) Το πηνίο  και ο  πυκνωτής είναι στοιχέια που µπορούν να αποθηκεύουν ενέργεια, πράγµα το 

οποίο δεν µπορεί να κάνει η ωµική αντίσταση. Έτσι στο πηνίο έχουµε αποθήκευση ενέργειας  

µαγνητοστατικού πεδίου και στον πυκνωτή  αποθήκευση ενέργειας  ηλεκτροστατικού πεδίου. 

Αυτή η δυνατότητα αποθήκευσης ενέργειας εκφράζεται µέσω της αρχικής κατάστασης, του 
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ρεύµατος στο πηνίο και για της τάσεως στον πυκνωτή.  Συγκεκριµένα αν στα άκρα  ενός  πηνίου  

τη χρονική στιγµή  t = 0  (αρχή του χρόνου )  επιβάλλεται,  από τον «εξωτερικό κόσµο»,    

κάποια τάση VL ( t ),  τότε για τον υπολογισµό του ρεύµατος  i L ( t )   θα πρέπει να είναι γνωστή 

και  η τιµή  i L ( 0 - ) , δηλαδή η τιµή του ρεύµατος του πηνίου  «απειροστά κοντά» πριν από  

την χρονική στιγµή εφαρµογής  της  διέγερσης   VL ( t ).  Η τιµή  i L ( 0 - ) λέγέται, όπως 

προαναφέρθηκε, αρχική κατάσταση, και είναι  απαραίτητο  πάντοτε να δίνεται. Ακριβώς τα 

αντίστοιχα ισχύουν, στην περίπτωση του  πυκνωτή,  µε την τάση  VC ( 0 - ).   

 

2. 2. 4 ) Η  έννοια της τελέστριας σύνθετης αντίστασης  Z ( D ) 

Aν θεωρήσουµε ότι οι αρχικές καταστάσεις  i L ( 0 - )  και  VC ( 0 - ) έχουν µηδενικές τιµές, 

τότε οι σχέσεις τάσεως – ρεύµατος για το πηνίο και τον πυκνωτή µπορούν να γραφούν: 

td

)t(id
L)t(V L

L =      και        ∫ ′′=
t

0

LL td)t(V
L

1
)t(i  

                         ∫ ′′=
t

0

CC td)t(i
C

1
)t(V         και            

td

)t(Vd
C)t(i C

C =  

Ορίζουµε τον «τελεστή» της  παραγώγου:    

   
td

d
D =  ( .. . )    .    

δηλαδή  ο τελεστής  D εφαρµόζεται σε µία συνάρτηση του χρόνου και την  παραγωγίζει.   

Προφανώς  D2  σηµαίνει 2η   παράγωγο   και  Dn   n-οστή  παράγωγο. 

 

Επίσης ορίζουµε τον  τελεστή του ολοκληρώµατος  

∫=
t

0

td(...)
D
1

   

δηλαδή  ο τελεστής  1 / D εφαρµόζεται σε µία συνάρτηση του χρόνου και την  ολοκληρώνει 

 

Οι πράξεις µεταξύ των D  γίνονται κανονικά σαν να ήταν αλγεβρικές ποσότητες, έτσι π.χ. 

D + 3 D = 4 D ,         D2 D3 = D5  ,      D3 / D =  D2     κ.λ.π.      

Με βάση τους προηγούµενους ορισµούς  οι σχέσεις τάσεως- ρεύµατος, για το πηνίο και τον 

πυκνωτή,  µπορούν να γραφούν πιο απλά ως εξής: 
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VL ( t ) = L D i L ( t )        και      i L ( t ) = 
DL

1
 VL ( t ) 

VC ( t ) = 
DC

1
i C ( t )       και       i C ( t )  =  C D VC ( t )  

 

Μπορούµε τώρα να σκεφτούµε έναν «γενικευµένο»  νόµο του  Ohm  σύµφωνα µε τον οποίο σε 

ένα ηλεκτρικό στοιχείο, αποτελούµενο από οποιαδήποτε συνδεσµολογία  γραµµικών και χρονικά 

σταθερών στοιχείων R, L, C : 

 

A B• •

)t(i

+ −
)t(v

Συνδεσµολογία 
R   L   C 

 

 

ορίζεται η  γενικευµένη «τελέστρια» σύνθετη αντίσταση           Z ( D ) 

 

)t(i

)t(V
)D(Z =       ( Ohm ) 

 

και η γενικευµένη «τελέστρια» σύνθετη αγωγιµότητα  Y ( D ) 

 

Y ( D )  = 
)D(Z

1
=

)t(V

)t(i
      ( Ohm- 1 ) 

 

 

Για τα τρία  βασικά παθητικά  ηλεκτρικά στοιχεία οι τελέστριες σύνθετες αντιστάσεις και 

αγωγιµότητες θα  είναι: 
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Ωµική αντίσταση  R 

 
R

( )tVR

( )tiR

+ _

 

 
 

R
)t(i

)t(V
)D(Z

R

R
R ==  

 
 

YR ( D ) = 
R

1

)t(V

)t(i

R

R =  

 
Πηνίο  L 

 

L

( )tVL

( )tiL

+ _

 

 
 

DL
)t(i

)t(V
)D(Z

L

L
L ==  

 
 

YL ( D ) = 
DL

1

)t(V

)t(i

L

L =  

 
Πυκνωτής C 

 

C
( )tVC

( )tiC

+ _

 

 
 

DC

1

)t(i

)t(V
)D(Z

C

C
C ==  

 
 

YC ( D ) = DC
)t(V

)t(i

C

C =  

 

Αν θεωρήσουµε συνδεσµολογίες δύο ακροδεκτών Α-Β, αποτελούµενες από τα στοιχεία  R, L, C  

µπορούµε να υπολογίσουµε την συνολική τελέστρια σύνθετη αντίσταση   ZAB ( D ), 

εφαρµόζοντας όλους τους  κανόνες σύνθεσης αντιστάσεων που είναι γνωστοί από τη στοιχειώδη 

θεωρία κυκλωµάτων. Παρακάτω αναφέρουµε δύο παραδείγµατα: 

  

 

R L C

• •A B
 

 

 

 

ZAB ( D ) =  R + L D + 
DC

1
 = 

DC

1RCDLCD2 ++
 

 

 

R

L C

• •A B

 

 

 

ZAB ( D ) =   L D + =+
+

=
+

LD
1DCR

R

DC
1

R

DC
1

R
 

=
1DCR

RDLDCLR 2

+
++
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Γενικά η σύνθετη αντίσταση  Z ( D ) µιας συνδεσµολογίας από στοιχεία  R, L, C θα έχει τη 

µορφή : 

01
1n

1n
n

n

01
1m

1m
m

m

qDq...DqDq

pDp...DpDp

)D(Q

)D(P
)D(Z

++++

++++
==

−
−

−
−  

 

όπου  n και m  ακέραιοι αριθµοί   και  p0,  p1, … , pm,    q 0, q 1,…, q n   θετικοί  πραγµατικοί αριθµοί      

Άρα η Z ( D )  θα είναι µια ρητή συνάρτηση ( πηλίκο πολυωνύµων ) του D. 

 

Από την σχέση                         
)t(i

)t(V

)D(Q

)D(P
)D(Z ==                      προκύπτει  ότι: 

)t(i)D(P)t(V)D(Q =  

 

ή          
)t(ip)t(iDp...)t(iDp)t(iDp

)t(Vq)t(VDq...)t(VDq)t(VDq

01
1m

1m
m

m

01
1n

1n
n

n

++++=

=++++
−

−

−
−  

 

∆ηλαδή σε µια συνδεσµολογία από γραµµικά  και χρονικά σταθερά στοιχεία R, L, C  τα 

µεγέθη V ( t )  και  i ( t )  συνδέονται µε µια γραµµική διαφορική εξίσωση µε σταθερούς 

συντελεστές.  
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2. 3 )  ∆ιαιρέτης τάσεως και  ρεύµατος 
  
 

2. 3. 1 ) Εισαγωγικά 

Οι  κανόνες του διαιρέτη τάσεως και του διαιρέτη ρεύµατος  είναι δύο πολύ χρήσιµα 

«εργαλεία»  στην  ανάλυση των ηλεκτρικών δικτύων  και χρησιµοποιούνται πολύ συχνά  

 

2. 3. 2 ) ∆ιαιρέτης τάσεως 

Αν έχουµε n –τελέστριες αντιστάσεις   Z1 ( D ), Z 2 ( D ), … , Zn ( D ),  συνδεδεµένες  εν 

σειρά,  ( διαρρέονται  από το ίδιο ρεύµα )  τότε η ολική τάση V ( t ) στα άκρα της 

συνδεσµολογίας καταµερίζεται ( διαιρείται ) σε κάθε αντίσταση  σύµφωνα µε τον κανόνα:  
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 γενικά  
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k
k
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=  

όπου  k = 1, 2, . . . n 
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2. 3. 3 ) ∆ιαιρέτης ρεύµατος                                                                                            

Αν έχουµε n –τελέστριες αντιστάσεις   Z1 ( D ), Z 2 ( D ), … , Zn ( D ),  συνδεδεµένες  

παράλληλα, ( έχουν κοινή τάση στα άκρα τους )  τότε το  ολικό  ρεύµα  i ( t ) που διαρρέει  τη 

συνδεσµολογία   καταµερίζεται ( διαιρείται ) σε κάθε αντίσταση  σύµφωνα µε τον κανόνα:  
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γενικά:  

)D(Z

1
...

)D(Z

1

)D(Z

1
)D(Z

1

)t(i)t(i

n21

k
k

+++

=  

όπου  k = 1, 2, . . . n 

 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι ειδικά για n = 2 ισχύει: 
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2. 4 )  Θεώρηµα  Millman 

 

Το θεώρηµα Millman είναι και αυτό  πολύ χρήσιµο στην ανάλυση  ηλεκτρικών δικτύων και 

εφαρµόζεται στην περίπτωση  όπου έχουµε παράλληλη σύνδεση κλάδων που αποτελούνται 

από πηγές τάσεως και τελέστριες  σύνθετες αντιστάσεις. Η σχετική τοπολογία                         

(  συνδεσµολογία )  φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

)D(Z1 )D(Z2 )D(Zn

)t(V1

⋅⋅ ⋅

•

•

)t(V2 )t(Vn

+ + +

+

−

A

B

)t(VAB
⇔

)D(Z

)t(V

+

•

•

A

B

+

−

)t(VAB

 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα αυτό η συνδεσµολογία του αριστερού µέρους του σχήµατος είναι 

ισοδύναµή µε την συνδεσµολογία  µιας  πηγής τάσεως εν σειρά µε µια τελέστρια σύνθετη 

αντίσταση. Οι τιµές των µεγεθών  V ( t ) και  Z ( D ) δίδονται από τους τύπους: 
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1
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1
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)D(Z

1
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1
1

)D(Z

n21

+++

=  

Από τα παραπάνω προκύπτει αµέσως µια έκφραση για την τάση  VAB ( t ) διότι λόγω της 

ισοδυναµίας  των δύο συνδεσµολογιών θα ισχύει: 

VAB ( t ) = V ( t ) 

 
Παρατηρήσεις 
1) Είναι  απαραίτητο  όλοι οι παράλληλοι κλάδοι να περιέχουν µία τελέστρια  σύνθετη αντίσταση    
2) Αν σε κάποιο κλάδο ( ή κλάδους) δεν υπάρχει πηγή τάσεως τότε δεν γράφεται ο αντίστοιχος όρος 
στον αριθµητή  της V ( t )     
3) Αν σε κάποιο κλάδο η πηγή τάσεως έχει αντίθετη πολικότητα από αυτήν που φαίνεται στο σχήµα,  
τότε ο αντίστοιχος όρος στον αριθµητή της V ( t ) γράφεται µε το πρόσηµο  ( - )  µπροστά.   
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2. 5 )   Θεώρηµα Επαλληλίας 

 

Η αρχή της επαλληλίας ( ή υπερθέσεως ) είναι µια βασικότατη αρχή που εφαρµόζεται 

ευρύτατα όχι µόνο στην Ηλεκτρολογία αλλά και σε πολλά άλλα επιστηµονικά πεδία. Ειναι 

προφανές ότι η επαλληλία είναι άµεση συνέπεια της γραµµικότητας. Αν δούµε τους δύο 

κανόνες µε τους οποίους οριζεται  ένα  γραµµικό σύστηµα , ο 2ος  κανόνας  εκφράζει ακριβως 

την αρχή της επαλληλίας. Στην περίπτωση των ηλεκτρικών δικτύων το θεώρηµα επαλληλίας 

διατυπώνεται ως εξής: 

 

Σε ένα ηλεκτρικό δίκτυο µε n πηγές , όπου  απαραίτητα  2n ≥ ,   το ρεύµα ή η τάση σε 

κάθε κλάδο του δικτύου µπορεί να γραφεί ως ένα αλγεβρικό άθροισµα  n – προσθετέων 

όρων. Ο κάθε όρος προκύπτει από την δράση  µιας µόνο πηγής κάθε φορά ενώ όλες οι 

υπόλοιπες µηδενοποιούνται. 

 

Παρακάτω δίνουµε ένα απλό σχηµατικό παράδειγµα για την επεξήγηση του θεωρήµατος   

Στο δίκτυο του σχήµατος  το ρεύµα  i 1 µπορεί να υπολογιστεί ως το άθροισµα των ρευµάτων   

 

)3(
1

)2(
1

)1(
11 iiii ++=  
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+ +

+
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όπου τα ρεύµατα  )3(
1

)2(
1

)1(
1 i,i,i υπολογίζονται διαδοχικά από την επίλυση των 

παρακάτω δικτύων: 
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Στο δίκτυο αυτό δρα µόνον η πηγή 1V  ενώ οι 

άλλες δύο  έχουν µηδενοποιηθεί ,δηλ 

βραχυκυκλωθεί εφ’ όσον είναι πηγές τάσεως  
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3Z

2V

+

)2(
1i

 

 

 

 

 

Στο δίκτυο αυτό δρα µόνον η πηγή 2V  ενώ οι 

άλλες δύο  έχουν µηδενοποιηθεί 

1Z

2Z

3Z

3V

+

)3(
1i

 

 

Στο δίκτυο αυτό δρα µόνον η πηγή 3V  ενώ οι 

άλλες δύο  έχουν µηδενοποιηθεί 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΣΗΜΑΤΑ 

 

3. 1 ) Ορισµός του σήµατος 

 Ας θεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε  φυσικό µέγεθος που εµπλέκεται σε κάποιο φυσικό 

φαινόµενο. Το µέγεθος αυτό µπορεί να έχει σταθερή τιµή ή και να µεταβάλλεται συναρτήσει 

του χρόνου.  Σε κάθε περίπτωση το φυσικό αυτό µέγεθος είναι φορέας κάποιας  

«πληροφορίας» και  µπορούµε να το αποκαλούµε «σήµα».  

Για την µελέτη και την επεξεργασία  ενός σήµατος πρέπει να γνωρίζουµε τις τιµές του στο 

πεδίο του χρόνου. Αυτό µπορεί να γίνει είτε µέσω µιας αναλυτικής έκφρασης                          

( συναρτησιακή σχέση ) είτε µέσω ενός πίνακα τιµών. Η αναλυτική έκφραση ενός σήµατος 

µπορεί να πραγµατοποιηθεί και µε τη βοήθεια απλών µαθηµατικών συναρτήσεων οι οποίες 

λέγονται στοιχειώδη σήµατα. Τέτοιες συναρτήσεις είναι π. χ.  η ηµιτονοειδής συνάρτηση, η 

εκθετική συνάρτηση, καθώς και κάποιες άλλες συναρτήσεις που θα αναφερθούν στα 

επόµενα.    

 

 

3. 2 ) Κατηγορίες σηµάτων 

Τα σήµατα γενικά κατατάσσονται σε διάφορες κατηγορίες ανάλογα µε την µορφή και τις  

ιδιότητές τους. Μπορούµε εδώ  να αναφέρουµε τις τρείς βασικές κατηγορίες σηµάτων: 

t

)t(f

0  

Αναλογικό ( ή συνεχές ) σήµα 

 

Το σήµα περιγράφεται  αναλυτικά   µε µια 
συνεχή συνάρτηση  f ( t ). Προφανώς σε 
οποιοδήποτε χρονικό διάστηµα  ∆Τ υπάρχουν 
άπειρες τιµές του σήµατος 
 

kt

)t(f k

0

o

o

o

o

o
o

o

...

1t 2t Nt...
 

∆ιακριτό σήµα  

 
Το σήµα περιγράφεται από ένα πεπερασµένο 
αριθµό τιµών του,  f(t1), f(t2), … f(tN), για  ένα 
χρονικό διάστηµα. Οι τιµές αυτές λαµβάνονται 
συνήθως ανα ίσα χρονικά διαστήµατα.  Ένα 
διακριτό σήµα µπορεί να προέλθει από ένα 
συνεχές σήµα µε κατάλληλη δειγµατοληψία Η 
µεθοδολογία αυτή χρησιµοποιείται πολύ στην 
τεχνολογία  µετρήσεων και επεξεργασίας 
σηµάτων     
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t

)t(f

0

A

T  

Ψηφιακό σήµα 

 
Το σήµα είναι δυνατον να λαµβάνει µόνον δύο 
διαφορετικές τιµές  ( π.χ.  0  ή Α ). Κάθε τιµή 
διαρκεί ένα σταθερό χρονικό διάστηµα Τ. 
Σήµατα αυτής της µορφής  διατρέχουν τα 
κυκλώµατα των Η/Υ και γενικά κάθε ψηφιακής 
συσκευής. Η µετατροπή ενός αναλογικού 
σήµατος σε ψηφιακό παρέχει µεγάλες 
δυνατότητες για την περαιτέρω επεξεργασία του 
σήµατος αυτού.  

 

Επίσης µπορούµε να διακρίνουµε τα σήµατα σε αιτιοκρατικά και σε στοχαστικά.  Ένα 

στοχαστικό σήµα  για να περιγραφεί απαιτεί  µη πεπερασµένο αριθµό παραµέτρων και έτσι 

µελετάται µε την βοήθεια στατιστικών νόµων. Παράδειγµα στοχαστικού σήµατος είναι π.χ. ο 

θόρυβος. Τα αιτιοκρατικά σήµατα, αντίθετα, περιγράφονται πλήρως από ένα πεπερασµένο 

αριθµό παραµέτρων. 

 

3. 3 )  Παράµετροι  σηµάτων 

Γενικά η περιγραφή ενός σήµατος µπορεί να γίνει είτε µε την πλήρη γνώση των τιµών του σε 

κάθε χρονική στιγµή,  είτε, απλά,  µε την γνώση µερικών παραµέτρων του σήµατος. Οι δύο 

βασικότερες παράµετροι  ενός σήµατος  είναι η µέση τιµή και η ενεργός  τιµή.  

 

 

Μέση τιµή σήµατος ( average value) 

Για ένα συνεχές σήµα  f ( t ),  που  παίρνει τιµές σε ένα διάστηµα [ α, β ] , η µέση τιµή του 

ορίζεται ως  εξής:                                            ∫
β

α
µ α−β
= td)t(f

1
f   

 

 

Αν το σήµα  είναι διακριτό δηλαδή δίδονται Ν τιµές του µε τη µορφή  f ( t k )  

                                              όπου  t k = k ∆t ,    k = 0, 1, 2, . . . N-1 

τότε η µέση τιµή του υπολογίζεται από την σχέση: 

∑
−

=
µ =

1N

0k
k )t(f

N

1
f  
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Ενεργός ( ή ενδεικνύµενη ) τιµή σήµατος ( effective value, RMS value) 

Για ένα συνεχές σήµα  f ( t ) ,  που  παίρνει τιµές σε ένα διάστηµα [ α, β ] ,  ορίζεται  ως εξής 

∫
β

α
εν α−β
= td)t(f

1
f 2  

∆ηλ. η ενεργός τιµή είναι ίση µε την τετραγωνική ρίζα της µέσης τιµής του τετραγώνου του 

σήµατος. 

 

Για ένα διακριτό σήµα  

∑
−

=
εν =

1N

0k
k

2 )t(f
N

1
f  

 

3. 4 )  Στοιχειώδη σήµατα 

Τα στοιχειώδη σήµατα περιγράφονται από απλές ( στοιχειώδεις ) συναρτήσεις  και 

διακρίνονται σε οµαλά και σε ανώµαλα σήµατα.  

Τα οµαλά σήµατα περιγράφονται από εκθετικές και ηµιτονοειδείς συναρτήσεις  ή και 

γραµµικούς  συνδυασµούς αυτών µε άπειρους  ή πεπερασµένους όρους 

Τα  στοιχειώδη ανώµαλα σήµατα αποτελούν µια ειδική κατηγορία σηµάτων και 

ονοµάζονται ανώµαλα γιατί δεν ορίζονται σ΄ αυτά,  µε αυστηρό τρόπο, µαθηµατικές έννοιες 

όπως του ορίου, της παραγώγου, του ολοκληρώµατος κ.λ.π. Τα σήµατα αυτά 

χρησιµοποιούνται ως ειδικές διεγέρσεις σε ηλεκτρικά  δίκτυα και συστήµατα γενικότερα, η 

παρατήρηση δε των  αντιστοίχων αποκρίσεων που λαµβάνονται, παίζει κυρίαρχο ρόλο στη 

µελέτη  του συστήµατος.   

  
 
 
 
 

3. 5 )  Στοιχειώδη ανώµαλα σήµατα 

Θα αναφέρουµε παρακάτω τα 3 στοιχειώδη ανώµαλα σήµατα καθώς  και τις βασικές τους 

ιδιότητες. 
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3.5.1 ) Μοναδιαία βηµατική συνάρτηση  u ( t ) 
 
 

Ορίζεται ως εξής:                     








=γιααοριστη

<για

>για

=

0t

0t0

0t1

)t(u  

  
Η γραφική παράσταση της θα είναι: 

o

o

)t(u

t
0

1

 
 

Η συνάρτηση έχει µια ασυνέχεια για  t = 0 και προφανώς ισχύει:  0)0(u =−  και  

1)0(u =+   

Πρακτικά το σήµα αυτό εκφράζει την  «απότοµη» επιβολή µιας σταθερής διέγερσης σε ένα 

σύστηµα µε το «κλείσιµο» ενός διακόπτη για  t = 0. 

Σύµφωνα µε τον προηγούµενο  ορισµό η συνάρτηση:  )tt(uK 0−  (όπου t 0 > 0 ) θα έχει 

γραφική παράσταση: 

)tt(uK 0−

t
0

K

0t  
 

 
 

3. 5. 2 ) Μοναδιαία αναρριχητική συνάρτηση  r ( t ) 
 
 

Ορίζεται ως εξής:                     




<για

≥για
=

0t0

0tt
)t(r  
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Η γραφική παράσταση της θα είναι: 

 

)t(r

t
0

1=κλιση

 
 

 

Πρακτικά το σήµα αυτό εκφράζει την   επιβολή µιας γραµµικά αυξανόµενης  διέγερσης σε 

ένα σύστηµα µε το «κλείσιµο» ενός διακόπτη για   t = 0 

Σύµφωνα µε τον προηγούµενο  ορισµό η συνάρτηση:  )tt(rK 0−  (όπου t 0 > 0 ) θα έχει 

γραφική παράσταση: 

 

)tt(rK 0−

t
0

K=κλιση

0t
 

 
 

3. 5. 3 ) Μοναδιαία κρουστική  συνάρτηση  δ ( t )  ή συνάρτηση του  Dirac 
 
 

Ορίζεται ως εξής:                     




=γιασηµειοανωµαλο

≠για
=δ

0t

0t0
)t(  

  
Με τον όρο «ανώµαλο σηµείο»  ( singularity ) εννοείται µια κατάσταση κατά την οποία η 

συνάρτηση  δ ( t )  απειρίζεται για  t = 0  ακριβώς. 

Προφανώς δεν πρόκειται για συνάρτηση µε την συνηθισµένη έννοια του όρου, αλλά 

µπορούµε να την χειριστούµε  χρησιµοποιώντας  τις   βασικές της ιδιότητες που αναφέρουµε 

εδώ: 
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1)   ∫
+∞

∞−

=δ 1td)t(       ή        ∫
ε+

ε−

=δ 1td)t(         ( ε > 0 ) 

 

2)   )t()0(f)t()t(f δ=δ        όπου η  f ( t )  συνεχής  στο  t =  0   

 

3)   ∫
+∞

∞−

=δ )0(ftd)t()t(f        όπου η  f ( t )  συνεχής  στο  t =  0 

    

 Η γραφική παράσταση της  κρουστικής συνάρτησης  δ ( t ) έχει την ακόλουθη µορφή: 

)t(δ

t0
 

∆ηλαδή  σχεδιάζουµε απλώς ένα  βέλος για να σηµειώσουµε  την «ανώµαλη»  κατάσταση 

που εµφανίζεται  µε την συνάρτηση αυτή  

Το σήµα αυτό, που προφανώς αποτελεί εξιδανίκευση, εκφράζει την επιβολή µιας άπειρης 

διέγερσης µε µηδενική όµως χρονική διάρκεια,  σε ένα σύστηµα. Η συνολική ενέργεια του 

σήµατος είναι όµως πεπερασµένη. Αν θέλουµε να προσεγγίσουµε πρακτικά το σήµα αυτό   

θα οδηγηθούµε σε ένα παλµό µε πολύ µικρή διάρκεια (όχι όµως µηδενική)   και πολύ µεγάλο 

ύψος (όχι όµως άπειρο). Είναι προφανές ότι η δ ( t ) είναι το σήµα µε την πιο απότοµη 

µεταβολή  που µπορεί να υπάρξει.   

Σύµφωνα µε τον προηγούµενο  ορισµό η συνάρτηση:  )tt(K 0−δ  (όπου t 0 > 0 ) θα έχει 

γραφική παράσταση: 

)tt(K 0−δ

t
0 0t

K
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Προσοχή! Το σύµβολο  Κ δίπλα στο βέλος  δεν είναι η τιµή στον y -άξονα  αλλά εκφράζει 

την τιµή του ολοκληρώµατος  

∫
+∞

∞−

=−δ Ktd)tt(K 0  

Η τιµή αυτή λέγεται και  «ισχύς» της κρουστικής συνάρτησης 

Επίσης θα ισχύουν: 

 

   )tt()t(f)tt()t(f 000 −δ=−δ      όπου η  f ( t )  συνεχής  στο  t =  t 0   

 

   ∫
+∞

∞−

=−δ )t(ftd)tt()t(f 00              όπου η  f ( t )  συνεχής  στο  t =  t 0 

 

3. 6 )  Παράγωγος ασυνεχούς συναρτήσεως 

Παρακάτω θα  αναφέρουµε µία  µαθηµατική πρόταση που έχει σηµαντικότατη σηµασία για 

την µελέτη των σηµάτων και συστηµάτων... 

 
Ας θεωρήσουµε µια πραγµατική συνάρτηση  f ( t )  η  οποία όµως είναι ασυνεχής σε ένα 

σηµείο t 0  δηλ. ισχύει  )t(f)t(f 00
−+ ≠  και  έστω ότι η διαφορά αυτή είναι πεπερασµένη  

t
0

o

o

0t

)t(f

)t(f 0
−

)t(f 0
+

 

η παράγωγος της συναρτήσεως αυτής στο σηµείο ασυνέχειας  t 0   ορίζεται ως εξής: 
 

)tt())t(f)t(f(
dt

)t(df
000

tt 0

−δ−= −+

=

 

 
∆ηλαδή η παράγωγος στο σηµείο ασυνέχειας,  περιέχει µια κρουστική συνάρτηση µε 
«ισχύ» ίση µε το άλµα της ασυνέχειας  α=− −+ ))t(f)t(f( 00 ,  όπου α  ένας 
πραγµατικός αριθµός  
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Με βάση την παραπάνω πρόταση προκύπτει αµέσως ότι: 
 

)t(
td

)t(ud
δ=  

διότι η βηµατική συνάρτηση u ( t ) παρουσιάζει µια ασυνέχεια µε ύψος  1 στο σηµείο t = 0. 

Επίσης εύκολα φαίνεται ότι: 

)t(u
td

)t(rd
=  

∆ηλαδή παρατηρούµε ότι τα τρία στοιχειώδη ανώµαλα σήµατα, r ( t ), u ( t ) και δ ( t ) 

συνδέονται µεταξύ τους µε διαδοχικές παραγωγίσεις. 

 
 

3. 7 ) Παραδείγµατα κατασκευής συνθετωτέρων σηµάτων µε βάση τα 

στοιχειώδη ανώµαλα σήµατα 

Χρησιµοποιώντας τα 2 από τα 3 στοιχειώδη ανώµαλα σήµατα  και συγκεκριµένα την 

βηµατική u ( t ), και την αναρριχητική συνάρτηση  r ( t ), µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα 

πλήθος σηµάτων που µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως διεγέρσεις  σε ηλεκτρικά δίκτυα και 

συστήµατα. Παρακάτω αναφέρουµε παραδείγµατα  

 

α) Τετραγωνικός παλµός  p ( t )   

)t(p

t
0

K

τ
 

Ξεκινάµε µε την βηµατική  K u ( t ) ( προφανώς από το σηµείο t = 0 ) . Από το σηµείο t = τ 

και µετά  θέλουµε η συνάρτηση να µηδενιστεί και για το λόγο αυτό προσθέτουµε  την 

συνάρτηση  - K u ( t  - τ  ). Συνεπώς το σήµα  p ( t )  µπορεί να γραφεί:  

 

p ( t ) = K u ( t ) -  K u ( t – τ ) 

 

Παρατηρούµε ότι αν το τ τείνει στο µηδέν , και το Κ τείνει στο άπειρο αλλά το γινόµενο  Κ τ 

διατηρεί πάντα  µια σταθερή τιµή ( π.χ. Κ τ = 1 )  τότε ο τετραγωνικός παλµός τείνει στην 

κρουστική συνάρτηση δ ( t ).  
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Γενικότερα µπορούµε να γράψουµε για ένα τετραγωνικό παλµό «µετατοπισµένο» ( δηλ. που 

δεν αρχίζει από το  t = 0 )  

)t(p

t
0

K

1t 2t  

 

p ( t ) = K u ( t – t 1 ) -  K u ( t – t 2  ) 

 

 

β) Συνδυασµός αναρριχητικής συνάρτησης και παλµού 

   Έστω το παρακάτω σήµα: 

 

)t(f

(sec)t0

10

1 2
 

 

Για να το περιγράψουµε ξεκινάµε από το t = 0,   µε µια αναρριχητική συνάρτηση µε κλίση 

10 διότι παρατηρούµε ότι όταν το t ( άξονας x )   αυξάνει κατά µία µονάδα  ( από 0 σε 1 ) το 

f ( t ) ( άξονας y )  αυξάνει κατά 10 µονάδες, άρα η κλίση είναι  k = ( y / x ) = 10.  

 

Το σήµα  f ( t )  περιγράφεται στο διάστηµα  [ 0, 1 ] από την συνάρτηση  10 r ( t ).   

 

Από  το σηµείο  t = 1, και µέχρι το σηµείο t = 2,  θέλουµε να σταµατήσει η γραµµική αύξηση 

της  f ( t ),  και αυτή  να πάρει την σταθερή τιµή f ( t ) = 10. Για τον σκοπό αυτό, από το 

σηµείο t = 1 και µετά,   προσθέτουµε µια  αναρριχητική συνάρτηση µε κλίση αντίθετη από 

αυτήν που ήδη υπάρχει,  δηλαδή προσθέτουµε την συνάρτηση   - 10 r (  t – 1 ). Το παρακάτω 

σχήµα βοηθά στο να γίνει  κατανοητή αυτή η ενέργεια:      
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)t(f

(sec)t0

10

1 2

)t(r10

)1t(r10 −−

10)1t(r10)t(r10 =−−

 

 

Εύκολα φαίνεται ότι η διαφορά   10 r ( t )  - 10 ( t – 1 ) , από  t  > 1 και έως το άπειρο ,  είναι 

πάντοτε ίση µε 10. Επίσης είναι προφανές ότι για  t < 1,  η συνάρτηση  - 10 ( t – 1 ) δεν 

υφίσταται . Συνεπώς µπορούµε να πούµε ότι: 

 

Το σήµα  f ( t ) περιγράφεται στο διάστηµα  [ 0, 2 ] από την σχέση:     

f ( t ) =  10 r ( t ) – 10 r ( t – 1 ) 

 

Μετά το σηµείο t = 2 , και µέχρι το άπειρο, θέλουµε η f ( t ) να πάρει την τιµή 0. Για τον 

λόγο αυτό, στο σηµείο t = 2  προσθέτουµε την συνάρτηση  –10 u ( t – 2 ). Η συνάρτηση         

–10 u ( t – 2 ) υπάρχει ( εξ’ ορισµού )   από  t  > 2  και έως το άπειρο,  και προφανώς έχει την 

σταθερή τιµή  - 10. Συνεπώς  η  f ( t )  από  t  > 2  και έως το άπειρο, µηδενίζεται.  

Άρα τελικά θα έχουµε:   

 

Το σήµα  f ( t ) περιγράφεται στο διάστηµα  [ 0, ∞  ] από την σχέση:     

f ( t ) =  10 r ( t ) – 10 r ( t –1 )  – 10 u ( t – 2 ) 
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γ ) Συνδυασµός  δυο αναρριχητικών συναρτήσεων 

       Έστω το παρακάτω σήµα: 

 

)t(f

1
• • • • •

2 3 4 50 (sec)t

5

 

 

Παρατηρούµε ότι έχουµε δύο αναρριχητικές συναρτήσεις αλλά µε διαφορετικές κλίσεις 

 

 

Στο διάστηµα [ 0 , 1 ] το σήµα  f ( t ) έχει µηδενική τιµή . Το σήµα ξεκινά  από το σηµείο       

t = 1 , και µέχρι το σηµείο t = 2 περιγράφεται  µε µια αναρριχητική συνάρτηση, µε αρχή το 

σηµείο  t = 1,   και  µε κλίση  5,  διότι παρατηρούµε ότι όταν το t ( άξονας x )   αυξάνει κατά 

µία µονάδα  ( από 1 σε 2 ) το       f ( t )  ( άξονας y )  αυξάνει κατά 5  µονάδες, άρα η κλίση 

είναι  k = ( y / x ) = 5.  

 

Το σήµα  f ( t )  περιγράφεται στο διάστηµα  [ 0, 2 ] από την συνάρτηση  5 r ( t – 1 ).   

 

Από το σηµείο t = 2 και µέχρι το σηµείο t = 4 ,  η  f ( t )  σταµατά να αυξάνει γραµµικά µε 

κλίση 5 και παίρνει αρνητική  κλίση ίση µε  - 5 / 2  =  - 2.5, όπως εύκολα φαίνεται διότι  

όταν το t ( άξονας x )   αυξάνει κατά δύο  µονάδες  ( από 2 σε 4 ) το f ( t ) ( άξονας y )  

µειώνεται  κατά 5  µονάδες    ( από +5 σε 0 )  άρα η κλίση είναι  k = ( y / x ) = -2.5. Αυτή η  

αλλαγή κλίσης µπορεί να περιγραφεί µε την πρόσθεση δύο διαφορετικών αναρριχητικών 

συναρτήσεων που ξεκινούν από το σηµείο t  = 2. Η πρώτη είναι η  - 5 r ( t – 2 ) η οποία , 

όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα , µε την εφαρµογή της,  δίνει στην f ( t ) την σταθερή  

τιµή  5. Η  f ( t ) όµως δεν είναι σταθερή για t  > 2,  αλλά, όπως προαναφέρθηκε έχει 

αρνητική κλίση ίση µε – 2.5. Για το σκοπό αυτό,  και πάλι στο σηµείο t = 2, προστίθεται και 

µια δεύτερη  αναρριχητική συνάρτηση  ίση  µε   - 2. 5  r ( t – 2 ) . Το παρακάτω σχήµα βοηθά 

στην κατανόηση: 

         



 70

)t(f

1
• • • • •

2 3 4 50 (sec)t

5

)1t(r5 −

)2t(r5 −−

)2t(r5.2 −−

)2t(r5)1t(r5 −−−

)2t(r5.2)2t(r5)1t(r5 −−−−−

 

Το σήµα  f ( t )  περιγράφεται στο διάστηµα  [ 0, 4 ] από την σχέση  

5 r ( t –1 ) – 5 r ( t –2 ) – 2.5 r ( t – 2 ). 

 

Μετά το σηµείο t = 4 , και µέχρι το άπειρο, θέλουµε η f ( t ) να πάρει την τιµή 0. 

Παρατηρούµε ότι για  t  > 4 , και µέχρι το  άπειρο ,  η  σχέση   5 r ( t –1 ) – 5 r ( t –2 ) –               

- 2.5 r ( t – 2 ) , όπως φαίνεται και από το  προηγούµενο  σχήµα,  δίνει ως αποτέλεσµα µια 

αναρριχητική συνάρτηση µε κλίση  – 2.5. Άρα λοιπόν για να επιτύχουµε µηδενική τιµή του 

σήµατος  f ( t ),   για  t > 4, πρέπει να προσθέσουµε στο σηµείο  t = 4 µια  αναρριχητική 

συνάρτηση µε κλίση  + 2.5.( βλ. και κατωτέρω σχήµα )       

)t(f

1
• • • • •

2 3 4 50 (sec)t

5

)4t(r5.2 −−

)4t(r5.2 −

0)4t(r5.2)4t(r5.2 =−−−

 

Το σήµα  f ( t ) περιγράφεται στο διάστηµα  [ 0, ∞  ] από την σχέση:     

f ( t ) =  5 r ( t -1 ) – 5 r ( t –2 ) – 2.5 r ( t – 2 ) +  2.5 r ( t – 4 ) 

ή                                f ( t ) =  5 r ( t -1 ) – 7.5 r ( t – 2 ) +  2.5 r ( t – 4 ) 
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δ) Τραπεζοειδές σήµα  

)t(f

1
• • • • •

2 3 4 50 (sec)t•6

100

100−

 

 

 

Αφήνεται για µελέτη να αποδειχθεί ότι το τραπεζοειδές σήµα του ανωτέρω σχήµατος 

περιγράφεται από τον ακόλουθο συνδυασµό αναρριχητικών συναρτήσεων: 

 

f ( t ) = 100r ( t ) – 100 r ( t – 1 ) – 100 r ( t – 2 )  + 100 r ( t – 4 ) + 100 r ( t – 5 ) -100 r (t – 6)  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 
 

ΜΕΛΕΤΗ  ΗΛΕΚΤΡΙΚΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝ 
 ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ 

 
 
4. 1 )  Εισαγωγικά  
 
Όπως είναι γνωστό ένα ηλεκτρικό δίκτυο µπορεί να θεωρηθεί και σαν ένα σύστηµα. Ως 

διεγέρσεις του συστήµατος ( δικτύου) θεωρούνται συνήθως οι τάσεις ή τα ρεύµατα των πηγών 

του δικτύου ( πηγές τάσεως ή πηγές ρεύµατος ). Ως απόκριση(-εις)  µπορεί να θεωρηθεί 

οποιαδήποτε τάση ή ρεύµα σε οποιοδήποτε κλάδο του δικτύου. Εάν το δίκτυο αποτελείται από 

γραµµικά και χρονικά σταθερά ηλεκτρικά στοιχεία R, L, C, θα λέγεται και αυτό γραµµικό και  

χρονικά σταθερό δίκτυο ( ή γενικότερα σύστηµα ).  Στην περίπτωση γραµµικού και χρονικά 

σταθερού δικτύου  η  µαθηµατική σχέση που συνδέει µια οποιαδήποτε διέγερση µε µια 

οποιαδήποτε απόκριση είναι πάντοτε µια γραµµική διαφορική εξίσωση µε σταθερούς 

συντελεστές. 

Η τάξη της διαφορικής αυτής εξίσωσης, που λέγεται και τάξη του δικτύου, καθορίζεται από τον 

συνολικό αριθµό δυναµικών στοιχείων  ( δηλ. πηνίων και πυκνωτών ) που περιέχει το δίκτυο. 

Στον κανόνα αυτό υπάρχει µια ειδική περίπτωση  εξαίρεσης η οποία δεν θα µας απασχολήσει  

στο κεφαλαίο αυτό.  

Το πρώτο και βασικό πρόβληµα που συναντάται στην θεωρία δικτύων, και µε το οποίο θα 

ασχοληθούµε παρακάτω,  είναι το πρόβληµα της αναλύσεως δικτύου. Στο πρόβληµα αυτό 

δεδοµένα θεωρούνται  το ίδιο το δίκτυο ( τιµές στοιχείων του , συνδεσµολογία ) οι αρχικές 

καταστάσεις των πηνίων και των πυκνωτών,  και επίσης οι διεγέρσεις ( πηγές )    του δικτύου. 

Ζητούµενα  είναι η απόκριση ( ή οι αποκρίσεις )  του δικτύου, δηλαδή η τάση ( τάσεις )  ή το 

ρεύµα ( ρεύµατα ) σε κάποιο κλάδο ( κλάδους )  του δικτύου.   

Η  εύρεση οποιασδήποτε  απόκρισης, δηλαδή η επίλυση του προβλήµατος αναλύσεως 

δικτύου,  γίνεται µε την  επίλυση  της  γραµµικής διαφορικής εξίσωσης που περιγράφει το 

δίκτυο. Η επίλυση της εξίσωσης αυτής προϋποθέτει και την γνώση των αρχικών συνθηκών 

που την συνοδεύουν. 

 

Θα ασχοληθούµε παρακάτω µε τον  τρόπο επίλυσης του προβλήµατος. 
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4. 2) Το πρόβληµα αναλύσεως δικτύου  

 

 ∆ίδεται το  γραµµικό και χρονικά σταθερό,  ηλεκτρικό  δίκτυο: 

 

Γραµµικό  
Χρονικά Σταθερό  

∆ίκτυο  
R L C 

)t(f )t(y

  ΕΙΣΟ∆ΟΣ 
(∆ΙΕΓΕΡΣΗ) 

ΕΞΟ∆ΟΣ

(ΑΠΟΚΡΙΣΗ)

 

 

Για απλότητα εδώ θεωρείται µία είσοδος  f ( t )  ( διέγερση ) και µία έξοδος y ( t )  (απόκριση). 

Τα δύο µεγέθη f ( t ) και  y ( t )  είναι προφανώς τάσεις ή ρεύµατα. 

Η σχέση που συνδέει τα µεγέθη f ( t ) και y ( t )  θα  είναι γενικά: 

 

)t(fb)t(fDb...)t(fDb)t(fDb

)t(ya)t(yDa...)t(yDa)t(yDa

01
1m

1m
m

m

01
1n

1n
n

n

++++=

=++++
−

−

−
−  

 

δηλαδή µια γραµµική  διαφορική εξίσωση ( ∆.Ε. )  n – τάξεως. Εφ’ όσον η εξίσωση αυτή 

περιγράφει ένα πραγµατικό ( φυσικό )  ηλεκτρικό δίκτυο θα ισχύει πάντοτε  mn ≥ .   

Η ∆.Ε  µπορεί να γραφεί και ως: 

A ( D ) y ( t )  = B ( D ) f ( t ) 

 

όπου:    A ( D ) = a n D n + a n - 1 D n – 1  + . . . +  a 1 D + a 0  

             B ( D ) = b m D m + b m - 1 D m – 1  + . . . +  b 1 D + b 0  

 

Η ∆.Ε. συνοδεύεται και από  n αρχικές συνθήκες  ( Α.Σ. )   οι οποίες είναι οι τιµές   

 

)0(yD,)0(yD,..,)0(yD,)0(y 1n2n +−+−++  

 

Η εύρεση αυτών των αρχικών συνθηκών αποτελεί ένα πρόβληµα το οποίο πρέπει να επιλυθεί  
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4. 3 ) Παρατηρήσεις σχετικά µε τις αρχικές συνθήκες  

 

Σχετικά µε  τις αρχικές συνθήκες  και  την εύρεσή τους κάνουµε τις ακόλουθες παρατηρήσεις: 

α) Θεωρείται ότι η διέγερση f ( t ) επιβάλλεται στο δίκτυο την χρονική στιγµή  t = 0 και η 

απόκριση αρχίζει να λαµβάνεται από την χρονική στιγµή  t = 0 +  δηλαδή  απείρως κοντά το 0 

αλλά από θετικές τιµές . Για το λόγο αυτό και  οι αρχικές συνθήκες υπολογίζονται για  t = 0 +  

0t =

−= 0t
+= 0t

t
σηµείο επιβολής της 
διέγερσης   f ( t ) 

αρχή λήψης απόκρισης  y ( t )
      χρονική στιγµή  
        όπου δίδονται  
 οι αρχικές καταστάσεις 

 

Είναι δυνατόν να έχουµε )0(y)0(y +− =  οπότε ορίζεται και η τιµή  y ( 0 ),  αυτό όµως δεν 

είναι απαραίτητο να ισχύει πάντοτε.   

  

β) Οι αρχικές καταστάσεις του δικτύου, δηλαδή οι τιµές των τάσεων των πυκνωτών και των 

ρευµάτων των πηνίων  δίδονται  για  t = −0  , δηλαδή απείρως κοντά στο 0 αλλά από αρνητικές 

τιµές , εποµένως πριν να εφαρµοστεί η διέγερση  f ( t ) . Ενα ζήτηµα που πρέπει να εξεταστεί 

είναι το άν ισχύουν οι σχέσεις: 

)0(i)0(i LL
+− =      για κάθε πηνίο 

)0(V)0(V CC
+− =    για κάθε πυκνωτή  

δηλαδή αν οι συναρτήσεις  i L ( t )  και  VC ( t ) είναι  συνεχείς  για t = 0.      

 

γ) Οι αρχικές συνθήκες  )0(yD,)0(yD,..,)0(yD,)0(y 1n2n +−+−++   υπολογίζονται 

συναρτήσει των τιµών   )0(i L
+  και )0(VC

+  καθώς και της τιµής της διέγερσης  f ( 0 + )  και 

παραγώγων αυτής µέχρι  n - τάξεως . Υπενθυµίζεται ότι οι αρχικές συνθήκες  είναι σταθερές 

τιµές και πρέπει να υπολογιστούν, για t = 0 + συναρτήσει γνωστών σταθερών τιµών από τα 

δεδοµένα του προβλήµατος. Τέτοιες τιµές είναι ακριβώς  τα ρεύµατα των πηνίων, οι τάσεις 

των πυκνωτών, και βέβαια οι τιµές της διέγερσης ( και παραγώγων της )  για την χρονική 

στιγµή        t  = 0 +. Είναι προφανές ότι στον υπολογισµό των αρχικών συνθηκών δεν εµπλέκεται 

καθόλου η «µαθηµατική σχέση»  της διαφορικής εξίσωσης  
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4. 4 ) Μεταβατική και µόνιµη απόκριση 

 

Συνοψίζοντας λοιπόν όλα τα προηγούµενα έχουµε: 

Πρόβληµα αναλύσεως δικτύου 

∆. Ε.  

)t(fb)t(fDb...)t(fDb)t(fDb

)t(ya)t(yDa...)t(yDa)t(yDa

01
1m

1m
m

m

01
1n

1n
n

n

++++=

=++++
−

−

−
−  

 

Α. Σ.       )0(yD,)0(yD,..,)0(yD,)0(y 1n2n +−+−++  

 

Η επίλυση της ∆.Ε.  , όπως είναι γνωστό,  θα έχει την γενική µορφή: 

)t(y)t(y)t(y µερικηοµογενης +=  

ή λύση της αντιστοίχου  οµογενούς ∆.Ε. , )t(yοµογενης , θα αποτελείται  από συναρτήσεις της 

µορφής :  teK σ ή   tp etK σ  ή  )t(sineK
t

ϑ+ω
σ

  η  και  γραµµικούς συνδυασµούς 

αυτών. Σε κάθε περίπτωση ( για πραγµατικά – φυσικά δίκτυα και συστήµατα ) θα ισχύει  0≤σ   

Η   )t(yµερικη  θα εξαρτάται, προφανώς ,  από την συνάρτηση της διέγερσης  f ( t ). 

Σε κάθε περίπτωση  θα υπάρχει ένα τµήµα της  y ( t )  το οποίο θα τείνει  στο  0 καθώς ο 

χρόνος  t  θα τείνει στο άπειρο. Το τµήµα αυτό της απόκρισης  y ( t )  αποκαλείται 

µεταβατική απόκριση ( η µεταβατικό φαινόµενο)   yµεταβ. ( t ) .    

Το υπόλοιπο  τµήµα της y ( t ) το οποίο δεν τείνει στο 0 , όταν  το  t τείνει στο άπειρο,  

αποκαλείται  µόνιµη απόκριση yµον. ( t ).  Η µόνιµη απόκριση µπορεί να έχει π.χ. τη µορφή 

µιας σταθεράς ή  µιας ταλάντωσης χωρίς απόσβεση κ.λ.π.. 

Τελικά µπορούµε λοιπόν να γράψουµε: 

y ( t ) = yµεταβ. ( t ) + yµον. ( t ) 
 
Ενώ η πλήρης απόκριση  y ( t )   απαρτίζεται από  αυτά τα δύο  µέρη,  yµεταβ. ( t )  και  yµον. ( t )  

υπάρχουν περιπτώσεις , στη θεωρία δικτύων και συστηµάτων, που πρακτικά ενδιαφερόµαστε 

περισσότερο για το ένα από αυτά. 

Παρακάτω θα ασχοληθούµε µε αρκετά παραδείγµατα επιλύσεως του προβλήµατος, αρχικά  όµως 

θα αναφέρουµε δύο βασικές προτάσεις που ισχύουν στη θεωρία κυκλωµάτων:  
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 4. 5 ) Συνέχεια ρεύµατος πηνίου και τάσεως πυκνωτή 

 

Για ένα πηνίο µε αυτεπαγωγή  L, ισχύει η ακόλουθη πρόταση: 

«  Όταν η τάση )t(VL   ενός πηνίου L, είναι φραγµένη συνάρτηση  στο χρονικό διάστηµα    

[ 0 , Τ ] τότε το ρεύµα του πηνίου )t(i L   είναι συνεχής συνάρτηση στο ίδιο χρονικό 

διάστηµα »   

Η  αντίστοιχη (δυαδική)  πρόταση για πυκνωτή C,  διατυπώνεται ως εξής: 

«  Όταν το ρεύµα  )t(iC   ενός πυκνωτή  C , είναι φραγµένη συνάρτηση  στο χρονικό 

διάστηµα [ 0 , Τ ] τότε η τάση )t(VC  του πυκνωτή   είναι συνεχής συνάρτηση στο ίδιο 

χρονικό διάστηµα»   

 
 
 Παρακάτω θα αποδείξουµε την πρώτη πρόταση. Η απόδειξη της  δεύτερης γίνεται  µε ακριβώς  

όµοιο τρόπο    

Έστω ένα γραµµικό πηνίο µε αυτεπαγωγή L  

 

L

( )tVL

( )ti L

+ _

( )−0iL

 
                            

όπου  )0(iL
−  η αρχική κατάσταση για το ρεύµα του πηνίου.  

Γράφουµε τη σχέση που συνδέει την τάση µε το ρεύµα στην ολοκληρωτική της µορφή:   

∫ ′′+= −
t

0

LLL td)t(V
L

1
)0(i)t(i      

Εφ’ όσον η τάση του )t(VL  πηνίου είναι φραγµένη συνάρτηση στο διάστηµα   [ 0 , Τ ]  θα 

ισχύει η σχέση:      

M)t(VL ≤  

 

για κάθε  t   που  ανήκει στο χρονικό διάστηµα [ 0 , Τ ],  και  Μ  ένας πραγµατικός αριθµός.  
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Γράφουµε τη σχέση τάσεως – ρεύµατος    για µια  χρονική στιγµή  t 1  που ανήκει στο διάστηµα   

[ 0 , Τ ] 

∫ ′′+= −
1t

0

LL1L td)t(V
L

1
)0(i)t(i      

 

Γράφουµε ξανά  την  σχέση  ίδια  για µια  χρονική στιγµή  t 1+ ∆t    που ανήκει στο διάστηµα        

[ 0 , Τ ] 

∫
∆+

− ′′+=∆+
tt

0

LL1L

1

td)t(V
L

1
)0(i)tt(i       

αφαιρώντας κατά µέλη αυτές τις δύο σχέσεις θα πάρουµε: 

∫
∆+

′′=−∆+
tt

t

L1L1L

1

1

td)t(V
L

1
)t(i)tt(i  

t
1t tt1 ∆+
• •

0

)t(VL

•
T

 

Το ολοκλήρωµα αυτό είναι ανάλογο  µε το γραµµοσκιασµένο εµβαδόν του σχήµατος 

αν πάρουµε  το όριο για   0t →∆  

{ } 0td)t(V
L

1
lim)t(i)tt(ilim

tt

t

L
0t

1L1L
0t

1

1

=












′′=−∆+ ∫
∆+

→∆→∆
 

γιατί η συνάρτηση )t(VL  είναι φραγµένη και ισχύει η σχέση  M)t(VL ≤  

Άρα ισχύει    { } 0)t(i)tt(ilim 1L1L
0t

=−∆+
→∆

  για κάθε  t 1   από το διάστηµα  [ 0 , Τ ] και 

εποµένως  η συνάρτηση  )t(i L  είναι συνεχής  στο διάστηµα αυτό. 

 

Με όµοιο ακριβώς τρόπο, όπως προαναφέραµε, αποδεικνύεται ότι η τάση ενός πυκνωτή είναι 

συνεχής συνάρτηση εφ’ όσον το ρεύµα του πυκνωτή είναι φραγµένο. 

Στο σηµείο όµως  αυτό ας εξετάσουµε  µια ειδική περίπτωση. Θεωρούµε το ακόλουθο κύκλωµα 

αποτελούµενο από ένα πυκνωτή C και µια πηγή συνεχούς  τάσεως  µε την φραγµένη  τιµή E = 1 

Volt. 
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• •

−= 0t

+
Volt1E= Volt0)0(VC =−C

 

Θεωρούµε ότι ο διακόπτης κλείνει ακριβώς την χρονική στιγµή  t = 0, εποµένως ο διακόπτης θα 

είναι ανοικτός για  t = −0   και κλειστός για t = 0 + . O πυκνωτής θεωρείται αρχικά αφόρτιστος, 

άρα θα ισχύει  VC ( −0 ) = 0  Volt. 

Αµέσως µετά το κλείσιµο του διακόπτη θα έχουµε: 

• •
+= 0t

+
Volt1E= Volt1)0(VC =+

)t(iC

C

 

Παρατηρούµε ότι τώρα η τάση του πυκνωτή  πρέπει οπωσδήποτε να έχει την τιµή                      

VC ( 0 + )  = 1 Volt.  Άρα η τάση  VC ( t ) παρουσιάζει ασυνέχεια για  t = 0 , παρ’ όλο που η 

διέγερση του κυκλώµατος , ( πηγή  Ε )  είναι µια φραγµένη συνάρτηση.  

Εξετάζουµε το ρεύµα  i C ( t ) του πυκνωτή  

θα ισχύει προφανώς:                          )t(VDC)t(i CC =  

όπου όµως η τάση  VC ( t ) µπορεί να γραφεί ως  VC ( t ) = u ( t ) , η βηµατική συνάρτηση, διότι 

VC ( t ) = 0  Volt  για  t < 0 , και  VC ( t ) = 1  Volt  για  t > 0. 

Εποµένως:                              )t(C)t(uDC)t(VDC)t(i CC δ===  

δηλαδή το ρεύµα του πυκνωτή  έχει κρουστική µορφή, πράγµα που σηµαίνει ότι για t = 0 το 

ρεύµα αυτό απειρίζεται ( δεν είναι φραγµένο),   και έτσι δεν ισχύει η προϋπόθεση για την 

συνέχεια της τάσεως  VC ( t )  στο σηµείο t = 0.  

Βλέπουµε λοιπόν ότι είναι δυνατόν  σε απλά κυκλώµατα, µε  φραγµένες  διεγέρσεις,  να 

εµφανιστούν ασυνέχειες σε τάσεις πυκνωτών. Στα κυκλώµατα αυτά πρέπει οπωσδήποτε να 

υπάρχουν βρόχοι αποτελούµενοι µόνον από πυκνωτές και πηγές τάσεως.  Αντίστοιχα για την 
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περίπτωση του πηνίου, και για να εµφανιστούν ασυνέχειες στο ρεύµα του πηνίου, πρέπει να 

υπάρχουν κόµβοι στους οποίους να συνδέονται µόνον πηνία και πηγές ρεύµατος. 

Στο  κύκλωµα που µελετήσαµε προηγουµένως σηµειώθηκε ακαριαία (σε µηδενικό χρόνο) 

φόρτιση πυκνωτή. Στην πράξη αυτό δεν συµβαίνει ποτέ, διότι υπάρχουν, οι έστω και πολύ 

µικρές, αντιστάσεις των αγωγών που συνδέουν τον πυκνωτή µε την πηγή αλλά και η ίδια η 

εσωτερική αντίσταση της πηγής. Το κύκλωµα στην περίπτωση αυτή δεν αποτελεί βρόχο µε 

µόνον πυκνωτή και πηγή τάσεως αλλά παρεµβάλλονται εν σειρά και αντιστάσεις, συνεπώς δεν 

ισχύει η σχετική προϋπόθεση που προαναφέρθηκε, και η τάση   VC ( t )  του πυκνωτή είναι 

συνεχής  για  t = 0.      

• •
+= 0t

+
Volt1E= )0(V)0(V CC

−+ =C

Εσωτερική  
αντίσταση 
   πηγής 

Αντιστάσεις 
αγωγών 
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4. 6 ) Βηµατική απόκριση δικτύου 
 
Η βηµατική απόκριση ενός ηλεκτρικού δικτύου, ή ένος συστήµατος γενικότερα, είναι εκέινη η 

απόκριση η οποία λαµβάνεται όταν ισχύουν οι  ακόλουθες  προϋποθέσεις: 

 

Το δίκτυο έχει µόνον µία διέγερση και αυτή είναι η  µοναδιαία βηµατικη συνάρτηση  u ( t ) 

 

Οι αρχικές καταστάσεις του δικτύου, δηλαδή οι τάσεις των πυκνωτών και τα ρεύµατα των 

πηνίων την χρονική στιγµή  t = 0 -  , έχουν µηδενική τιµή. ∆ηλαδή ισχύει VC  ( 0 -) = 0 V  και    

 i L ( 0 -) = 0  Α,   για  κάθε  L και  C     

 

Ο υπολογισµός της βηµατικής απόκρισης δεν παρουσιάζει ιδιαίτερο πρόβληµα γιατί η βηµατική 

συνάρτηση  είναι φραγµένη και εποµένως εξασφαλίζεται  η συνέχεια των τάσεων των πυκνωτών 

και των ρευµάτων των πηνίων τη χρονική στιγµή  t = 0. ∆ηλαδή ισχύει )0(V)0(V CC
−+ =   

και )0(i)0(i LL
−+ =  για κάθε L και C.  Οι αρχικές συνθήκες της ∆.Ε. που περιγράφει το 

πρόβληµα υπολογίζονται κατα τον συνήθη τρόπο. 

Αναφέρουµε ότι η βηµατική απόκριση έχει µεγάλη σηµασία στην µελέτη ένος δικτύου και 

ουσιαστικά παριστά την απόκριση που λαµβάνεται όταν στο δίκτυο τίθεται απότοµα , ή 

καλλίτερα ακαριαία ( µε ασυνέχεια )  µια σταθερή διέγερση. Παρακάτω θα εξετάσουµε 

παραδείγµατα βηµατικών αποκρίσεων δικτύων. 

 

4. 7 ) Κρουστική απόκριση δικτύου 
 
Η κρουστική απόκριση ενός ηλεκτρικού δικτύου, ή ένος συστήµατος γενικότερα, είναι εκέινη η 

απόκριση η οποία λαµβάνεται όταν ισχύουν οι  ακόλουθες  προϋποθέσεις: 

 

Το δίκτυο έχει µόνον µία διέγερση και αυτή είναι η  µοναδιαία κρουστική συνάρτηση  δ ( t ) 

 

Οι αρχικές καταστάσεις του δικτύου, δηλαδή οι τάσεις των πυκνωτών και τα ρεύµατα των 

πηνίων την χρονική στιγµή  t = 0 -  , έχουν µηδενική τιµή. ∆ηλαδή ισχύει VC  ( 0 -) = 0 V  και    

 i L ( 0 -) = 0  Α,   για  κάθε  L και  C     
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Ο υπολογισµός της κρουστικής απόκρισης ενός δικτύου απαιτεί ιδιαίτερη προσοχή και τούτο 

γιατί η κρουστική συνάρτηση δεν είναι φραγµένη και έτσι δεν εξασφαλίζεται η συνέχεια 

των τάσεων των πυκνωτών και των ρευµάτων των πηνίων τη χρονική στιγµή  t = 0. Η 

εύρεση των αρχικών συνθηκών  της ∆.Ε.  ( για  t = 0+  προφανώς ), δεν µπορεί τώρα να γίνει µε 

τον συνήθη τρόπο. Το πρόβληµα αντιµετωπίζεται κάνοντας χρήση της ακόλουθης πρότασης η 

οποία έχει προαναφερθεί στο Κεφ. 3   και  επαναλαµβάνεται εδώ: 

 

Παράγωγος ασυνεχούς συναρτήσεως 

Ας θεωρήσουµε µια πραγµατική συνάρτηση  f ( t )  η  οποία όµως είναι ασυνεχής σε ένα σηµείο t0 

t
0

o

o

0t

)t(f

)t(f 0
−

)t(f 0
+

 

η παράγωγος της συναρτήσεως αυτής στο σηµείο ασυνέχειας  t0   ορίζεται ως εξής: 
 

)tt())t(f)t(f(
dt

)t(df
000

tt 0

−δ−= −+

=

 

 
∆ηλαδή η παράγωγος στο σηµείο ασυνέχειας,  περιέχει µια κρουστική συνάρτηση µε «ισχύ» ίση µε το άλµα της 

ασυνέχειας  α=− −+ ))t(f)t(f( 00 ,  όπου α  ένας πραγµατικός αριθµός  

  

Παρακάτω θα δούµε πως χρησιµοποιείται  η πρόταση αυτή  στον υπολογισµό των Α.Σ.  στην 

περίπτωση κρουστικής διέγερσης 

 

4. 7. 1 ) Τρόπος υπολογισµού της κρουστικής απόκρισης  

 

Ας θεωρήσουµε την πιο γενική περίπτωση ∆.Ε  n- τάξεως 

)t(b)t(Db...)t(Db)t(Db

)t(ya)t(yDa...)t(yDa)t(yDa

01
1m

1m
m

m

01
1n

1n
n

n

δ+δ++δ+δ=

=++++

−
−

−
−  

 

µε   Α.Σ.                        )0(yD,)0(yD,..,)0(yD,)0(y 1n2n +−+−++  
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εφ’ όσον η διέγερση f ( t ) είναι η κρουστική συνάρτηση δ ( t ) στο β’ µέλος της ∆.Ε. θα υπάρχει 

η συνάρτηση δ ( t ) αλλά και παράγωγοί της µέχρι  m – τάξεως όπου  nm ≤ . Παρατηρούµε 

όµως ότι για  t > 0  ( ή διαφορετικά για  t ≥  0 + )  όλες οι συναρτήσεις του  β’ µέλους  ( δ ( t )     

και  παράγωγοι αυτής )  έχουν, εξ΄ορισµού µηδενικές τιµές. 

 Συνεπώς για  t > 0   η ∆.Ε  γράφεται:    

0)t(ya)t(yDa...)t(yDa)t(yDa 01
1n

1n
n

n =++++ −
−  

Προκύπτει λοιπόν το συµπέρασµα: 

Η εύρεση  της κρουστικής απόκρισης ένος δικτύου ανάγεται πάντοτε στην επίλυση µιας 

οµογενούς ∆.Ε. 

Εκείνο λοιπόν, το οποίο χρειάζεται να γίνει  είναι η έυρεση των Α.Σ. για  t = 0 +. Παρατηρούµε 

εδώ, ότι είναι αδύνατη η περίπτωση να έχουν  όλες  οι Α.Σ.  µηδενικές τιµές, για  t = 0 +, διότι 

τότε δεν θα υπάρχει καµµία απόκριση σε κρουστική διέγερση , πράγµα άτοπο. 

Επίσης για  −= 0t   θα ισχύει: 

0)0(yD,0)0(yD,..,0)0(yD,0)0(y 1n2n ==== −−−−−−  

και τούτο διότι για −= 0t  η  διέγερση δ ( t )  και οι αρχικές καταστάσεις του δικτύου  έχουν εξ 

ορισµού, µηδενικές τιµές. 

Συνοψίζοντας όλα τα προηγούµενα καταλήγουµε στο ακόλουθο σηµαντικότατο συµπέρασµα: 

Οι συναρτήσεις                         y ( t ) , D y ( t ) , …, D n-2 y ( t ),  D n-1 y ( t )   

έχουν,  για −= 0t  , όλες  µηδενική τιµή,  ενώ  για  t = 0+  κάποιες απο αυτές, ( ενδεχοµένως και 

όλες ) έχουν τιµή διάφορη του µηδενός. Εποµένως κάποιες από τις συναρτήσεις αυτές                    

( ενδεχοµένως και όλες )  εµφανίζουν ασυνέχεια  για t = 0.  Εφ’ όσον λοιπόν, στο αριστερό 

µέλος της ∆.Ε., έχουµε ασυνεχείς συναρτήσεις ( για t = 0 πάντοτε ) οι παράγωγοι  αυτών θα 

περιέχουν κρουστικές συναρτήσεις. Αλλά κρουστικές συναρτήσεις θα υπάρχουν προφανώς και 

στο δεξιό µέλος της ∆.Ε. ( επαναλαµβάνουµε  για µία ακόµη φορά ότι αναφερόµαστε στη 

χρονική στιγµή   t = 0 ). Με κατάλληλη «αναγωγή» των κρουστικών όρων που θα υπάρχουν στα 

δύο µέλη της ∆.Ε.  και χρήση της µαθηµατικής πρότασης που προαναφέρθηκε, είναι δυνατόν να 

υπολογιστούν οι άγνωστες τιµές     )0(yD,)0(yD,..,)0(yD,)0(y 1n2n +−+−++  

Η µεθοδολογία αυτή θα γίνει αµεσα αντιληπτή από τα  δύο γενικά παραδείγµατα που 

ακολουθούν  για ∆.Ε.  1ης  και  2ας  τάξεως. 
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4. 7. 2 ) Κρουστική απόκριση συστήµατος 1ης τάξεως 

 

Ένα  ηλεκτρικό δίκτυο ή σύστηµα 1ης  τάξεως θα περιγράφεται, στην γενικότερη µορφή του από 

την ∆.Ε.  

( a 1D + a 0 ) y ( t ) = ( b 1D + b 0 ) f ( t ) 

µε Α.Σ.                                      y ( 0+ )  = y0 

 

Στην περίπτωση κρουστικής διέγερσης   f ( t ) = δ ( t )  θα  έχουµε: 

 

 ( a 1D + a 0 ) y ( t ) =  b 1D δ ( t ) + b 0 δ ( t ) 

και  η  Α.Σ.  για  t = 0-           y ( 0- )  = 0   ( εξ΄ ορισµού ) 

Προφανώς για   t > 0    θα  έχουµε:  

( a 1D + a 0 ) y ( t ) =  0 

και  η  Α.Σ.  για  t = 0+                         y ( 0+ )  = άγνωστη ( πρέπει να προσδιοριστεί ) 

 

Εξετάζουµε την κατάσταση για  t = 0  ακριβώς . Στα δύο µέλη της ∆.Ε. θα έχουµε τις ακόλουθες 

συναρτήσεις ( εδώ προς στιγµή αγνοούµε τους συντελεστές  a 1 , a  0 και  b 1 , b 0  )  

α’  µέλος β’ µέλος 

 

D y ( t ) 

 

D δ ( t ) 

 

y ( t ) 

 

δ ( t ) 

 

Προσπαθούµε να αντιστοιχήσουµε τις συναρτήσεις που υπάρχουν στα δύο µέλη της ∆.Ε. Για το 

σκοπό αυτό, στο α΄ µέλος,  εξετάζουµε πρώτα την συνάρτηση µε την χαµηλότερης τάξης 

παράγωγο ( παράγωγος µηδενικής τάξης ) δηλ. την y ( t ). Παρατηρούµε ότι στο β΄ µέλος 

υπάρχει η συνάρτηση δ ( t ) και η 1η παράγωγός της  D δ ( t ).  

Αν  υποθέσουµε ότι  για  t = 0  ακριβώς  ισχύει   

y ( t ) = k 1 δ ( t ) 

όπου k 1  µία σταθερά, τότε οδηγούµαστε  στο συµπέρασµα  ότι η συνάρτηση D y ( t ) που επίσης 

υπάρχει στο α’ µέλος θα γράφεται:    
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D y ( t )  =  k 1 D δ ( t )  +  k 2 δ ( t ) 

 όπου k 2 µία σταθερά. Ο πρώτος όρος είναι άµεση συνέπεια της παραγώγισης, ενώ ό δεύτερος  

όρος   k 2 δ ( t ) πρέπει οπωσδήποτε να τεθεί για λόγους πληρότητας. ∆ηλαδή δεν µπορεί να 

αποκλειστεί  η περίπτωση η συνάρτηση  D y ( t )  να περιέχει εκτός της  k 1 D δ ( t )  και 

επιπλέον τον κρουστικό όρο  k 2 δ ( t ).     

 

Παρατήρηση: Θα µπορούσαµε να  υποθέσουµε ότι  για  t = 0  ακριβώς  ισχύει  

y ( t ) = k 1 Dδ ( t ) + k 2 δ ( t ) 

τότε η συνάρτηση D y ( t )  θα γράφεται:  

D y ( t )  =  k 1 D
2 δ ( t )  +  k 2 D δ ( t ) + k 3 δ ( t ) 

Αυτό όµως οδηγεί σε άτοπο διότι όρος  D2 δ ( t ) δεν υπάρχει στο β’ µέλος  και εποµένως η υπόθεση                         

y ( t ) = k 1 Dδ ( t ) + k 2 δ ( t )  δεν ευσταθεί. 

 

Συνεπώς για  t = 0  ακριβώς  θα έχουµε: 

y ( t ) = k 1 δ ( t ) 

D y ( t )  =  k1 D δ ( t )  +  k 2 δ ( t ) 

αντικαθιστούµε τις εκφράσεις αυτές στη ∆.Ε. 

( a 1D + a 0 ) y ( t ) =  b 1D δ ( t ) + b 0 δ ( t ) 

άρα: 

a 1 k 1D δ ( t )  +  a 1 k 2 δ ( t )  +  a 0  k 1 δ ( t ) =  b 1D δ ( t ) + b 0 δ ( t ) 

 

κάνοντας αναγωγή των όρων θα πάρουµε 

a 1 k 1  =  b 1 

και     a 1 k 2  +  a 0  k 1  = b 0 

από τις δύο αυτές σχέσεις προκύπτουν οι τιµές των σταθερών  k 1  και  k 2 

k 1  = 
1

1

a

b
                                      k 2 = 

2
1

10

1

0

a

ba

a

b
−  

άρα: 

                                                                  y ( t ) = 
1

1

a

b
 δ ( t ) 

και                                                  D y ( t )  = 
1

1

a

b
 D δ ( t )  + 








−

2
1

10

1

0

a

ba

a

b
 δ ( t ) 
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Παρατηρούµε ότι για t = 0  ακριβώς  ισχύουν  τα εξής  

1)   Η συνάρτηση  y ( t ) περιέχει    t = 0  τον κρουστικό όρο     
1

1

a

b
 δ ( t ) 

2)  Η συνάρτηση   D y ( t )  περιέχει βεβαίως τον όρο  
1

1

a

b
 D δ ( t ), αλλά επίσης και τον  

κρουστικό  όρο     







−

2
1

10

1

0

a

ba

a

b
 δ ( t ).  

 

Άν τώρα,  κάνουµε χρήση της πρότασης που προαναφέρθηκε θα έχουµε το ακόλουθο σκεπτικό  

- Η συνάρτηση  D y ( t )  περιέχει κρουστικό όρο άρα  η  y ( t ) θα  είναι ασυνεχής συνάρτηση 

στο σηµείο  t = 0.   Η διαφορά τιµών της  y ( t )  µεταξύ των σηµείων  0+  και 0-  θα είναι ακριβώς 

ίση µε τον συντελεστή του κρουστικού όρου. ∆ηλαδή θα ισχύει:      

y ( 0+ )  -  y ( 0- )  = 







−

2
1

10

1

0

a

ba

a

b
 

και επειδή εξ’ ορισµού   y ( 0- )  = 0 

προκύπτει αµέσως η ζητούµενη αρχική συνθήκη:  

y ( 0+ )  = 







−

2
1

10

1

0

a

ba

a

b
 

 

Επανερχόµαστε τώρα  στο πρόβληµα υπολογισµού της κρουστικής απόκρισης 

∆.Ε.                                                      ( a 1D + a 0 ) y ( t ) =  b 1D δ ( t ) + b 0 δ ( t ) 

∆.Ε. ( για t > 0 )                                   ( a 1D + a 0 ) y ( t ) =  0 

και  η  Α.Σ.  για  t = 0+                         y ( 0+ )  = 







−

2
1

10

1

0

a

ba

a

b
 

 

η λύση εύκολα υπολογίζεται ότι  θα είναι: 

y ( t )  = 







−

2
1

10

1

0

a

ba

a

b t
a

a

1

0

e
−

+  
1

1

a

b
 δ ( t ) 

 

( όπου εδώ, στην έκφραση της y ( t )  συµπεριλάβαµε και τον κρουστικό όρο )    
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Η προηγούµενη περίπτωση που εξετάσαµε ήταν η πλέον πολύπλοκη για σύστηµα 1ης τάξεως. 

Μια απλούστερη περίπτωση είναι η ακόλουθη: 

∆.Ε.                                                      ( a 1D + a 0 ) y ( t ) =  b 0 δ ( t ) 

στην περίπτωση αυτή στο β’ µέλος δεν υπάρχει ο όρος  b 1D δ ( t ). 

Μπορούµε να βρούµε αµέσως την λύση, αν χρησιµοποιήσουµε το προηγούµενο αποτέλεσµα  

θέτοντας  όµως  b 1 = 0.   

Θα πάρουµε: 

∆.Ε. ( για t > 0 )                                   ( a 1D + a 0 ) y ( t ) =  0 

και  η  Α.Σ.  για  t = 0+                         y ( 0+ )  = 
1

0

a

b
 

άρα:                                                     y ( t )  = 
1

0

a

b t
a

a

1

0

e
−
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4. 7. 3 ) Κρουστική απόκριση συστήµατος 2ας τάξεως 

 

Εξετάζουµε εδώ  ένα δίκτυο, ή σύστηµα,  2ας  τάξεως που  περιγράφεται, από την ∆.Ε.:  

(a 2 D 2 +  a 1 D +  a 0 ) y ( t ) = ( b 1D + b 0 ) f ( t ) 

µε Α.Σ.                                       y ( 0+ )  = y 0 

                                                  D y ( 0+ )  = y 1  

 

Στην περίπτωση κρουστικής διέγερσης   f ( t ) = δ ( t )  θα  έχουµε: 

 

(a 2 D 2 +  a 1 D +  a 0 ) y ( t )  =  b 1D δ ( t ) + b 0 δ ( t ) 

και  οι   Α.Σ.  για  t = 0-           y ( 0 - )  = 0    

                                                D y ( 0 - )  =  0 

Προφανώς για   t > 0    θα  έχουµε:  

(a 2 D 2 +  a 1 D +  a 0 ) y ( t )  = 0 

και  οι  Α.Σ.  για  t = 0+                         y ( 0+ )  = άγνωστη ( πρέπει να προσδιοριστεί ) 

                                                             D y ( 0+ )  =  άγνωστη ( πρέπει να προσδιοριστεί ) 

 

Ακολουθούµε την  ίδια διαδικασία όπως και πρίν.  Για  t = 0  ακριβώς  στα δύο µέλη της ∆.Ε. θα 

έχουµε τις ακόλουθες συναρτήσεις  

α’  µέλος β’ µέλος 

 

D2 y ( t ) 

 

D δ ( t ) 

 

D y ( t ) 

 

y ( t )  

 

 

δ ( t ) 

 

 

 

Η  υπόθεση ότι  για  t = 0  ακριβώς  ισχύει   

y ( t ) = k 1 δ ( t ) 
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οδηγεί στο συµπέρασµα ότι στο α’ µέλος  θα υπάρχει ο όρος  D2  δ ( t ). Ο όρος αυτός όµως δεν 

υπάρχει στο β΄ µέλος για να γίνει αντιστοίχηση άρα η υπόθεση  y ( t ) = k1 δ ( t ) οδηγεί σε 

άτοπο.  

Εξετάζουµε την περίπτωση να ισχύει:   

D y ( t ) = k 1 δ ( t ) 

τότε 

D2 y ( t ) = k 1 D δ ( t ) +  k 2 δ ( t ) 

 

Οι σχέσεις αυτές δεν οδηγούν σε άτοπο  διότι στο β΄ µέλος υπάρχουν οι συναρτήσεις   δ ( t ) και 

D δ ( t ). Αντικαθιστώντας  αυτές τις εκφράσεις στην ∆.Ε. θα έχουµε: 

 

a 2 ( k 1 D δ ( t ) +  k 2 δ ( t ) )  +  a 1  k 1 δ ( t )  =  b 1 D δ ( t ) + b 0 δ ( t ) 

 

Με αναγωγή οµοίων όρων θα πάρουµε: 

                                                               a 2  k 1 D δ ( t ) = b 1 D δ ( t ) 

και                                                  a 2  k 2  δ ( t ) + a 1 k 1 δ ( t )  =  b 0 δ ( t ) 

 

από όπου υπολογίζονται οι τιµές των σταθερών  k 1  και  k 2 

k 1 = 
2

1

a

b
 

k 2 = 
2
2

11

2

0

a

ba

a

b
−  

άρα λοιπόν  για t = 0 ακριβώς οι συναρτήσεις  D y ( t )  και  D2 y ( t )  γράφονται: 

D y ( t ) = 
2

1

a

b
 δ ( t )    εποµένως  η  y ( t )  θα είναι ασυνεχής για  t  = 0  και  θα ισχύει: 

y ( 0+ )  -  y ( 0- )  = 
2

1

a

b
      άρα          y ( 0+ ) = 

2

1

a

b
 

επίσης  D 2 y ( t ) = 
2

1

a

b
 D δ ( t ) +  








−

2
2

11

2

0

a

ba

a

b
 δ ( t ) 

εποµένως  η  D y ( t )  θα είναι ασυνεχής για  t  = 0  και  θα ισχύει: 
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D y ( 0+ )  - D y ( 0- )  =  







−

2
2

11

2

0

a

ba

a

b
      άρα          y ( 0+ ) = 








−

2
2

11

2

0

a

ba

a

b
 

 

Συνοψίζοντας λοιπόν,   για   t > 0    θα  έχουµε:  

∆.Ε.                                               (a 2 D 2 +  a 1 D +  a 0 ) y ( t )  =  b 1D δ ( t ) + b 0 δ ( t ) 

∆.Ε.   για    t > 0                            (a 2 D 2 +  a 1 D +  a 0 ) y ( t )  = 0 

Α.Σ.  για  t = 0+                               y ( 0+ )  = 
2

1

a

b
 

                                                         D y ( 0+ )  =  







−

2
2

11

2

0

a

ba

a

b
 

και το πρόβληµα επιλύεται κατα τα γνωστά. 

 

 

Αν είχαµε να επιλύσουµε το ακόλουθο ( απλούστερο ) πρόβληµα 

 

∆.Ε.                                               (a 2 D 2 +  a 1 D +  a 0 ) y ( t )  =  b 0 δ ( t ) 

 

τότε απλώς  θα χρησιµοποιούσαµε την προηγούµενη λύση  θέτοντας  b 1 = 0 . Άρα: 

∆.Ε.   για    t > 0                            (a 2 D 2 +  a 1 D +  a 0 ) y ( t )  = 0 

Α.Σ.  για  t = 0+                               y ( 0+ )  = 0    ( δηλ. η  y ( t )  συνεχής για  t = 0 )   

                                                       D y ( 0+ )  =  
2

0

a

b
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4. 7. 4 ) Γενική µεθοδολογία υπολογισµού κρουστικής απόκρισης   

 

Η γενική µεθοδολογία υπολογισµού κρουστικής απόκρισης σε οποιασδήποτε τάξης σύστηµα 

µπορεί να συνοψιστεί στα ακόλουθα βήµατα:  

 

(α) Σηµειώνουµε την µεγαλύτερης τάξης παράγωγο της δ ( t ) που  υπάρχει στο β’ µέλος 

(β) Υποθέτουµε ότι ισχύει y ( t ) = k 1 δ ( t )   ( δηλ. η y ( t ) περιέχει κρουστικό όρο ). 

Εξετάζουµε αν η   y ( t ) παραγωγιζόµενη  όσες φορές  αναφέρεται στο α΄ µέλος φθάνει, σε 

τάξη,  την µεγαλύτερη παράγωγο της δ ( t ) που  υπάρχει στο β’ µέλος. Αν αυτό ισχύει, τότε 

εκφράζουµε και  τις παραγώγους της y ( t ), που υπάρχουν στο α’ µέλος, µε τους 

αντίστοιχους κρουστικούς όρους.    

 

 (γ) Αν η υπόθεση  y ( t ) = k 1 δ ( t )  οδηγεί σε µια κατάσταση κατά την οποία υπάρχει 

µεγαλύτερης τάξης παράγωγος της  δ ( t ) στο α΄ µέλος  από ότι στο β’ µέλος, πράγµα  

άτοπο, τότε προφανώς   η  y ( t )  δεν περιέχει κρουστικό όρο. Υποθέτουµε τότε ότι  η πρώτη 

παράγωγός της , D y ( t ), περιέχει κρουστικό όρο δηλ.  D y ( t ) = k 1 δ ( t )  και 

εφαρµόζουµε την ίδια διαδικασία  όπως στο βήµα ( β ) . Άν και αυτό οδηγήσει σε άτοπο 

τοτε δοκιµάζουµε την δεύτερη παράγωγο  κ.λ.π. 

 

(δ) Τελικά θα µας  είναι γνωστό ποιές από τις συναρτήσεις   y ( t ), D y ( t ), D2 y ( t ), ... 

περιέχουν κρουστικούς όρους για   t = 0.  Η πληροφορία αυτή µας επιτρέπει να 

υπολογίσουµε τις αρχικές συνθήκες  y ( 0+ ), D y ( 0+ ),  D2 y ( 0+ ) κ.λ.π., εφαρµόζοντας την 

σχετική µαθηµατική πρόταση «Όταν µια συνάρτηση είναι ασυνεχής η παράγωγός της είναι 

κρουστική» 
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4. 8 ) Παραδείγµατα υπολογισµού αποκρίσεων δικτύων 

 

Παράδειγµα 1 )  ( κύκλωµα R-C ) 

∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο  

+

)t(E )0(VC
−

)t(iCR

C
+

−

)t(VC

 

 

Θεωρούνται γνωστά:  α)  οι τιµές των R και C   

                                    β) η τάση της πηγής  Ε ( t )  =  E0 u ( t )    Volts 

                                          ( όπου u ( t )  η βηµατική συνάρτηση )   

                                    γ) η αρχική κατάσταση για την τάση του πυκνωτή  VC ( 0 - ) = V0   Volts 

Ως διέγερση του δικτύου θεωρείται η τάση της πηγής E ( t )  και ως απόκριση τάση  VC ( t  ) 

Ζητείται να υπολογιστεί η απόκριση VC ( t  )  για   ∞<≤ t0  

 

Λύση 

Αρχικά θα βρούµε την διαφορική εξίσωση (∆.Ε.) που συνδέει την διέγερση µε την απόκριση. 

Μπορούµε να εφαρµόσουµε τον κανόνα του διαιρέτη τάσεως. 

1RCD

)t(E
)t(V

CD
1RCD

CD

1
)t(E

CD

1
R

CD

1

)t(E)t(V CC
+

=⇒
+

=

+

=  

Άρα η ∆.Ε. θα είναι: 

)t(E)t(V)1RCD( C =+  

και θα συνοδεύεται από την αρχική συνθήκη ( Α.Σ.)    )0(VC
+  

Παρατηρούµε ότι η  ∆.Ε. είναι 1ης τάξεως  διότι το δίκτυο περιέχει ένα δυναµικό στοιχείο  

Για να υπολογίσουµε την Α.Σ. σκεπτόµαστε ώς εξής: 
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Η διέγερση του δικτύου  Ε ( t )  =  E0 u ( t )  είναι φραγµένη συνάρτηση και επίσης στο δίκτυο 

δεν υπάρχει βρόχος αποτελούµενος µόνον από πυκνωτή και πηγή τάσεως. Εποµένως η τάση του 

πυκνωτή  VC ( t  )  θα είναι συνεχής συνάρτηση για κάθε  t. 

Άρα θα ισχύει                                 )0(VC
+  = )0(VC

−  = V0 

Συνοψίζουµε  τα προηγούµενα 

                                 ∆.Ε.:             )t(uE)t(V)1RCD( 0C =+  

                                 Α.Σ.:              )0(VC
+  =  V0 

Υπολογίζουµε την  γενική λύση της αντιστοίχου οµογενούς ∆.Ε. 

η χαρακτηριστική εξίσωση θα είναι:    01RCs =+       µε ρίζα         
RC

1
s1 −=  

άρα                                           VC οµογ ( t ) =  RC

t
ts eKeK 1

−

=  

όπου το  Κ είναι προσδιοριστέα σταθερά  

Αναζητούµε µια µερική λύση  VC µερ ( t )    της ∆.Ε. 

 Εφ΄ όσον στο β’  µέλος έχουµε την συνάρτηση   E 0 u ( t ) = E 0  = σταθ.   για  t > 0     

η µερική λύση θα είναι επίσης της µορφής     VC µερ ( t ) = Μ = σταθ. 

αντικαθιστούµε την έκφραση για την  VC µερ ( t )  στην ∆.Ε. 

RCD VC µερ ( t ) + VC µερ ( t )  = E 0      ή      RCD M  + M =  E 0   ⇒    M = E 0 

άρα                                                              VC µερ ( t ) =  E 0 

Η γενική λύση της ∆.Ε. θα είναι: 

VC ( t ) = VC οµογ ( t )  +  VC µερ ( t )  = RC

t

eK
−

 +  E 0 

για τον υπολογισµό της σταθεράς Κ εφαρµόζουµε την Α.Σ.  )0(VC
+  =  V0  

)0(VC
+  =  V0 = 0eK  + E 0      ⇒    Κ =  V 0 – E 0 

άρα τελικά:                                   VC ( t ) =  ( V 0 – E 0 ) RC

t

e
−

 +  E0  

Το τµήµα της απόκρισης   ( V 0 – E 0 ) RC

t

e
−

  τείνει στο  0 καθώς ο χρόνος  t  τείνει στο 

άπειρο. Αυτό ακριβώς αποκαλούµε και µεταβατική απόκριση.  

Άρα:                                              VC µεταβ ( t ) =  ( V 0 – E 0 ) RC

t

e
−
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Το υπόλοιπο τµήµα της απόκρισης  είναι η µόνιµη απόκριση,  η διαφορετικά η τελική τιµή της 

τάσεως  VC ( t ) 

Άρα:                                                        VC µον. ( t ) =  E 0 

Το φυσικό µέγεθος  Τ = RC , µε διαστάσεις χρόνου,  αποκαλείται σταθερά χρόνου του 

κυκλώµατος  

Παρακάτω δίδονται γραφικές  παραστάσεις  της τάσεως  VC ( t ) για διάφορες περιπτώσεις. 

Ο άξονας του χρόνου είναι βαθµονοµηµένος σε  πολλαπλάσια  της σταθεράς χρόνου Τ.              

Οι τάσεις V0  και   E0 θεωρούνται σε όλες τις περιπτώσεις  ότι έχουν  θετικές τιµές 

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 0  1  2  3  4  5  6  7  80 T T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

0V

0E

)t(VC

t

 

Εδώ έχουµε  V0 >  E0 . Παρατηρούµε ότι  η µεταβατική απόκριση διαρκεί πρακτικά για χρονικό 

διάστηµα ίσο µε  5Τ. 

 

0 T T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

0V

0E

)t(VC

t 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

 

Εδώ έχουµε  V0 <  E0.  Η µεταβατική απόκριση διαρκεί πρακτικά για χρονικό διάστηµα ίσο µε  

5Τ. 
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0 T T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

0E

)t(VC

t 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

 

Στην περίπτωση αυτή έχουµε   V0 =0  δηλ. αρχικά αφόρτιστο πυκνωτή. Ο χρόνος φόρτισης είναι,  

πρακτικά,  ίσος  µε  5Τ. 

 

Παρατηρήσεις 

α) Άν θέλουµε να υπολογίσουµε το ρεύµα  i C ( t ) του κυκλώµατος  µπορούµε να κάνουµε χρήση 

της   σχέσης:                                          i C ( t ) = C D VC ( t ) 

Όπου:                                           VC ( t ) =  ( V 0 – E 0 ) RC

t

e
−

 +  E 0 

άρα:                                       i C ( t ) = RC

t
00RC

t
00 e

R

VE
e

R

EV −− −
=

−
−  

παρατηρούµε ότι το ρεύµα πάντοτε τείνει στο 0 καθώς  ο χρόνος τείνει στο άπειρο. 

 

β) Επίσης άν θέλουµε να µελετήσουµε την περίπτωση εκφόρτισης πυκνωτή,  δηλαδή  στο 

παρακάτω κύκλωµα τον υπολογισµό της τάσεως  VC ( t )  αφού  κλείσει ο διακόπτης  δ  την 

στιγµή t = 0, τότε θα πρέπει να προσέξουµε το έξής σηµείο: 

)0(VC
−

)t(iCR

C
+

−

)t(VC

•

•

δ 0t=
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Αν η πολικότητα της τάσεως VC ( t ) είναι αυτή που φαίνεται στο σχήµα τότε µετά το κλείσιµο 

του διακόπτη, θετικά φορτία θα κινηθούν δηµιουργώντας το ρεύµα  i C ( t ) σύµφωνα µε την 

φορά αναφοράς που φαίνεται στο σχήµα. Παρατηρούµε εδώ ότι οι φορές αναφοράς τάσεως –

ρεύµατος στον πυκνωτή C  δεν είναι συσχετισµένες. 

Ο νόµος τάσεων Kirchhoff  γράφεται: 

0R)t(i)t(V CC =+−  

αλλά  ισχύει:                                          i C ( t ) = - C D VC ( t ) 

( διότι οι φ. α  δεν είναι  συσχετισµένες )  

άρα:                                               0)t(VDCR)t(V CC =−−     

 ή                                                   0)t(V)t(VDCR CC =+   

η οποία είναι και η ∆.Ε.  ( οµογενής )  του   προβλήµατος. Η επίλυση της γίνεται κατά  τα 

γνωστά.   

Εύκολα θα προκύψει ότι η τάση  VC ( t )  δίνεται από την σχέση: 

VC ( t )  =  V 0 RC

t

e
−
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Παράδειγµα 2 )  ( κύκλωµα R-L ) 

∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο  

+

)t(E )0(iL
−

)t(iR

L

 

Είσοδος ( διέγερση )  θεωρείται η τάση της πηγής Ε ( t )  και έξοδος  ( απόκριση ) το ρεύµα     

i ( t ). 

Θεωρούνται γνωστά:  α)  οι τιµές των R και L   

                                    β)  η αρχική κατάσταση για  το ρεύµα του πηνίου  i L ( 0 - ) = 0   A 

Ζητείται να υπολογιστούν: 

                                     α) η βηµατική απόκριση του δικτύου  

                                     β) η κρουστική απόκριση του δικτύου      

 

Λύση 

Όπως  είναι γνωστό η βηµατική και η κρουστική απόκριση ενός ηλεκτρικού δικτύου 

υπολογίζονται  θέτοντας  ως  διέγερση, αντίστοιχα,  την µοναδιαία βηµατική  u ( t )  και την 

µοναδιαία  κρουστική συνάρτηση δ ( t ) . Και στις δύο περιπτώσεις οι αρχικές καταστάσεις 

του δικτύου ( ρεύµατα πηνίων και τάσεις πυκνωτών για  t =  0 - )  θεωρούνται εξ’ ορισµού 

µηδενικές. Στην περίπτωσή µας  η µοναδική αρχική κατάσταση   i L ( 0 - )  δίδεται ότι είναι 

ίση µε το µηδέν και έτσι ικανοποιείται η προϋπόθεση.  

Παρακάτω υπολογίζουµε τις ζητούµενες αποκρίσεις 

 

α) Βηµατική απόκριση  

Η ∆.Ε  που συνδέει διέγερση µε απόκριση βρίσκεται εύκολα  από τον Νόµο του Ohm 

DLR

)t(E
)t(i

+
=       άρα                 ( L D + R ) i ( t ) = E ( t )     η ∆.Ε.  του δικτύου 

θέτουµε  Ε ( t ) = u ( t )     και  ζητούµε να βρούµε την Α.Σ.    i ( 0 + ) 

Προφανώς ισχύει  i ( t ) = i L ( t )  και επειδή η διέγερση  Ε ( t )  είναι φραγµένη  θα ισχύει      

i L ( 0 - ) = i L ( 0 + ) = 0  άρα  η ζητούµενη  Α.Σ.  θα  είναι  i ( 0 + ) = 0 

Συνεπώς για  τον υπολογισµό της βηµατικής απόκρισης θα έχουµε 

 



 98 

∆.Ε.:             ( L D + R ) i ( t ) = u ( t ) 

                                             Α.Σ.:                    i ( 0 + ) = 0 

 

Η ∆.Ε.  έχει χαρακτηριστική εξίσωση    s L + R = 0  µε ρίζα  s 1 =  
L

R
−   

άρα η γενική λύση της οµογενούς  θα  είναι: 

i  οµογ ( t ) = C 
t

L

R

e
−

 

 

Αναζητούµε µια µερική λύση της ∆.Ε.  i µερ ( t ) 

για  t > 0    έχουµε     u ( t ) = 1 = σταθ.  , άρα  ψάχνουµε για  i µερ ( t )  =  Κ = σταθ. 

Αντικαθιστούµε στην ∆.Ε.  

( L D + R ) i µερ ( t )  = 1    ή     ( L D + R ) Κ  = 1   ή    R K  = 1    άρα       Κ = i µερ ( t )  = 
R

1
 

Συνεπώς:                           i ( t ) =  i οµογ ( t ) +  i µερ ( t )  =  C 
t

L

R

e
−

 +  
R

1
 

και  µε εφαρµογή της Α.Σ.:      i ( 0 + ) = 0    προκύπτει  η τιµή  της σταθεράς  C  

 i ( 0 + ) =  C  +  
R

1
  =  0            άρα        C =  -

R

1
 

Εποµένως η βηµατική απόκριση του δικτύου θα είναι: 

i  ( t ) =  i  βηµατικη ( t )  =  -
R

1
 

t
L

R

e
−

 +  
R

1
 

 

Το τµήµα της απόκρισης     -
R

1
 

t
L

R

e
−

  τείνει στο  0 καθώς ο χρόνος  t  τείνει στο άπειρο . 

Το τµήµα  αυτό αποτελεί την µεταβατική απόκριση   i  µεταβ ( t )  =  -
R

1
 

t
L

R

e
−

   

Το  τµήµα της απόκρισης   
R

1
 ,  που  είναι και η τελική τιµή του ρεύµατος αποτελεί την 

µόνιµη απόκριση  i  µον ( t )  = 
R

1
 

Το µέγεθος  Τ  = 
R

L
 ,  µε διαστάσεις χρόνου αποκαλείται σταθερά χρόνου του δικτύου R-L. 

 

Παρακάτω δίδεται η γραφική παράσταση της   i  βηµατικη ( t ) 
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Ο άξονας του χρόνου έχει βαθµονοµηθεί σε  πολλαπλάσια της  σταθεράς χρόνου Τ 

Παρατηρούµε ότι σε χρονικό διάστηµα  5Τ το ρεύµα έχει πάρει την τελική τιµή του.  

 

 

β) Κρουστική  απόκριση  

Η ∆.Ε   του δικτύου είναι  βέβαια ή ίδια , όπως προηγουµένως 

( L D + R ) i ( t ) = E ( t ) 

όπου εδώ  θέτουµε  Ε ( t ) = δ ( t )  

Η εύρεση της   Α.Σ.    i ( 0 + )  δεν  µπορεί να γίνει  εφαρµόζοντας το προηγούµενο απλό 

σκεπτικό διότι τώρα έχουµε µη φραγµένη διέγερση και εποµένως δεν εξασφαλίζεται η ισχύς 

της σχέσεως  i L ( 0 - ) = i L ( 0 + ) 

Εφαρµόζουµε εδώ την σχετική µεθοδολογία που αναπτύσσεται στα εδάφια  4.7.1 - 4.7. 2. 

Για  t = 0  ακριβώς θα έχουµε: 

 

α΄   µέλος  της  ∆.Ε. 

D i ( t ) 

 

i ( t ) 

 

β΄   µέλος  της  ∆.Ε. 

 

δ ( t ) 

 

Αν  ισχύει   i ( t ) = k 1 δ ( t )  ( όπου k 1 µια σταθερά )  τότε  θα ισχύει    D i ( t ) = k 1  D δ ( t )  

δηλαδή στο β’ µέλος θα πρέπει να υπάρχει η παράγωγος της  δ ( t ) , πράγµα το οποίο δεν 

συµβαίνει διότι στο β’ µέλος υπάρχει µόνον η συνάρτηση  δ ( t ). 

Εποµένως η υπόθεση  i ( t ) = k 1 δ ( t )  καταλήγει σε άτοπο και έτσι καταλήγουµε στο 

ακόλουθο συµπέρασµα:  
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- η  συνάρτηση   i ( t )  δεν περιέχει κρουστικό όρο  για   t = 0 

- η  συνάρτηση  D i ( t )  πρέπει να  περιέχει κρουστικό όρο  για   t = 0 και να ισχύει: 

D i ( t ) = k 1 δ ( t )      

 

Έχουµε λοιπόν την ∆.Ε.:                      ( L D + R ) i ( t ) = δ ( t )  

 ή                                                         L D i ( t ) +  R i ( t ) = δ ( t )               

και αντικαθιστούµε για την χρονική στιγµή  t = 0 ακριβώς τις συναρτήσεις που περιέχουν 

κρουστικούς όρους ( δηλ. µόνον την D i ( t ) )   : 

L k 1 δ ( t )  =  δ ( t ) 

από την παραπάνω σχέση αµέσως προκύπτει η τιµή της σταθεράς   k 1 = 
L

1
 

Άρα λοιπόν για  t = 0  θα έχουµε:           D i ( t )  = 
L

1
 δ ( t )  

δηλαδή  η συνάρτηση  i ( t )  θα  έχει (  για  t = 0 )  κρουστική παράγωγο και αυτό αµέσως 

σηµαίνει ότι  η  i ( t )  θα είναι ασυνεχής  για  t = 0   ( βλ. εδάφιο  3.6 )  

Επίσης  θα ισχύει:  

D i ( t )  = 
L

1
 δ ( t )     άρα     i ( 0 + )  -  i ( 0 -  )  =  

L

1
 

και επειδή   i ( 0 -  )  = i L ( 0
 -  )  = 0  προκύπτει τελικά  η τιµή της ζητούµενης αρχικής 

συνθήκης:                                                   i ( 0 + ) = 
L

1
 

Παρατηρούµε ότι δεν ισχύει ( όπως αναµενόταν )  η συνέχεια του ρεύµατος του πηνίου  

i  L ( 0 - )  = i ( 0 -)  ≠   i  L ( 0 + )  = i ( 0 + ) 

 

Για να υπολογίσουµε τελικά την κρουστική απόκριση του δικτύου συνοψίζουµε στα 

ακόλουθα: 

                                                 ∆.Ε.          ( L D + R ) i ( t ) = δ ( t ) 

και για  t > 0                                              ( L D + R ) i ( t ) = 0                                                       

                                                 Α.Σ.               i ( 0 + ) = 
L

1
 

η  λύση προκύπτει κατά τα γνωστά:  

  i ( t ) = i κρουστικη  ( t ) = C 
t

L

R

e
−

 

και από την  Α.Σ. i ( 0 + ) = 
L

1
   προκύπτει  η τιµή της σταθεράς     C  =  

L

1
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Αρά τελικά η κρουστική απόκριση του δικτύου R – L  θα είναι: 

i ( t )  = i κρουστικη  ( t ) = 
L

1 t
L

R

e
−

 

 

Παρακάτω δίδεται η γραφική παράσταση της   i κρουστικη  ( t ) 

 

 0
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L

1

)t(i

t

 

Το ρεύµα i ( t ) = i L ( t )  παρουσιάζει µια ασυνέχεια για  t = 0  τελικά τείνει στο µηδέν . 

 

Παρατήρηση:  Είναι γνωστό ότι  δ ( t )  = 
td

)t(ud
   και εποµένως η απόκριση σε είσοδο       

δ ( t )  είναι ίση µε την παράγωγο της απόκρισης σε είσοδο u ( t )  δηλαδή θα ισχύει: 

i  κρουστικη  ( t )  = 
td

d
 i   βηµατικη ( t )    ( * ) 

γράφοντας  ξανά  τις δύο αποκρίσεις που βρήκαµε:  

 i  βηµατικη ( t )  =  -
R

1
 

t
L

R

e
−

 +  
R

1
 

και                                           i κρουστικη  ( t ) = 
L

1 t
L

R

e
−

 

 

αµέσως επαληθεύεται  η προηγούµενη σχέση   ( * ) 
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Παράδειγµα 3 )  ( κύκλωµα R-L-C  σειράς ) 

∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο:  

( )ti

( )tE

+

−

+

R

L

C

)0(i L
−

)0(VC
−

 

 

 

Είσοδος ( διέγερση )  θεωρείται η τάση της πηγής Ε ( t )  και έξοδος  ( απόκριση ) το ρεύµα     

i ( t ). 

Θεωρούνται γνωστές  οι τιµές  των  R ,  L  και   C  

 

Ζητούνται: 

 

α) Να υπολογιστεί  η κρουστική απόκριση του δικτύου 
 
Λύση: 
 
Για τον υπολογισµό της κρουστικής απόκρισης θεωρείται εξ΄ ορισµού ότι οι αρχικές 

καταστάσεις  είναι µηδενικές  δηλ. ισχύει  i L ( 0 - ) = 0 A,  και VC ( 0 - ) = 0  V. 

H ∆.Ε. που συνδέει  διέγερση µε απόκριση µπορεί να βρεθεί από τον νόµο του Ohm: 

1LCDRCD

)t(ECD
)t(i

CD

1
LDR

)t(E
)t(i

2 ++
=η

++
=  

άρα η ∆.Ε.  θα  είναι: 

(  LCD2  + RCD + 1 )  i ( t ) = CD E( t )      

( ∆.Ε.  2ας  τάξεως  διότι το δίκτυο περιέχει δύο δυναµικά στοιχεία ) 

εφ’ όσον ζητάµε την κρουστική απόκριση  θέτουµε   E ( t ) = δ ( t ) 

άρα ή ∆.Ε. γράφεται:              (  LCD2  + RCD + 1 ) i ( t ) = CD δ ( t ) 

Για την εύρεση των Α.Σ.      i ( 0 + )    και    D i ( 0 + )   εφαρµόζουµε την  µεθοδολογία που 

αναπτύσσεται στα εδάφια   4.7.1)  - 4.7.3).  Έτσι θα έχουµε 



 103 

Για  t = 0  ακριβώς θα έχουµε: 

 

α΄   µέλος  της  ∆.Ε. 

D 2 i ( t ) 

 

D i ( t ) 

 

i ( t ) 

 

β΄   µέλος  της  ∆.Ε. 

 

 

D δ ( t ) 

 

Η υπόθεση  i ( t ) = k 1 δ ( t ) οδηγεί σε άτοπο,  διότι τότε θα έπρεπε να ισχύει                            

D i ( t ) = k 1 D δ ( t )  και  D 2 i ( t ) = k 1 D 2 δ ( t ) . Όµως  ο  όρος  D 2 δ ( t )  δεν υπάρχει 

στο  β’ µέλος,  άρα η  υπόθεση  i ( t ) = k 1 δ ( t ) δεν ευσταθεί. 

Αν υποθέσουµε ότι  D i ( t ) = k 1 δ ( t )  τότε προκύπτει ότι: 

D 2 i ( t ) = k 1 D δ ( t ) +  k 2 δ ( t ) 

Η τελευταία αυτή σχέση δεν µπορεί να απορριφθεί  διότι  όρος  D δ ( t ) υπάρχει στο β’ 

µέλος.  

Άρα λοιπόν καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι για t  = 0 έχουµε: 

 

                                         i ( t )     δεν περιέχει κρουστικό όρο  για    t = 0 

                                         D i ( t )  = k 1 δ ( t ) 

                                         D 2 i ( t ) = k 1 D δ ( t ) +  k 2 δ ( t ) 

 

Για τον υπολογισµό των σταθερών  k 1 και  k 2 αντικαθιστούµε τις εκφράσεις για τις 

συναρτήσεις  D i ( t ) και D 2 i ( t ) στην ∆.Ε. ( για  t = 0 πάντοτε ) και έχουµε:  

 

LCD2 i ( t ) + RCD i ( t ) + i ( t ) = C D δ ( t ) 

 

     ή      )t(DC)t(kCR))t(k)t(Dk(CL 121 δ=δ+δ+δ  

µε αναγωγή οµοίων όρων θα πάρουµε: 

                                        CkLC 1 =                  άρα    k 1 =
L

1
  

και                                   0kRCkLC 12 =+      άρα     k 2 = 
2L

R
−  
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Συνεπώς  για  t = 0                         D i ( t )  = 
L

1
δ ( t ) 

                                                       D 2 i ( t ) = 
L

1
 D δ ( t ) 

2L

R
−  δ ( t ) 

 

Άρα η συνάρτηση  i ( t )  έχει, για t = 0,   παράγωγο  D i ( t )  =  
L

1
 δ ( t )  εποµένως είναι 

ασυνεχής στο 0 και ισχύει: 

i ( 0 + )  - i ( 0 - )  = 
L

1
     άρα   i ( 0 + )  =  

L

1
 

 

Επίσης η συνάρτηση   D i ( t )  έχει, για t = 0,   παράγωγο  D 2 i ( t ) που περιέχει τον όρο         

2L

R
−  δ ( t )   εποµένως είναι ασυνεχής στο 0 και ισχύει:      

D i ( 0 + )  -  D i ( 0 - )  = 
2L

R
−       άρα  D i ( 0 + )  = 

2L

R
−  

Συνοψίζοντας όλα τα προηγούµενα , για την εύρεση της κρουστικής απόκρισης, καταλήγουµε 

στα ακόλουθα:   

∆.Ε.                                    LCD2 i ( t ) + RCD i ( t ) + i ( t ) = C D δ ( t ) 

και για  t > 0                             LCD2 i ( t ) + RCD i ( t ) + i ( t ) = 0 

Α.Σ.                                        i ( 0 + )  =  
L

1
 

                                               D i ( 0 + )  = 
2L

R
−  

Επίλυση της ∆.Ε. 

χαρακτηριστική εξίσωση:                  LC s 2  +  RC s  + 1 = 0             

οι  ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης δίδονται από τον γνωστό τύπο:  

LC2

LC4CRRC
s

22

2,1

−±−
=  

έστω ότι ισχύει:   R 2 C 2 – 4 LC < 0  άρα  έχουµε δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες  

ω±σ= js 2,1  

όπου:                               
L2

R
−=σ            και          

LC2

LC4CR 22 −
=ω  
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άρα η λύση θα είναι: 

i ( t )  =  e 
 σ t  ( C 1 cos ω t  +  C 2 sin ω t  ) 

από τις Α.Σ. προσδιορίζονται οι δύο σταθερές  C 1 και  C 2 

i ( 0 + )  =  C 1 =  
L

1
 

και    D i ( 0 + )  =  σ  C 1 + ω C 2 =  
2L

R
−       άρα  C 2  =  ( 

2L

R
−   - σ  C 1 ) 








ω
1

 

µετά τις πράξεις προκύπτει η  τιµή του  C 2 
LC4CRL

CR
22 −

−=  

Άρα  κρουστική απόκριση του δικτύου θα είναι η :  

)tsin
LC4CRL

RC
tcos

L

1
(e)t(i

22

t
L2

R

ω
−

−ω=
−

κρουστ  

όπου:     
LC2

LC4CR 22 −
=ω  

Αριθµητική εφαρµογή: 

Μπορούµε να πάρουµε την πιο απλή περίπτωση όπου οι τιµές των R, L και  C είναι 

µοναδιαίες δηλ. R = 1 Ω,    L = 1 H,  C = 1 F.  Στην περίπτωση  αυτή  έχουµε:  

σ = - 0.5   sec – 1  ,  ω = 2/3    rad / sec  , C 1 = 1,   C 2 =  3/1−  

και  ή η κρουστική απόκριση γράφεται: 

))t
2

3
(sin

3

1
)t

2

3
(cos(e)t(i t5.0 −= −

κρουστ    Α 

παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της κρουστικής απόκρισης  

t     (  sec ) 

)
A

(
)t(

i κ
ρο
υσ
τ
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β) Να υπολογιστεί  η βηµατική απόκριση του δικτύου 
 
Λύση: 
 
Για τον υπολογισµό της βηµατικής απόκρισης θεωρείται εξ΄ ορισµού ότι οι αρχικές 

καταστάσεις  είναι µηδενικές  δηλ. ισχύει  i L ( 0 - ) = 0 A,  και VC ( 0 - ) = 0  V. 

H ∆.Ε.  είναι προφανώς η ίδια όπως προηγουµένως: 

(  LCD2  + RCD + 1 )  i ( t ) = CD E( t ) 

και εφ’ όσον ζητάµε την  βηµατική απόκριση  θέτουµε   E ( t ) = u ( t ) 

 

άρα ή ∆.Ε. γράφεται:              (  LCD2  + RCD + 1 ) i ( t ) = C Du ( t ) = C δ ( t ) 

 

Στο σηµείο αυτό κάνουµε την ακόλουθη σηµαντικότατη παρατήρηση: 

Φαίνεται εκ’ πρώτης όψεως ότι έχουµε κρουστικό όρο στο β’ µέλος. Προσοχή όµως! Ο 

κρουστικός όρος   στο β΄ µέλος , οφείλεται στην παράγώγο της διέγερσης  που υπάρχει  στο 

β’ µέλος. Η διέγερση του δικτύου Ε ( t ) = u ( t ) είναι προφανώς φραγµένη συνάρτηση  και 

εποµένως  οι Α.Σ. ,  i ( 0 + )  και    D i ( 0 + ),   µπορούν να βρεθούν µε χρήση των  απλών 

νόµων της θεωρίας κυκλωµάτων και δεν χρειάζεται να εφαρµοστεί η µεθοδολογία  που 

αναπτύσσεται στα εδάφια 4.7.1)  - 4.7.3).  

Όσον αφορά την ∆.Ε. του δικτύου  για t > 0 , αυτή παίρνει την µορφή:   

∆.Ε.  για  t > 0                       (  LCD2  + RCD + 1 ) i ( t ) =  0  

( διότι  δ ( t ) = 0 για  t > 0 ) 

Για την εύρεση των Α.Σ.   i ( 0 + )  και    D i ( 0 + )   έχουµε 

 

( )+0i

( )+0E

+

−

+

R

L

C

)0(i L
−

)0(VC
+

)0(VL
+

+

−

 

 

 

 

Προφανώς  i ( t ) = i L ( t ) και επειδή ισχύει  

  i L ( 0 - ) = i L ( 0 + )  λόγω της φραγµένης διέγερσης 

Ε  ( t  ) = u ( t )  θα  έχουµε: 

 i  ( 0 + ) = i L ( 0 + ) = i L ( 0 - ) =  0 Α  

 

Για την εύρεση της  Di ( 0 + ) σκεπτόµαστε ως εξής: 

Di  ( 0 + ) = Di L ( 0 + ) =  
L

1
 V L ( 0 + ) 

Αλλά από τον νόµο τάσεων Kirchhoff  στον µοναδικό 

βρόχο του δικτύου ( για t = 0 + )  

Ε ( 0+ ) = i  ( 0 + ) R + V L ( 0 + ) + V C ( 0 + ) 

και επειδή  i  ( 0 + ) = i L  ( 0 + ) 
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τελικά θα πάρουµε:  

Ε ( 0+ ) = i L  ( 0 + ) R + V L ( 0 + ) + V C ( 0 + ) 

άρα:                                V L ( 0 + ) =  Ε ( 0+ )  - i L  ( 0 + ) R  -  V C ( 0 + ) 

και                  Di ( 0 + ) =  
L

1
 V L ( 0 + )  = 

L

1
 (  Ε ( 0+ )  - i L  ( 0 + ) R  -  V C ( 0 + ) ) 

επειδή όµως εξ΄ ορισµού στη βηµατική απόκριση παίρνουµε  i L ( 0 - ) = 0 A,  VC ( 0 - ) = 0  V 

και βέβαια ισχύουν    i L ( 0 - ) = i L ( 0 + )  και    V C ( 0 - ) = V C ( 0 + ) , λόγω της φραγµένης 

διέγερσης , η  2η   Α.Σ.  Di ( 0 + )   θα πάρει την τιµή: 

Di  ( 0 + ) = 
L

1
 Ε ( 0+ )  = 

L

1
  u ( 0+ )   

 

Συνοψίζουµε λοιπόν για την βηµατική απόκριση: 

∆.Ε. ( για  t > 0 )                         (  LCD2  + RCD + 1 ) i ( t ) =  0 

Α.Σ.                                             i  ( 0 + )  = 0     Α 

                                                    Di ( 0 + ) = 
L

1
 u ( 0+ )  Α / s 

Η επίλυση της ∆.Ε. γίνεται όπως στα προηγούµενα . Ας θεωρήσουµε και πάλι ότι η 

χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες    ω±σ= js 2,1  

όπου:                               
L2

R
−=σ            και          

LC2

LC4CR 22 −
=ω  

και η λύση θα είναι: 

i ( t )  =  e 
 σ t  ( C 1 cos ω t  +  C 2 sin ω t  ) 

 

από τις Α.Σ. προσδιορίζονται οι δύο σταθερές  C 1 και  C 2 

i ( 0 + )  =  C 1 =  0 

και                       D i ( 0 + )  =  σ  C 1 + ω C 2 = 
L

1
  u ( 0+ )   άρα  C 2  =  

ω

+

L

)0(u
  

Άρα  βηµατική  απόκριση του δικτύου θα είναι η :  

tsine
L
1

tsine
L

)0(u
)t(i

t
L2

R
t

L2

R

ω
ω

=ω
ω

=
−−+

βηµ  

όπου:     
LC2

LC4CR 22 −
=ω  
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Εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι ισχύει   
td

d
 i  βηµ ( t )  = i κρουστ ( t ) 

Αριθµητική εφαρµογή  

Και πάλι εξετάζουµε  την  περίπτωση µοναδιαίων τιµών  δηλ. R = 1 Ω,    L = 1 H,  C = 1 F.   

Προκύπτουν οι τιµές:  

σ = - 0.5   sec – 1  ,  ω = 2/3    rad / sec  , C 1 = 0,   C 2 =  3/2  

και  ή η βηµατική απόκριση γράφεται: 

)t
2

3
(sine

3

2
)t(i t5.0−

βηµ =    Α 

παρακάτω φαίνεται η γραφική παράσταση της βηµατικής  απόκρισης  

 

-0.1
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γ) Να υπολογιστεί  η  απόκριση του δικτύου στο παρακάτω περιοδικό σήµα  E ( t )  : 
    ( το σήµα αρχίζει από το σηµείο t = 0  συνεχίζεται µέχρι το άπειρο )  

-60
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 0
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 40
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 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002

)sec(t

)
V

ol
ts

(
)t(

E

T

 
∆ίδεται ότι οι αρχικές καταστάσεις  είναι µηδενικές:     i L ( 0 - ) = 0 A,  VC ( 0 - ) = 0  V 
 
 
Λύση: 
 

Το πρόβληµα αυτό µπορεί  πολύ απλά να λυθεί  χρησιµοποιώντας το προηγούµενο 

αποτέλεσµα για την βηµατική απόκριση του δικτύου.  

Το σήµα Ε ( t ) , για µία περίοδο,  µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 

Ε ( t ) = A u ( t – t 1 ) – A u ( t – t 2 ) – A u ( t – t 3 ) + A u ( t – t 4 ) 

 

όπου , όπως φαίνεται και από το σχήµα, θα είναι  Α = 50 V , t 1 = 0.0002 sec , t 2 = 0.0003 sec 

t 3 = 0.0007 sec  και  t 4 = 0.0008 sec .   

Εποµένως το σήµα Ε ( t )  για όλη τη διάρκειά του, µέχρι το άπειρο, θα γράφεται:  

 

Ε ( t ) = [ A u ( t – t 1 ) – A u ( t – t 2 ) – A u ( t – t 3 ) + A u ( t – t 4 ) ] + [ A u ( t – ( t 1 + Τ) ) – 

- A u ( t –( t 2 + Τ ) ) – A u ( t – ( t 3 + Τ ) ) + A u ( t – ( t 4 + Τ ) ) ] +  [ A u ( t – ( t 1 +2Τ) ) – 

- A u ( t –( t 2 + 2Τ ) ) – A u ( t – ( t 3 + 2Τ ) ) + A u ( t – ( t 4 + 2Τ ) ) ] + . . .  

 

όπου Τ = 0.001 sec  η περίοδος του σήµατος. 

 

 Το άθροισµα αυτό θα συνεχίζεται µέχρι το άπειρο, προσθέτοντας όρους µε τον παράγοντα 

3Τ , 4Τ  κ.λ.π. 
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Παρατηρούµε λοιπόν ότι το σήµα  Ε ( t ) εκφράζεται ως ένα άπειρο άθροισµα βηµατικών 

συναρτήσεων, που η κάθε µία έχει κάποια χρονική µετάθεση. Η βηµατική απόκριση του 

δικτύου µας είναι γνωστή από το προηγούµενο ερώτηµα (β). Επειδή το δίκτυο είναι 

γραµµικό και χρονικά σταθερό, θα ισχύει: 

 

αν σε είσοδο  u ( t )   έχουµε απόκριση   i  βηµ ( t ) 

τότε  σε είσοδο  Α u ( t – t 1 )    έχουµε απόκριση    Α i  βηµ ( t – t 1 ) u ( t – t 1 ) 

 

Προσοχή χρειάζεται στον όρο u ( t – t 1 ) µε τον οποίο πολλαπλασιάζεται η απόκριση όταν 

έχουµε  χρονικά µετατεθειµένη διέγερση. Είναι προφανές ότι για t < t 1 η συνάρτηση              

u ( t – t 1 )  έχει µηδενική τιµή,   άρα ο όρος αυτός είναι απαραίτητος διότι έτσι εξασφαλίζεται 

η µη ύπαρξη απόκρισης για  0 < t < t 1 , αφού για το διάστηµα αυτό δεν υπάρχει διέγερση    

 Άρα λοιπόν  η απόκριση του δικτύου στο περιοδικό σήµα  Ε ( t ) µπορεί αµέσως  να γραφεί 

ως ένα άθροισµα ( ή µια επαλληλία ) βηµατικών αποκρίσεων µε τις κατάλληλες χρονικές 

µεταθέσεις. 

Η απόκριση του δικτύου  σε µοναδιαία  βηµατική  συνάρτηση  u ( t )   είναι: 

tsine
L

1
)t(i

t
L2

R

ω
ω

=
−

βηµ   

άρα η απόκριση στην διέγερση  Α u ( t  - t 1 )  θα είναι: 

Α i  βηµ ( t – t 1 ) u ( t – t 1 )  = )tt(u))tt((sine
L
A

11

)tt(
L2

R
1

−−ω
ω

−−

 

και αν έχουµε ως διέγερση ένα άθροισµα ( ακόµα και απείρων όρων )  από βηµατικές 

συναρτήσεις , όπως αυτό µε το οποίο περιγράφεται το σήµα E ( t ):    

Ε ( t ) = Α [  u ( t – t 1 ) –  u ( t – t 2 ) –  u ( t – t 3 ) +  u ( t – t 4 )  +  u ( t – ( t 1 + Τ) ) –              

u ( t –( t 2 + Τ ) ) –  u ( t – ( t 3 + Τ ) ) +  u ( t – ( t 4 + Τ ) ) + . . .  

 

τότε η απόκριση  i ( t  )   θα γράφεται: 

i ( t ) = )tt(u))tt((sine)tt(u))tt((sine[
L

A
22

)tt(
L2

R

11

)tt(
L2

R
21

−−ω−−−ω
ω

−−−−

- 

)tt(u))tt((sine)tt(u))tt((sine 44

)tt(
L2

R

33

)tt(
L2

R
43

−−ω+−−ω−
−−−−

 + 

...))Tt(t(u)))Tt(t((sine 11

))Tt(t(
L2

R
1

−+−+−ω+
+−−

 κ.λ.π 
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Αριθµητική εφαρµογή: 

Θεωρούµε  τιµές στοιχείων   R = 10 Ω,   L = 1.5 mH,  και  C = 20 µF. 

Με τις τιµές αυτές η  βηµατική  απόκριση του δικτύου προκύπτει:  

i βηµ ( t )  = 7.07 e – 3333.33 t sin ωt 

όπου ω = 4714. 04  rad /sec 

Παρακάτω δείχνουµε  την διέγερση  Ε ( t ) και την απόκριση  i ( t ) , για χρονική διάρκεια 4 

περιόδων. Παρατηρείται  ότι το µεταβατικό φαινόµενο στο i ( t ) , έχει διάρκεια περίπου µιας 

περιόδου  
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Παράδειγµα 4 )   

∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο:  

( )tV( )tE

+ −

+ 1R

L

C
)0(i L

−

)0(VC
−

2R
+

−

( )ti

 

 

Είσοδος ( διέγερση )  θεωρείται η τάση της πηγής Ε ( t )  και έξοδος  ( απόκριση ) η τάση       

V ( t ). 

∆ίδονται οι τιµές στοιχείων:  R 1 =  8 Ω ,  R 2 =  20 Ω,  L = 0.1 H,  C = 50 µF 

και οι αρχικές καταστάσεις:  i L ( 0
 - ) = 0.1 Amp ,  V C ( 0 - ) =  4 Volts 

Ζητείται να υπολογιστεί η πλήρης απόκριση όταν η διέγερση E ( t ) είναι η ηµιτονοειδής 

συνάρτηση:                               Ε ( t ) = 10 sin ( 2π 2000 t )   Volts  

 

Λύση 

Αρχικά θα βρούµε την ∆ιαφορική Εξίσωση που συνδέει την διέγερση Ε ( t ), µε την απόκριση 

V ( t ). Μπορούµε π.χ. να εφαρµόσουµε τον κανόνα του διαιρέτη τάσεως.  

Η τάση της πηγής Ε ( t ) κατανέµεται σε 3 ηλεκτρικά στοιχεία που είναι συνδεδεµένα σε 

σειρά: στο πηνίο L , στον παράλληλο συνδυασµό πυκνωτή C και αντίστασης R 1, και στην 

αντίσταση R 2. Η τάση V ( t )  στην αντίσταση R 2 είναι αυτή που µας ενδιαφέρει. 

Αρχικά υπολογίζουµε την σύνθετη αντίσταση του παράλληλου συνδυασµού  R 1 και C. 

1DCR

R

CD

1
R

CD

1
R

)D(Z
1

1

1

1

CR1 +
=

+

=  

Στη συνέχεια εφαρµόζουµε τον κανόνα του διαιρέτη τάσεως για να υπολογίσουµε την  V ( t ) 

 

2
1

1

2

2CR

2

R
1CDR

R
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R
)t(E

R)D(ZLD

R
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+

+
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ή                         

1CDR

RCDRRRLDLCDR

R
)t(E)t(V

1

2211
2

1

2

+

++++
=    

και τελικά:           
2211

2
1

221

RCDRRRLDLCDR

RCDRR
)t(E)t(V

++++

+
=  

 

εποµένως η ∆.Ε. του δικτύου θα είναι: 

 

[ R 1LCD 2 + ( R 1 R 2 C + L ) D + R 1 + R 2 ] V ( t ) = [ R 1 R 2 CD + R 2 ] E ( t ) 

 

Η ∆.Ε. συνοδεύεται από 2 Αρχικές Συνθήκες οι οποίες είναι οι τιµές: V ( 0 +) και  DV ( 0 +) 

Παρακάτω θα υπολογίσουµε αυτές τις Α.Σ. Υπενθυµίζεται ότι οι Α.Σ. υπολογίζονται 

συναρτήσει των τιµών των  i L ( t
  ), V C ( t ), καθώς και της διέγερσης  E ( t ) για την χρονική 

στιγµή  t = 0 +.  

Αρχικά αναφέρουµε ότι επειδή έχουµε φραγµένη διέγερση ισχύουν  οι σχέσεις:  

i L ( 0
 - ) = i L ( 0

 + )    και       V C ( 0 - ) = V C ( 0 + ) 

 

Για τον υπολογισµό της 1ης  Α.Σ.  V ( 0 +)   παρατηρούµε ότι  V ( t ) = i ( t ) R 2  αλλά              

i ( t ) = i L ( t ) συνεπώς  για  t = 0 + θα έχουµε: 

V ( 0 + ) = R 2 i L ( 0
 + ) 

 

Για τον υπολογισµό της 2ης  Α.Σ.  DV ( 0 +)  έχουµε   DV ( t ) = D i ( t ) R 2 = D i L ( t ) R 2  

αλλά  ισχύει και  η σχέση τάσεως ρεύµατος    V L ( t ) = L D i L ( t )  συνεπώς: 

 

D i L ( t )  = 
L

1
 V L ( t ) 

και                                           DV ( t ) = R 2 D i L ( t )  =  
L

R2  V L ( t ) 

 

Προσπαθούµε να βρούµε µια έκφραση που να δίνει την   τάση  V L ( t )  συναρτήσει των 

γνωστών µεγεθών. Παρατηρούµε ότι ο Νόµος τάσεων Kirchhoff στον  βρόχο 1  γράφεται: 
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( )tV( )tE

+ −

+ 1R

L C

)t(VC

2R
+

−

( )ti

+ −)t(VL

1

 

 

N.T.K.   ( βρόχος 1 ):                  - E ( t ) + V L ( t ) + V C ( t ) + V  ( t ) = 0 

και για  t = 0 +                                            - E ( 0 + ) + V L ( 0 + ) + V C ( 0 + ) + V  ( 0 + ) = 0 

 

άρα                                                 V L ( 0 + ) =  E ( 0 + ) - V C ( 0 + ) - V  ( 0 + ) 

και επειδή                                       V ( 0 + ) = R 2 i L ( 0 + )    ( όπως βρήκαµε ήδη ) 

προκύπτει                                         V L ( 0 + ) =  E ( 0 + ) - V C ( 0 + ) - R 2 i L ( 0 + ) 

και η 2η   Α.Σ.  DV ( 0 +  ) =  
L

R2  V L ( 0 +  )   θα είναι τελικά:  

DV ( 0 +  ) =  
L

R2  (  E ( 0 + ) - V C ( 0 + ) - R 2 i L ( 0
 + ) ) 

 

 

Συνοψίζουµε ξανά το πρόβληµά: 

∆.Ε.           [ R 1LCD 2 + ( R 1 R 2 C + L ) D + R 1 + R 2 ] V ( t ) = [ R 1 R 2 CD + R 2 ] E ( t ) 

Α.Σ.           V ( 0 + ) = R 2 i L ( 0
 + ) 

                   DV ( 0 +  ) =  
L

R2  (  E ( 0 + ) - V C ( 0 + ) - R 2 i L ( 0
 + ) ) 

Στο σηµείο αυτό µπορούµε να αντικαταστήσουµε τα αριθµητικά δεδοµένα και να 

προχωρήσουµε στην επίλυση. Έχουµε τις τιµές: R 1 =  8 Ω ,  R 2 =  20 Ω,  L = 0.1 H,              

C = 50 µF   και  i L ( 0 + ) = 0.1 Amp ,  V C ( 0 + ) =  4 Volts , και η διέγερση                             

Ε ( t ) = 10 sin ( 2π 2000 t )   Volts.  Αντικαθιστώντας τιµές θα πάρουµε  

 

∆.Ε.           [ 5104 −× D 2 + 0.108 D +  28 ] V ( t ) = [ 3108 −×  D + 20 ] 10sin ( 2π 2000 t ) 

Α.Σ.           V ( 0 + ) = 2  Volts 

                  DV ( 0 +  ) =  - 1200  Volts / sec 
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Η χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε. θα είναι:  

5104 −× s 2 + 0.108 s +  28  = 0 

µε ρίζες                                     s 1 = - 290.5    ,   s 2 = - 2409.5     

 

άρα η γενική λύση της οµογενούς  ∆.Ε.  θα είναι: 

Vοµογ ( t )  = t5.2409
2

t5.290
1 eCeC −− +  

όπου οι σταθερές  C 1 και  C 2  θα προσδιοριστούν από τις Α.Σ. 

Αναζητούµε  µια µερική λύση της ∆.Ε. 

Επειδή στο β’ µέλος έχουµε ηµιτονοειδείς συναρτήσεις 

 β’ µέλος ∆.Ε.                      [ 3108 −×  D + 20 ] 10sin ( 2π 2000 t )  =                                                              

                                      =  320 π cos ( 2π 2000 t ) + 200 sin ( 2π 2000 t )   

 

αναζητούµε µερική λύση της µορφής: 

                                  Vµερ ( t )  = Κ 1 cos ( 2π 2000 t ) + K 2 sin ( 2π 2000 t ) 

αντικαθιστούµε  την έκφραση για την Vµερ ( t ) στην  ∆.Ε.  

 

[ 5104 −× D 2 + 0.108 D +  28 ] Vµερ ( t ) = 320 π cos ( 2π 2000 t ) + 200 sin ( 2π 2000 t ) 

 

ή          [ 5104 −× D 2 + 0.108 D +  28 ] ( Κ 1 cos ( 2π 2000 t ) + K 2 sin ( 2π 2000 t ) ) =  

                                  = 320 π cos ( 2π 2000 t ) + 200 sin ( 2π 2000 t ) 

 

Από την παραπάνω σχέση θα υπολογίσουµε τις τιµές των δύο σταθερών Κ 1 και Κ 2 κάνοντας 

χρήση και της γραµµικής ανεξαρτησίας των συναρτήσεων  cos ω t  και  sin ω t   

Μετά από αρκετές αλλά απλές µαθηµατικές πράξεις θα καταλήξουµε  στη σχέση: 

 

 cos ω t  ( - 5104 −× ω 2  
Κ 1  + 0.108 ω Κ 2 + 28 Κ 1) + sin ω t (- 5104 −× ω 2  

Κ 2 - 0.108 ω Κ 1 

+ 28 Κ 2 )  = 2108 −× ω cos ω t  +  200 sin ω t  

και επειδή οι συναρτήσεις  cos ω t  και  sin ω t είναι γραµµικά ανεξάρτητες θα πρέπει να 

ισχύουν: 

- 5104 −× ω 2  
Κ 1  + 0.108 ω Κ 2 + 28 Κ 1  =  2108 −× ω 

- 5104 −× ω 2  
Κ 2 - 0.108 ω Κ 1 + 28 Κ 2 = 200 

όπου  ω = 2π 2000 = 12566.37  
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Από τις δύο τελευταίες σχέσεις θα προκύψει το γραµµικό σύστηµα  ( 2 x 2 ) 

  
Κ 1 (- 

5104 −× ω 2  + 28 )   +  0.108 ω Κ 2   =  2108 −× ω 

- 0.108 ω Κ 1  +  (  - 5104 −× ω 2  + 28 )  Κ 2 = 200 

ή λύση του συστήµατος  είναι:  

Κ 1 = - 0.1593    ,      Κ 2 = 2.577 310−×  

 

Άρα η µερική λύση γράφεται: 

Vµερ ( t )  =  - 0.1593 cos ( 2π 2000 t ) + 2.577 310−×  sin ( 2π 2000 t ) 

 

Η σχέση αυτή µπορεί ισοδύναµα να γραφεί  και  ως 

Vµερ ( t )  = 0.15932 sin ( 2π 2000 t – 89.1o ) 

 

Συνοψίζουµε λοιπόν την πλήρη λύση της ∆.Ε. 

V ( t )  = Vοµογ ( t )  +  Vµερ ( t ) 

 

ή                   V ( t )  =  t5.2409
2

t5.290
1 eCeC −− +  + 0.15932 sin ( 2π 2000 t – 89.1o ) 

 

και από τις δύο   Α.Σ.:       V ( 0 + ) = 2  Volts  ,    DV ( 0 +  ) =  - 1200  Volts / sec 

θα προκύψουν οι τιµές των δύο σταθερών   C 1 και  C 2 

V ( 0 + ) = C 1 +  C 2 + 0.15932 sin ( – 89.1o )  = 2 

DV ( 0 +  )  = - 290.5 C 1 – 2409.5 C 2 + 2002.07 cos ( – 89.1o )  = -1200 

ή 

C 1 +  C 2   =  2. 1593 

- 290.5 C 1 – 2409.5 C 2 = - 1231.45 

η λύση του συστήµατος δίνει τις τιµές: 

C 1 = 1.874         και            C 2 = 0.285 

 

Εποµένως καταλήγουµε στο τελικό αποτέλεσµα για την τάση  V ( t ) 

 

V ( t )  =  t5.2409t5.290 e285.0e874.1 −− +  + 0.15932 sin ( 2π 2000 t – 89.1o ) 
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Το τµήµα της  V ( t )  

Vµεταβ ( t )  =  t5.2409t5.290 e285.0e874.1 −− +  

τείνει στο µηδέν καθώς ο χρόνος τείνει  στο άπειρο και αποτελεί την µεταβατική απόκριση 

ενώ  το τµήµα  ( σταθερή ταλάντωση ) 

Vµον ( t ) =  0.15932 sin ( 2π 2000 t – 89.1o ) 

 αποτελεί την µόνιµη απόκριση 

 

Για την διάρκεια ( πρακτικά ) του µεταβατικού φαινοµένου µπορούµε να πούµε τα ακόλουθα: 

Το δίκτυο έχει δύο σταθερές χρόνου:   

Τ 1 = ( 1 / 290.5 )   sec  = 0.00344 sec 

και                                        Τ 2 = ( 1 / 2409.5 )  sec  = 0.000415 sec 

η επικρατούσα σταθερά χρόνου είναι η µεγαλύτερη από τις δύο δηλ. η  Τ 1. Πρακτικά 

µπορούµε να πούµε ότι το µεταβατικό φαινόµενο διαρκεί χρόνο  τ = 5 Τ1 = 0.017 sec  

περίπου 

 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση τη τάσεως  V ( t )  και έχει σηµειωθεί 

το χρονικό διάστηµα διάρκειας του µεταβατικού φαινοµένου  

 

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.005  0.01  0.015  0.02  0.025

)sec(t

)
V

o
lts

(
)t(

V

.V µεταβ .V µον
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Παράδειγµα  5 

∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο. Θεωρούνται γνωστές οι τιµές των στοιχείων   R1, R2,  R3, R4, C 

και η αρχική κατάσταση )0(VC
− . Ως διέγερση θεωρείται η τάση της πηγής Ε ( t ) και ως 

απόκριση η τάση  V ( t ) στην  R4 

Ζητείται να βρεθεί η ∆ιαφορική Εξίσωση που συνδέει την διέγερση µε την απόκριση καθώς 

και η απαραίτητη  αρχική συνθήκη για την επίλυσή της 

1R

2R

3R

4R)t(E C
+ +

−
)0(VC

−

)t(V

+

−

 

 

Λύση 

Είναι προφανές ότι η ζητούµενη ∆.Ε. θα είναι 1ης  τάξεως διότι το δίκτυο περιλαµβάνει ένα 

µόνο δυναµικό στοιχείο. Η εύρεση της ∆.Ε. µπορεί να γίνει µε πολλούς τρόπους ( ο σκοπός 

είναι  πάντα να εκφράσουµε την τάση V ( t ) συναρτήσει της τάσεως της πηγής Ε ( t ) ). 

Αναφέρουµε πάντως ότι λόγω της , έστω και µικρής , “πολυπλοκότητας” του δικτύου ( δεν 

είναι ένα απλό δίκτυο µε ένα µόνον βρόχο )  η εύρεση της  ζητούµενης ∆.Ε. απαιτεί σχετική 

προσπάθεια και έχει αρκετό µαθηµατικό φόρτο. 

Ένας τρόπος εύρεσης της ∆.Ε. είναι να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος των ρευµάτων βρόχων. 

Παρακάτω δείχνουµε ξανά το δίκτυο µε σηµειωµένα τα 3 ρεύµατα βρόχων  Ι 1 , Ι 2 , Ι 3.         

1R

2R

3R

4R)t(E C
+ +

−
)0(VC

−

)t(V

+

−

1I 2I

3I
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Η ζητούµενη τάση V ( t )  θα δίνεται από την σχέση  V ( t )  = R 4 I 2.   Παρακάτω 

διατυπώνουµε  τις εξισώσεις βρόχων σε µητρική µορφή : 

 

CD

1
R1 + CD

1
− 1R−

CD

1
−

1R−

43 RR
CD

1
++ 3R−

3R− 321 RRR ++

1I

2I

3I

)t(E

0

0

=

 

 

Από τους 3 αγνώστους  Ι 1 , Ι 2 , Ι 3  µας  ενδιαφέρει µόνον το Ι 2. Η λύση του ανωτέρω 

συστήµατος έχει αρκετό όγκο πράξεων που δεν θα σηµειωθούν εδώ. Θα δώσουµε µόνον το 

τελικό αποτέλεσµα για το ρεύµα  Ι 2. 

 

[ ]

4342413221431421321

32131
2 RRRRRRRRRR)RRRRRRRRR(CD

RRRCDRR)t(E
)t(I

+++++++

+++
=  

 

και επειδή   V ( t )  = R 4 I 2  τελικά  θα πάρουµε: 

   

και η ζητούµενη ∆.Ε. θα είναι: 

 

=+++++++ )t(V]RRRRRRRRRR)RRRRRRRRR(CD[ 4342413221431421321  

=  [  R 1R 3 R 4 CD +  R 1R 4 + R 2R 4 + R 3R 4 ] E ( t ) 

 

Παρακάτω θα υπολογίσουµε και την ζητούµενη αρχική συνθήκη  V ( 0 + ) 

Με την προϋπόθεση ότι  έχουµε φραγµένη διέγερση E ( t )  θα ισχύει η σχέση:   

 

V C ( 0 - ) =  V C ( 0 + ) 

 

 

[ ]

4342413221431421321

321314

RRRRRRRRRR)RRRRRRRRR(CD

RRRCDRR)t(ER
)t(V

+++++++

+++
=
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Σχεδιάζουµε ξανά το δίκτυο και  σηµειώνουµε τα ρεύµατα κλάδων 

1R

2R

3R

4R)t(E C
+ +

−
)t(VC )t(V

+

−

• • •α β
γ

1i

2i

3i

4i
Ci 5i

2

4

 

 

Ο  νόµος τάσεων Kirchhoff στον βρόχο 2  γράφεται: 

- VC ( t ) + i 4 ( t )  R 3 + V ( t )  = 0 

άρα                                             V ( t ) =  VC ( t ) - i 4 ( t ) R 3  

προσπαθούµε να  βρούµε µια έκφραση για το ρεύµα  i 4 ( t ) 

O νόµος ρευµάτων Kirchhoff στον  κόµβο  γ  γράφεται: 

i 3 ( t ) + i 4 ( t ) = i 5 ( t ) = 
4R

)t(V
 

και ο νόµος τάσεων Kirchhoff στον βρόχο 4  γράφεται: 

E ( t ) =  i 3 ( t ) R 2 + V ( t )     άρα        i 3 ( t ) = 
2R

)t(V)t(E −
  

συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις θα πάρουµε:  

2R

)t(V)t(E −
 +  i 4 ( t ) = 

4R

)t(V
 

από την σχέση αυτή προκύπτει  η έκφραση για το ρεύµα  i 4 ( t ): 

i 4 ( t )  = 
4R

)t(V
 + 

2R

)t(V
 

2R

)t(E
−  

συνδυάζοντας την σχέση αυτή µε την σχέση που προέκυψε από τον Ν.Τ.Κ. στον βρόχο 2 

V ( t ) =  VC ( t ) - i 4 ( t ) R 3 

θα πάρουµε: 

V ( t ) =  VC ( t ) – ( 
4R

)t(V
 + 

2R

)t(V
 

2R

)t(E
−  )  R 3 

και αν λύσουµε ως προς V ( t ) : 
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V ( t )  = 

2

3

4

3

2

3
C

R

R

R

R
1

)t(E
R

R
)t(V

++

+

 

 

Η σχέση αυτή ισχύει  για κάθε  t  άρα και για t = 0 +  , συνεπώς η ζητούµενη Α.Σ.  θα είναι: 

 

V (0 +  )  =

2

3

4

3

2

3
C

R

R

R

R
1

)0(E
R

R
)0(V

++

+ ++
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4.9)  Περιγραφή δικτύων και συστηµάτων µε χρήση των Μεταβλητών 
Καταστάσεως 
 
4. 9. 1 ) Εισαγωγικά  
 
Αρχικά θα διατυπώσουµε  ξανά, την έννοια του συστήµατος:  

- Καλούµε σύστηµα ένα σύνολο στοιχείων και διατάξεων οι οποίες συνδέονται µεταξύ 

τους και έχουν σκοπό να επιτελέσουν κάποια διαδικασία ( ή  έργο ). 

Παραδείγµατα συστηµάτων είναι τα ηλεκτρικά δίκτυα, οι σταθµοί παραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας, οι µηχανές εσωτερικής καύσεως, οι πυρηνικοί αντιδραστήρες κ.λ.π. 

Τα συστήµατα περιγράφονται από µαθηµατικές σχέσεις, που συνδέουν κάποιο «αίτιο» µε 

κάποιο «αποτέλεσµα» ,  µε χρήση  διαφόρων «δυναµικών» µεταβλητών (δηλ. µεταβλητών 

που είναι συναρτήσεις του χρόνου). Οι µεταβλητές αυτές είναι φυσικά µεγέθη, η φυσική 

διάσταση των οποίων εξαρτάται από το ίδιο το σύστηµα. Για παράδειγµα σε ένα ηλεκτρικό 

δίκτυο οι µεταβλητές αυτές θα  είναι τάσεις ή ρεύµατα, ενώ  σε ένα µηχανικό σύστηµα 

µπορούν να είναι δυνάµεις, ταχύτητες, επιταχύνσεις κ.λ.π. 

Κάποιες από τις µεταβλητές αυτές θεωρούνται ως διεγέρσεις ( ή είσοδοι, ή  αίτια ) και 

κάποιες άλλες ως  αποκρίσεις  ( ή έξοδοι, ή αποτελέσµατα ). Ένα σύστηµα µπορεί να έχει µία 

ή περισσότερες εισόδους και εξόδους. Επίσης  αναφέρουµε ότι οι είσοδοι και οι έξοδοι 

ονοµάζονται και σήµατα. 

Γενικά µπορούµε να θεωρήσουµε  ότι ένα σύστηµα έχει  k εισόδους και  m  εξόδους. Οι          

k -  είσοδοι  αποτελούν τα στοιχεία του διανύσµατος εισόδου f
)

,  και οι m - έξοδοι 

αποτελούν τα στοιχεία του διανύσµατος εξόδου y
)

  αντίστοιχα. Εποµένως µπορούµε να 

γράψουµε: 

 



















=

)t(f

:

)t(f

)t(f

)t(f

k

2

1

)

             και           



















=

)t(y

:

)t(y

)t(y

)t(y

m

2

1

)
 

 

 

 

ή σχηµατικά: 
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)t(f1

)t(f 2

)t(f k

•

•

•

•

•

•{ {

εισοδοι−k

)t(y1

)t(y2

)t(ym

εξοδοι−m
ταξεως−

ΣΥΣΤΗΜΑ

n

 

 

Το βασικό πρόβληµα ενός συστήµατος είναι η εύρεση του διανύσµατος εξόδου y
)

 για ένα 

δεδοµένο διάνυσµα εισόδου f
)

. Το πρόβληµα αυτό λέγεται ανάλυση συστήµατος  

Ο τρόπος µε τον οποίο το σύστηµα επενεργεί επί των εισόδων f
)

 για να παραχθούν οι έξοδοι 

y
)

 µπορεί να παρασταθεί µαθηµατικά µέσω ενός τελεστή  T . 

y
)

 = Τ f
)

 

Η ανωτέρω γενική σχέση µπορεί να πάρει τη µορφή αλγεβρικού ή ολοκληρωδιαφορικού 

συστήµατος εξισώσεων  (γραµµικού ή  µη γραµµικού). Η σχέση αυτή λέµε ότι περιγράφει το 

σύστηµα. 

- Σε ένα γραµµικό και χρονικά σταθερό σύστηµα η σχέση που συνδέει µια τυχούσα 

είσοδο )t(f i  µε µια τυχούσα έξοδο  )t(y j  είναι µια γραµµική διαφορική εξίσωση  n – 

τάξεως, µε σταθερούς συντελεστές. Ο ακέραιος αριθµός n,  λέγεται τάξη του 

συστήµατος.   

 

 

4. 9. 2 )  ∆ιατύπωση των εξισώσεων καταστάσεως   

Μια ιδιαίτερα χρήσιµη µέθοδος περιγραφής ενός συστήµατος είναι αυτή που χρησιµοποιεί τις 

λεγόµενες µεταβλητές καταστάσεως. Οι µεταβλητές καταστάσεως είναι ένα σύνολο n 

µεταβλητών  [ ])t(x....),t(x),t(x n21   που σχηµατίζουν το διάνυσµα καταστάσεως x
)

. Ο 

ακέραιος  αριθµός  n  λέγεται, όπως προαναφέραµε, τάξη του συστήµατος.  

Η γνώση των µεταβλητών καταστάσεως  για κάθε χρονική στιγµή  t  (όπου t  >  0 )* µας 

επιτρέπει να γνωρίζουµε την πλήρη συµπεριφορά του συστήµατος.      

Οι µεταβλητές καταστάσεως είναι  φυσικά µεγέθη του συστήµατος. 

Για ένα γραµµικό και χρονικά σταθερό σύστηµα (όπως αυτά που µας  απασχολούν) οι 

µαθηµατικές σχέσεις που συνδέουν τα  3 προαναφερθέντα διανύσµατα,  δηλ.  το διάνυσµα 

εισόδου  f
)

, το διάνυσµα εξόδου  y
)

,  και το διάνυσµα καταστάσεως   x
)

, είναι οι ακόλουθες: 

 

* Υπενθυµίζεται ότι η χρονική στιγµή  t = 0 θεωρείται η στιγµή εφαρµογής των διεγέρσεων το συστήµατος   
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        )t(fB)t(xA)t(x
dt

d )))))
⋅+⋅=                 εξισώσεις καταστάσεως      

 
ή πιο αναλυτικά:  
 





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


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

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
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
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
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


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



⋅











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





=



















)t(f

:

)t(f

)t(f

b...bb

....

b...bb

b...bb

)t(x

:

)t(x

)t(x

a...aa

....

a...aa

a...aa

)t(x

:

)t(x

)t(x

dt

d

k

2

1

nk2n1n

k22221

k11211

n

2

1

nn2n1n

n22221

n11211

n

2

1

 

 
 
Το διάνυσµα (ή πίνακας)  καταστάσεως  )t(x

)
 έχει διαστάσεις  (γραµµές ×  στήλες)  ( n ×  1) 

και  ο πίνακας  A
)

 έχει διαστάσεις  ( n ×  n ). 

Το διάνυσµα (ή πίνακας) εισόδου  )t(f
)

 έχει διαστάσεις    ( k ×  1)   και ο πίνακας B
)

 έχει 

διαστάσεις  ( n ×  k ). 

Οι πίνακες  A
)

 και  B
)

  αποτελούνται  από σταθερούς  πραγµατικούς  αριθµούς οι οποίοι 

µπορούν να προσδιοριστούν από τα στοιχεία του συστήµατος. 

- Παρατηρούµε ότι η εύρεση των µεταβλητών καταστάσεως   [ ])t(x....),t(x),t(x n21  

προϋποθέτει την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος διαφορικών εξισώσεων (µη 

οµογενούς)  αλλά πάντοτε 1ης  τάξεως. Αυτό από µαθηµατική άποψη θεωρείται  

απλούστερο από την επίλυση µιας  διαφορικής  εξίσωσης   n – τάξεως.      

Σηµειώνουµε ότι για την επίλυση του ανωτέρω συστήµατος διαφορικών εξισώσεων 

απαιτείται η γνώση των αρχικών συνθηκών δηλ. της τιµής του διανύσµατος  )t(x
)

 τη 

χρονική στιγµή  t = 0 ,   ( [ ])0(x....),0(x),0(x)0(x n21=
)

 ) 

 Γνωρίζοντας το διάνυσµα καταστάσεως  )t(x
)

, βρίσκουµε το ζητούµενο διάνυσµα εξόδου   

από την σχέση  

)t(fD)t(xC)t(y
)))))
⋅+⋅=                 εξισώσεις  εξόδου 

  
ή πιο αναλυτικά:  
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 Ο πίνακας  C
)

 έχει διαστάσεις  ( m ×  n )  και  ο πίνακας  D
)

 έχει διαστάσεις  ( m ×  k )    
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Οι πίνακες  C
)

  και  D
)

,  αποτελούνται  από σταθερούς  πραγµατικούς  αριθµούς οι οποίοι 

µπορούν να προσδιοριστούν από τα στοιχεία του συστήµατος. 

 

Σηµειώνουµε ότι η εκλογή των µεταβλητών καταστάσεως  δεν είναι  µονοσήµαντη και 

επίσης  είναι δυνατόν κάποια από τα µεγέθη  )t(y i , δηλαδή κάποια από τα µεγέθη 

εξόδου,  να είναι ταυτόχρονα και µεταβλητές καταστάσεως.  

 

Μπορούµε να θεωρήσουµε  σε ένα χώρο (γενικά n –διαστάσεων ) ένα σηµείο Q µε 

συντεταγµένες  τις τιµές των µεταβλητών καταστάσεως { })t(x....),t(x),t(x n21 .  Το 

σηµείο Q , καθώς αυξάνει  ο χρόνος t,  διαγράφει µια καµπύλη  «τροχιά» στο χώρο, η οποία 

ονοµάζεται  τροχιά του συστήµατος.  Εποπτεία αυτής της τροχιάς µπορούµε να έχουµε 

προφανώς µόνον σε συστήµατα 2ας  και 3ης  τάξεως.  

 

Θα αναφέρουµε εδώ τα βασικότερα πλεονεκτήµατα της µεθόδου αναλύσεως συστηµάτων µε 

χρήση των  εξισώσεων καταστάσεως 

 

1) Η µέθοδος αναφέρεται στο πεδίο του χρόνου άρα έχει άµεση φυσική εποπτεία 

2) Μπορεί να εφαρµοστεί και σε µη γραµµικά και χρονικά µεταβλητά συστήµατα   

3) Έχει σηµαντική ευκολία στην εύρεση των αρχικών συνθηκών. 

4) Προσφέρεται  για χρήση σε Η/Υ  ( σηµαντική ευκολία στον  προγραµµατισµό ) 

5) Παρέχει τη δυνατότητα διατυπώσεως πιο προχωρηµένων προβληµάτων της θεωρίας 

συστηµάτων  (όπως π.χ. η ευστάθεια).    
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4. 9. 3) ∆ιατύπωση των εξισώσεων καταστάσεως για γραµµικό σύστηµα µίας εισόδου – 
µίας εξόδου  
 
Έστω ότι έχουµε ένα γραµµικό σύστηµα µε µία είσοδο f ( t )  και µία έξοδο y ( t ). Το 

σύστηµα θεωρείται  γενικά n – τάξεως και εποµένως περιγράφεται από µια γραµµική 

διαφορική εξίσωση  n – τάξεως , µε σταθερούς συντελεστές. 

)t(fεισοδος )t(y εξοδος
ταξεως−

ΣΥΣΤΗΜΑ

ΓΡΑΜΜΙΚΟ

n

 

Θα θεωρήσουµε ότι η διαφορική εξίσωση  που περιγράφει το σύστηµα θα  έχει την ακόλουθη 

µορφή: 

)t(fb)t(ya
td

)t(yd
a....

td

)t(yd
a

td

)t(yd
a 0011n

1n

1nn

n

n =++++
−

−

−  

Τα  n10 a...,a,a    και   0b  είναι σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί.  

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωσή µας στο δεύτερο µέλος της διαφορικής εξίσωσης δεν 

υπάρχουν παράγωγοι της συναρτήσεως  f ( t )  ( είσοδος του συστήµατος )   

Οι  αρχικές συνθήκες που συνοδεύουν την διαφορική εξίσωση θα είναι: 

1n

1n

2

2

td

)0(yd
,....,

td

)0(yd
,

td
)0(yd

),0(y −

+−++
+  

όπου  t = 0  η  χρονική στιγµή εφαρµογής της  εισόδου ( διέγερσης)  f ( t ).  

Το σύστηµα,  εφ’ όσον είναι n – τάξεως,  θα περιγράφεται από n – µεταβλητές καταστάσεως 

Εδώ µια πολύ καλή εκλογή µεταβλητών καταστάσεως   [ )t(x...),t(x),t(x n21 ]    είναι 

η ακόλουθη:                                        )t(y)t(x1 =  

td

)t(yd
)t(x2 =  

 
2

2

3
td

)t(yd
)t(x =  

. 

. 

2n

2n

1n
td

)t(yd
)t(x

−

−

− =  

1n

1n

n
td

)t(yd
)t(x

−

−

=  

και τούτο γιατί είναι γνωστές οι αρχικές συνθήκες για τις συναρτήσεις αυτές για  t = 0+   
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Παρατηρούµε ότι:  

)t(x
td

)t(yd

td

)t(xd
2

1 ==  

)t(x
td

)t(yd

td

)t(xd
32

2
2 ==  

. 

. 

. 

)t(x
td

)t(yd

td

)t(xd
n1n

1n
1n ==

−

−
−  

)t(f
a

b
)t(y

a

a
...)t(y

td

d

a

a
)t(y

td

d

a

a

td

)t(yd

td

)t(xd

n

0

n

0
2n

2n

n

2n
1n

1n

n

1n
n

n
n +−−−==

−

−
−

−

−
−  

 

ή αντικαθιστώντας  θα πάρουµε: 

)t(x
td

)t(yd

td

)t(xd
2

1 ==  

)t(x
td

)t(yd

td

)t(xd
32

2
2 ==  

. 

. 

. 

)t(x
td

)t(yd

td

)t(xd
n1n

1n
1n ==

−

−
−  

)t(f
a

b
)t(x

a

a
...)t(x

a

a
)t(x

a

a

td

)t(yd

td

)t(xd

n

0
1

n

0
1n

n

2n
n

n

1n
n

n
n +−−−== −

−−  

 

Σε µορφή πινάκων οι εξισώσεις καταστάσεως γράφονται: 

 

)t(f

a/b

.

.

0

0

)t(x

.

.

)t(x

)t(x

a/a......a/aa/a

1...000

0...000

0...100

0...010

)t(x

.

.

)t(x

)t(x

td

d

n0n

2

1

n1nn1n0n

2

1

⋅























+























⋅























−−−

=























−
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και οι εξισώσεις εξόδου: 

[ ]























⋅=

)t(x

.

.

)t(x

)t(x

0...001)t(y

n

2

1

 

 
4. 9. 4 ) Εξισώσεις καταστάσεως σε ηλεκτρικά δίκτυα 
 
Τα ηλεκτρικά δίκτυα,  που αποτελούν µια κατηγορία συστηµάτων, µπορούν να περιγραφούν 

µε  χρήση των εξισώσεων καταστάσεως. 

 Ως µεταβλητές καταστάσεως εκλέγονται συνήθως τα ρεύµατα των  πηνίων και οι τάσεις των 

πυκνωτών και τούτο γιατί για τα µεγέθη αυτά δίδονται πάντοτε οι αρχικές καταστάσεις   

)0(v,)0(i CL
−− . Οι αρχικές καταστάσεις είναι απαραίτητες όπως αναφέραµε για την 

επίλυση του διαφορικού συστήµατος των εξισώσεων καταστάσεως. Εκλέγοντας  λοιπόν τα 

)t(v,)t(i CL  ως µεταβλητές καταστάσεως έχουµε έτοιµες, από τα δεδοµένα,  τις αρχικές 

συνθήκες και δεν χρειάζεται να τις υπολογίσουµε    

Η τάξη  n  ενός ηλεκτρικού δικτύου  ( δηλ  η µέγιστη τάξη παραγώγου στη διαφορική 

εξίσωση που συνδέει είσοδο µε έξοδο ) είναι ίση µε τον συνολικό αριθµό πηνίων και 

πυκνωτών που περιέχει το δίκτυο. Έτσι εξασφαλίζεται ότι  ο αριθµός των  µεταβλητών 

καταστάσεως   που εκλέχθηκαν είναι ακριβώς ίσος µε την τάξη του συστήµατος. 

Παρακάτω θα αναφέρουµε παραδείγµατα γραφής των εξισώσεων καταστάσεως για 

ηλεκτρικά δίκτυα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 129 

Παράδειγµα 1 

Να γραφούν οι εξισώσεις καταστάσεως  και οι εξισώσεις εξόδου  για το παρακάτω δίκτυο      

R – L - C σειράς. Είσοδος του συστήµατος θεωρείται η τάση της πηγής  E ( t ) και έξοδοι 

θεωρούνται οι τάσεις ),t(v),t(v LR )t(vC . Θεωρούνται γνωστές οι τιµές των C,L,R   

και  )0(v),0(i CL
−−   

E ( t )
+

R

L

C

( )−0iL

( )−0VC

+
_ ( )tvC

( )tvL

+

_

( )tvR

+ _

 

 

 Έχουµε:   αριθµός εισόδων  k = 1,   αριθµός εξόδων m = 3,      τάξη συστήµατος  n = 2.  

Όπως προαναφέρθηκε εκλέγονται ως µεταβλητές καταστάσεως τα   )t(v,)t(i CL . 

Άρα:  

∆ιάνυσµα καταστάσεως:    







=

)t(v

)t(i
)t(x

C

L)
,       διάνυσµα εισόδου:    [ ])t(E)t(f =

)
, 

διάνυσµα  εξόδου:   

















=

)t(v

)t(v

)t(v

)t(y

C

L

R
)

 

 

Για να καταστρώσουµε τις εξισώσεις καταστάσεως προσπαθούµε να εκφράσουµε τις πρώτες 

παραγώγους  των µεταβλητών  καταστάσεως, )t(v)t(i CL και  συναρτήσει των ίδιων 

των )t(v,)t(i CL  και ενδεχοµένως  της εισόδου  E ( t ).  

 

Προφανώς  θα  ισχύει:                             )t(i)t(i)t(i CRL ==  

 

Γράφουµε τον Νόµο τάσεων Kirchhoff για τον µοναδικό βρόχο του δικτύου: 

0)t(v)t(v)t(v)t(E CRL =+++−     
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  ή         0)t(v)t(iR
td

)t(id
L)t(E CL

L =+++−          (1) 

 

Επίσης η σχέση τάσεως- ρεύµατος για τον πυκνωτή θα είναι κατά τα γνωστά  

                                          
td

)t(vd
C)t(i)t(i C

CL ==                                 (2) 

Παρατηρούµε ότι οι σχέσεις  (1) και  (2) µε µια απλή ανακατάταξη µας δίνουν τις εξισώσεις 

καταστάσεως.  

Η σχέση (1) γράφεται:      )t(E
L

1
)t(v

L

1
)t(i

L

R

td

)t(id
CL

L +−−=  

και η σχέση (2):                )t(i
C

1

td

)t(vd
L

C =  

ή σε µορφή πινάκων οι εξισώσεις καταστάσεως γράφονται: 

 

)t(E
0

L/1

)t(v

)t(i

0C/1

L/1L/R

)t(v

)t(i

td

d

C

L

C

L








+








⋅







 −−
=








⋅    (3) 

δηλ. ο πίνακας  A
)

  (  µε  διαστάσεις  22×  )  θα είναι:    






 −−
=

0C/1

L/1L/R
A
)

 

και ο πίνακας    B
)

  (  µε  διαστάσεις  12×  )  θα  είναι:    







=

0

L/1
B
)

 

 

Στη συνέχεια  θα διατυπώσουµε  τις εξισώσεις εξόδου του συστήµατος 

Προσπαθούµε να εκφράσουµε τα 3 µεγέθη εξόδου ),t(v),t(v LR )t(vC συναρτήσει των 

µεταβλητών καταστάσεως  )t(v,)t(i CL  και ενδεχοµένως  της εισόδου  E ( t ). 

 

 

Παρατηρούµε ότι:                       )t(iR)t(v LR =      

                                                     )t(E)t(v)t(iR)t(v CLL +−−=     (από τον Ν.Τ.Κ.) 

και                                                )t(v)t(v CC =  

 

Σε µορφή πινάκων οι εξισώσεις εξόδου  θα είναι: 
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)t(E

0

1

0

)t(v

)t(i

10

1R

0R

)t(v

)t(v

)t(v

C

L

C

L

R

⋅

















+







⋅

















−−=

















 

 

δηλ. ο πίνακας  C
)

  (  µε  διαστάσεις  23×  )  θα είναι:    

















−−=

10

1R

0R

C
)

 

και ο πίνακας    D
)

  (  µε  διαστάσεις  13×  )  θα  είναι:    

















=

0

1

0

D
)

 

 

Παράδειγµα 2 

∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο: 

E ( t )
+

L

C
( )−0iL

( )−0VC

( )ti1

_

+

1R

2R

( )ti L

( )tiC

•
A

]2[
]3[

 

 

Θεωρούνται γνωστές οι τιµές των C,L,R,R 21   και  )0(v),0(i CL
−−   

Είσοδος θεωρείται η τάση της πηγής  E ( t ) και έξοδος η τάση του πυκνωτή )t(vC , δηλ. 

πρόκειται για σύστηµα µε µία είσοδο ( άρα  k = 1 )   και µία έξοδο ( άρα  m = 1 ). 

Ζητείται να γραφούν οι εξισώσεις καταστάσεως και οι εξισώσεις εξόδου του δικτύου.  

 

Η τάξη του συστήµατος είναι n = 2  και σύµφωνα µε τα  προηγούµενα ως µεταβλητές 

καταστάσεως εκλέγονται τα µεγέθη   )t(v,)t(i CL . 

Ο νόµος τάσεων Kirchhoff  στον βρόχο  [ 2 ]  δίνει: 

                       0)t(iR
td

)t(id
L)t(v L2

L
C =−−                  (1) 
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Παρατηρούµε ότι ή σχέση (1)  είναι ήδη µία από τις  δύο εξισώσεις καταστάσεως διότι 

συνδέει την πρώτη παράγωγο του  )t(i L  µε  τα  )t(v,)t(i CL . 

Ο νόµος ρευµάτων  Kirchhoff  στον κόµβο (Α) δίνει: 

0)t(i)t(i)t(i CL1 =−−  

ή                                                0
td

)t(vd
C)t(i)t(i C

L1 =−−     (2) 

και ο  νόµος τάσεων Kirchhoff  στον βρόχο  [ 3 ]  δίνει: 

                                                     0)t(vR)t(i)t(E C11 =++−  

ή                                                     )t(v
R

1
)t(E

R

1
)t(i C

11
1 −=    (3) 

Συνδυάζοντας  τις σχέσεις (2) και  (3) παίρνουµε: 

 

)t(v
R

1
)t(E

R

1
C

11

− 0
td

)t(vd
C)t(i C

L =−−       (4) 

 

Παρατηρούµε ότι η σχέση  (4) είναι  η δεύτερη από τις  εξισώσεις καταστάσεως διότι συνδέει 

την πρώτη παράγωγο του  )t(vC  µε  τα  )t(v,)t(i CL  και την είσοδο E ( t ). 

 

Αν ανακατατάξουµε τις εξισώσεις  (1) και (4) θα πάρουµε τελικά τις εξισώσεις καταστάσεως 

του δικτύου:  

)t(v
L

1
)t(i

L

R

td

)t(id
CL

2L +−=  

                        =
td

)t(vd C )t(E
CR

1
)t(v

CR

1
)t(i

C

1

1
C

1
L +−−  

ή σε µορφή πινάκων:   

)t(E
CR/1

0

)t(v

)t(i

CR/1C/1

L/1L/R

)t(v

)t(i

td

d

1C

L

1

2

C

L








+








⋅








−−

−
=








⋅  

 

Οι εξισώσεις εξόδου θα είναι: 

[ ] 







⋅=

)t(v

)t(i
10)t(v

C

L
C  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 
 

ΜΕΛΕΤΗ  ΗΛΕΚΤΡΙΚΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝ  
ΣΤΗΝ ΗΜΙΤΟΝΙΚΗ ΜΟΝΙΜΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 

 
5. 1 ) Γενικά για την Ηµιτονική  Μόνιµη  Κατάσταση ( Η.Μ.Κ.)  

Η µελέτη ενός ηλεκτρικού δικτύου γίνεται πρώτιστα στο στο πεδίο του χρόνου. Όλα τα µεγέθη, 

µε τα οποία περιγράφεται η συµπεριφορά  του ηλεκτρικού δικτύου,   ( τάσεις, ρεύµατα  κ.λ.π.)  

εκφράζονται σαν  συναρτήσεις του χρόνου. Οι συναρτήσεις αυτές δεν υφίστανται  κανένα 

περιορισµό και µπορούν να έχουν οποιαδήποτε µορφή.  Η  µελέτη ενός ηλεκτρικού δικτύου  στο 

πεδίο του χρόνου παρέχει µεγάλη φυσική εποπτεία.  

Υπάρχει όµως  και µία  διαφορετική   µέθοδος ανάλυσης δικτύων και συστηµάτων στην οποία  

γίνεται η ακόλουθη παραδοχή: 

Η χρονική εξάρτηση όλων των µεγεθών είναι,  αποκλειστικά,  της µορφής: 

α ( t ) = Αm sin ( ω t + φ ) 

όταν ισχύει η ειδική αυτή  παραδοχή,  τότε θεωρούµε ότι το δίκτυο βρίσκεται στην 

Ηµιτονική Μόνιµη Κατάσταση ( Η.Μ.Κ.)   

Η ηµιτονοειδής  χρονική εξάρτηση όλων των τάσεων και των ρευµάτων ενός δικτύου µπορεί, 

αρχικά, να φαίνεται περιοριστική, λόγω όµως της µεγάλης σπουδαιότητας της ηµιτονοειδούς 

συναρτήσεως  στις πρακτικές εφαρµογές ( π.χ. εναλλασσόµενο ρεύµα) καλύπτει ένα 

σηµαντικότατο πεδίο µελέτης των ηλεκτρικών δικτύων και συστηµάτων γενικότερα. 

 

5. 2 ) Παραστατικοί µιγαδικοί ( phasors )   

Με βάση την παραδοχή της ηµιτονοειδούς χρονικής εξάρτησης  έχει αναπτυχθεί µια  µαθηµατική 

µεθοδολογία  η οποία µπορεί να περιγράψει  µε αρκετά  απλό τρόπο την συµπεριφορά δικτύων 

και συστηµάτων. Πρόκειται για την µεθοδολογία των παραστατικών µιγαδικών,  η  στροφέων , ή 

phasors.  

Η ηµιτονοειδής συνάρτηση:  

α ( t ) = Am sin ( ω t + φ ) 

Μπορεί να παρασταθεί από τον  στρεφόµενο µιγαδικό  αριθµό:   

tjj
m

)t(j
m eeAeA)t(A ωϕϕ+ω ==  
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Ο  )t(A αποκαλείται και στροφέας ή phasor  και ισχύει  α ( t )  = Im { )t(A }  

Όπως εξηγήθηκε στην παράγραφο 1.2.2  στην έκφραση του )t(A είναι  δυνατόν  να απαλειφθεί 

ο όρος  tje ω  (χρονική εξάρτηση)  και έτσι να προκύψει ο σταθερός µιγαδικός αριθµός:   

ϕ= j
m eAA . 

Αρα λοιπόν η  ηµιτονοειδής συνάρτηση  α ( t ) = Am sin ( ω t + φ ) µπορεί, εξ  ίσου,  να 

παρασταθεί από τον σταθερό µιγαδικό αριθµό  ϕ= j
m eAA  αντί του )t(j

m eA)t(A ϕ+ω= . 

Ο µιγαδικός ϕ= j
m eAA  συνηθίζεται να γράφεται  και  ως: 

ϕ=ω= j
m eA)(AA  

θεωρώντας  βέβαια γνωστή την κυκλική συχνότητα ω στην οποία αναφερόµαστε.  

Oι πράξεις  µεταξύ ηµιτονοειδών συναρτήσεων ανάγονται σε πράξεις µεταξύ µιγαδικών 

αριθµών. Έτσι πολύπλοκες τριγωνοµετρικές εκφράσεις αντικαθίστανται από απλή µιγαδική 

άλγεβρα. 

Αντίστροφα, όπως προαναφέρθηκε,  αν είναι γνωστός ο  ϕ= j
m eAA , και η κυκλική συχνότητα  

ω,  τότε  η  ηµιτονοειδής συνάρτηση  α ( t )  που περιγράφει  ο A ,  προκύπτει από τη σχέση: 

{ } { } )t(sinAeeAImeAIm)t( m
tjj

m
tj ϕ+ω===α ωϕω  

 

Συνοψίζουµε εδώ όλα τα προηγούµενα: 

 

α) Η µελέτη ενός δικτύου ή ενός συστήµατος,  στην Η.Μ.Κ.  προϋποθέτει  την παραδοχή ότι όλα 

τα δυναµικά µεγέθη ( δηλ. τα µεγέθη που είναι συναρτήσεις  του  χρόνου)   έχουν την µορφή      

α ( t ) = Am sin ( ω t + φ ) 

 

β) Για την µαθηµατική  περιγραφή του δικτύου ή του συστήµατος  χρησιµοποιείται η 

µεθοδολογία των παραστατικών µιγαδικών  ( phasors ). Αυτό αποτελεί σηµαντικό πλεονέκτηµα. 

γ) Είναι προφανές  ότι κάνοντας την παραδοχή χρονικής εξάρτησης αποκλειστικά της µορφής    

α ( t ) = Am sin ( ω t + φ )  περιορίζεται σηµαντικά το εύρος των δυνατών καταστάσεων  που 

µπορούν να µελετηθούν.  

Πιο συγκεκριµένα στην Η.Μ.Κ. δεν µπορούν να µελετηθούν µεταβατικά φαινόµενα  αλλά  

µόνον η αποκριση µόνιµης κατάστασης του δικτύου ή του συστήµατος.    



 

 

135

135

δ) Είναι δυνατόν, µε χρήση της ανάλυσης Fourier, να µελετηθούν και περιπτώσεις   µε  χρονικές 

εξαρτήσεις   µη ηµιτονοειδείς  αλλά πάντοτε στη µόνιµη κατάσταση ( Αυτό θα γίνει καλλίτερα 

κατανοητό σε επόµενο κεφάλαιο ) 

 

Αναφέρουµε τέλος ότι η γνώση µόνον της µόνιµης απόκρισης ενός δικτύου ή συστήµατος  είναι 

αρκετή σε  πολλές  περιπτώσεις εφαρµογών  ( π.χ. ανάλυση κυκλωµάτων εναλλασσοµένου 

ρεύµατος). Εκεί ακριβώς βρίσκεται και η µεγάλη αξία της µελέτης στην Η.Μ.Κ.  λόγω και της 

µαθηµατικής της απλότητας.   

 

5. 3 ) Σχέσεις τάσεως ρεύµατος των τριών βασικών ηλεκτρικών στοιχείων 

στην Η.Μ.Κ. 

Παρακάτω διατυπώνονται για τα τρία βασικά ηλεκτρικά στοιχεία οι σχέσεις τάσεως – ρεύµατος 

στην Η.Μ.Κ. Οι σχέσεις αυτές, όπως είναι φυσικό, προκύπτουν απ’ ευθείας από τις αντίστοιχες 

σχέσεις που ισχύουν στο πεδίο του χρόνου, θέτοντας την βασική παραδοχή ότι όλα τα µεγέθη      

( τάσεις – ρεύµατα)   έχουν ηµιτονοειδή µορφή.    

 
 
 
5.3. 1 ) Ωµική αντίσταση R 
 

Στο πεδίο του χρόνου:    )t(iR)t(V RR =  

R

RV

RI

+ _

 

 

Θεωρούµε ότι   i R ( t ) = IRm sin ( ω t + φ )  άρα  ο  phasor  θα είναι   ϕ= j
RmR eII   

και   )t(iR)t(V RR = = R IRm sin ( ω t + φ )     άρα  ο  phasor  θα είναι   

ϕ= j
RmR eIRV = R RI  
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5. 3. 2 ) Πηνίο µε  αυτεπαγωγή L 

Στο πεδίο του χρόνου:    
td

)t(id
L)t(V L

L =  

L

LV

LI

+ _

 
Θεωρούµε ότι   i L ( t ) = ILm sin ( ω t + φ )  άρα  ο  phasor  θα είναι   ϕ= j

LmL eII   

και  
td

)t(id
L)t(V L

L =  = ω L ILm cos ( ω t + φ ) = ω L ILm sin ( ω t + φ + π/2 ) 

άρα  ο  phasor  θα είναι:            ϕ
π

+ϕ
ω=ω= j

Lm

)
2

(j

LmL eILjeILV = LILj ω   

 

5. 3. 3 ) Πυκνωτής µε χωρητικότητα C 

Στο πεδίο του χρόνου:     
td

)t(Vd
C)t(i C

C =  

C
CV

CI

+ _

 
Θεωρούµε ότι   V C ( t ) = VCm sin ( ω t + φ )  άρα  ο  phasor  θα είναι   ϕ= j

CmC eVV   

και  
td

)t(Vd
C)t(i C

C =  = ω C VCm cos ( ω t + φ ) = ω C VCm sin ( ω t + φ + π/2 ) 

άρα  ο  phasor  θα είναι:            ϕ
π

+ϕ
ω=ω= j

Cm

)
2

(j

CmC eVCjeVCI = CVCj ω  

 
5. 4 ) Σύνθετη αντίσταση στην Η.Μ.Κ.  
 
Ακριβώς όπως και στο πεδίο του χρόνου µπορούµε και στην Η.Μ.Κ.  να σκεφτούµε έναν 

«γενικευµένο»  νόµο του  Ohm  σύµφωνα µε τον οποίο σε ένα ηλεκτρικό στοιχείο ορίζεται η  

γενικευµένη  σύνθετη αντίσταση  )j(Z ω  ( ή και απλά  )(Z ω  )  

V

+
_

I
Z

 

I

V
)(Z =ω       ( Ohm ) 
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και η γενικευµένη   σύνθετη αγωγιµότητα  )(Y ω  

 

)(Y ω   = 
)(Z

1

ω
= 

V

I
      ( Ohm- 1 ) 

 

 
Για τα τρία  βασικά παθητικά  ηλεκτρικά στοιχεία θα  είναι: 

 
 

Ωµική αντίσταση  R 

R

RV

RI

+ _

 
 

 
 

R
I

V
)(Z

R

R
R ==ω  

 
 

)(YR ω = 
R

1

V

I

R

R =  

 
Πηνίο  L 

L

LV

LI

+ _

 
 

 
 

Lj
I

V
)(Z

L

L
L ω==ω  

 
 

)(YL ω  = 
Lj

1

V

I

L

L

ω
=  

 
Πυκνωτής C 

C
CV

CI

+ _

 
 

 
 

Cj

1

I

V
)(Z

C

C
C ω

==ω  

 
 

 )(YC ω  = Cj
V

I

C

C ω=  

 

 

Αν θεωρήσουµε συνδεσµολογίες δύο ακροδεκτών Α-Β, αποτελούµενες από τα βασικά στοιχεία  

R, L, C  µπορούµε να υπολογίσουµε την συνολική  γενικευµένη σύνθετη αντίσταση )(Z ω . 

Ισχύουν και εδώ όλοι οι κανόνες σύνθεσης αντιστάσεων που είναι γνωστοί από τη στοιχειώδη 

θεωρία κυκλωµάτων. Παρακάτω αναφέρουµε δύο παραδείγµατα: 

 

α)   Να βρεθεί η  )(ZAB ω              

R L C

• •A B
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)
C

1
L(jR

Cj

1
LjR)(ZAB ω

−ω+=
ω

+ω+=ω  

  

β)   Να βρεθεί η  )(ZAB ω     

R

L C

• •A B

 

CRj1

R
Lj

Cj

CRj1
Cj

R

Lj

Cj

1
R

Cj

1
R

Lj)(ZAB
ω+

+ω=

ω

ω+
ω

+ω=

ω
+

ω
⋅

+ω=ω  

 

 

Γενικά   µπορούµε να γράψουµε: 

V

+
_

I
ABZ

A B••

 

άν  Vj
m eVV ϕ=   και      Ij

m eII ϕ=  

Τότε                                      ABAB
)(j

m

m
AB XjRe

I

V

I

V
Z iV +=== ϕ−ϕ  

 
 

Στην περίπτωση που το στοιχείο Z  αποτελείται µόνον από παθητικά στοιχεία R, L, C τότε το 

πραγµατικό  µέρος RAB και το φανταστικό µέρος XAB  µπορούν να γραφούν σαν ρητές 

συναρτήσεις ( πηλίκα πολυωνύµων )  του ω,  δηλαδή: 

 

( ) ( )ω+ω=ω= ABABABAB XjR)(ZZ  

5. 5 ) Ισχύς  στην Η.Μ.Κ.  
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Όταν  η τάση V ( t )  και το ρεύµα  i ( t ) σε ένα ηλεκτρικό στοιχείο είναι ηµιτονοειδούς µορφής 

τότε  η στιγµιαία ισχύς p ( t ) = V ( t ) i ( t )    θα µεταβάλλεται  σύµφωνα  µε το τετράγωνο 

ηµιτόνου.  Η  στιγµιαία ισχύς δεν έχει πρακτική αξία και έτσι  χρησιµοποιείται η µέση τιµή της  

η οποία αποκαλείται µέση ισχύς  ή ενεργός ισχύς ή πραγµατική ισχύς. ( και οι 3 αυτοί όροι 

σηµαίνουν το ίδιο πράγµα) 

Παρακάτω  περιγράφεται το θέµα της ισχύος στην Η.Μ.Κ. αναλυτικά    

Έστω ένα ηλεκτρικό στοιχείο: 
 

+
_

)t(i

)t(V

)D(Z

 
  

Στο πεδίο του χρόνου 
 

V

+
_

I
Z

 
 

Στην  Η.Μ.Κ. 

Θεωρούµε κατά τα γνωστά: 

)t(sinV)t(V Vm ϕ+ω=      άρα            Vj
m eVV ϕ=  

)t(sinI)t(i Im ϕ+ω=     άρα             Ij
m eII ϕ=  

 
Η µέση ( ή ενεργός )   ισχύς θα είναι:   
 

td)t(sinI)t(sinVtd)t(ptd)t(i)t(VPP ImV

T

0

m

T

0

T

0

ϕ+ωϕ+ω==== ∫∫∫ενµ  

 
Αποδεικνύεται εύκολα ότι το αποτέλεσµα του ολοκληρώµατος αυτού είναι: 
 

)(cosIV
2

1
P IVmm ϕ−ϕ=εν  

 

 αν χρησιµοποιήσουµε τις ενεργές τιµές των V ( t ) και  i ( t ) ,  2/VV m=εν   και 

2/II m=εν   θα πάρουµε: 
 

)(cosIVP IV ϕ−ϕ= ενενεν  

 
ορίζοντας την γωνία     ϕ       ως :        IV ϕ−ϕ=ϕ  

θα έχουµε:                                       ϕ= ενενεν cosIVP      ( Watts) 
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Η ενεργός ισχύς  Pεν   που απορροφά  ένα ηλεκτρικό στοιχείο είναι αυτή που τελικά µετατρέπεται 

σε ωφέλιµο έργο προς τον «εξωτερικό κόσµο» ( θερµότητα , µηχανική ενέργεια κ.λ.π.)  

Η τιµή  του   cos φ  ονοµάζεται  συντελεστής ισχύος 

Αντίστοιχα ορίζονται:  

η άεργος ισχύς:                            ϕ= ενενα sinIVP           ( VAR ) 

και η φαινοµένη ισχύς:               ενεναενϕ =+= IVPPP 22     ( VA ) 

 

Μπορούµε να φτάσουµε στα ίδια συµπεράσµατα ορίζοντας την λεγόµενη «µιγαδική ισχύ» S ως 

εξής: 

αενενενενεν
ϕ

ενεν
ϕ−ϕ +=ϕ+ϕ===⋅= PjPsinIVjcosIVeIVeIV

2

1
IV

2

1
S

j)(j
mm

* IV  

 
όπου:               { }SRecosIVP =ϕ= ενενεν            η ενεργός  ισχύς σε Watt 

 
{ }SImsinIVP =ϕ= ενενα            η άεργος  ισχύς σε VAR 

 

    SPPP 22 =+= αενϕ                      η φαινοµένη ισχύς σε  VA 
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5. 6 ) Εύρεση της µόνιµης απόκρισης γραµµικού δικτύου σε ηµιτονοειδή 

διέγερση 

Ένα γραµµικό ηλεκτρικό δίκτυο , ή σύστηµα γενικότερα, θα περιγράφεται ως γνωστόν από την 

γραµµική ∆.Ε. 

Γραµµικό  
Χρονικά Σταθερό  

∆ίκτυο  
R L C 

)t(f )t(y

  ΕΙΣΟ∆ΟΣ 
(∆ΙΕΓΕΡΣΗ) 

ΕΞΟ∆ΟΣ

(ΑΠΟΚΡΙΣΗ)

 

 

)t(fb)t(fDb...)t(fDb)t(fDb

)t(ya)t(yDa...)t(yDa)t(yDa

01
1m

1m
m

m

01
1n

1n
n

n

++++=

=++++

−
−

−
−  

η οποία  γράφεται  και ως: 

A ( D ) y ( t )  = B ( D ) f ( t ) 

Θεωρούµε ώς  σήµα εισόδου την ηµιτονοειδή συνάρτηση 

f ( t ) = F 0 sin ( ω t + φ ) 

τότε είναι γνωστό από την θεωρία των διαφορικών εξισώσεων ότι  η µερική λύση της ανωτέρω 

∆.Ε. θα είναι της µορφής 

y ( t ) = Y 0 sin ( ω t + θ ) 

δηλ. θα είναι µια ηµιτονοειδής συνάρτηση µε την ίδια κυκλική συχνότητα  ω, αλλά διαφορετικό 

πλάτος και διαφορετική αρχική φάση. Η µερική λύση εκφράζει την µόνιµη απόκριση του 

δικτύου  και µπορεί να υπολογιστεί κατά τα γνωστά όπως έχει αναφερθεί στο κεφάλαιο                

« Επίλυση γραµµικών ∆.Ε.». 

Θα δείξουµε εδώ και έναν άλλο, πιο εύκολο, τρόπο εύρεσης της µερικής λύσης ( ή  µόνιµης 

απόκρισης )  y( t  ),  ο οποίος µάλιστα θα µας οδηγήσει σε µία πολύ  βασική  έννοια της  

θεωρίας συστηµάτων, την έννοια της συναρτήσεως µεταφοράς. 

Γράφουµε τις ηµιτονοειδείς συναρτήσεις  f ( t ) και y ( t ) κάνοντας χρήση των παραστατικών 

µιγαδικών τους  (phasors)  : 

f ( t ) = Im { }tjeF ω       όπου       ϕ= j
0 eFF  

 y ( t ) = Im { }tjeY ω      όπου      θ= j
0 eYY  

όπου προφανώς τα µεγέθη  Y0  και  θ είναι άγνωστα. 
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Αντικαθιστούµε τις µιγαδικές  εκφράσεις των   f ( t )  και y ( t ) στην  ∆.Ε. και έχουµε: 

 

a n  D n Im { Y 0 e
 j θ e j ω t } + a n - 1  D n - 1 Im { Y 0 e

 j θ e j ω t } + . . . + a 1D
 Im { Y 0 e

 j θ e j ω t } + 

+  a 0 Im { Y 0 e
 j θ e j ω t }  =  b m  D m Im { F0 e

 j φ e j ω t } +  b m - 1 D m –1 Im { F0 e
 j φ e j ω t } + 

+ . . . + b 1D Im { F0 e
 j φ e j ω t } + b 0 Im { F0 e

 j φ e j ω t } 

 

περνώντας τους τελεστές των παραγώγων µέσα στις εκφράσεις των  Im {..} η ανωτέρω σχέση 

γράφεται και ως εξής: 

 

Im { a n  D n Y0 e
 j θ e j ω t } + Im { a n - 1  D n - 1Y0 e

 j θ e j ω t } + . . . + Im { a 1 D Y0 e
 j θ e j ω t } + 

+  Im { a 0 Y0 e
 j θ e j ω t }  =  Im { b m  D m  F0 e

 j φ e j ω t } +  Im { b m - 1 D m –1 F0 e
 j φ e j ω t } + 

+ . . . + D Im { b 1 F0 e
 j φ e j ω t } + Im { b 0 F0 e

 j φ e j ω t } 

 

Παρατηρούµε ότι  γενικά σε ένα όρο της µορφής: 

a k  D k Y0 e
 j θ e j ω t  

i) Tο µέγεθος   Y0 e
 j θ  είναι σταθερό, ανεξάρτητο του χρόνου, άρα εξέρχεται της παραγωγίσεως 

ii) Η παράγωγος    D k e j ω t  = ( j ω ) k e j ω t 

 

συνεπώς η ∆.Ε. γράφεται τώρα: 

 

Ιm { a n  Y0 e
 j θ ( j ω ) n e j ω t } + Im { a n - 1 Y0 e

 j θ ( j ω ) n - 1 e j ω t } + . . . + Im { a 1 Y0 e
 j θ ( j ω ) 

e j ω t } +   Im { a 0 Y0 e
 j θ e j ω t }  =  Im { b m  F0 e

 j φ ( j ω ) m e j ω t } +  Im { b m - 1 F0 e
 j φ ( j ω ) m - 1 

e j ω t } + . . . + Im { b 1 F0 e
 j φ ( j ω )  e j ω t } + Im { b 0 F0 e

 j φ e j ω t } 

 

και επειδή για τον «τελεστή» Im {..} ισχύει η γραµµικότητα δηλαδή  

 

Im { 1z  } + Im { 2z  } = Im { 1z  + 2z } 

 

θα πάρουµε τελικά: 
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Ιm { a n  Y0 e
 j θ ( j ω ) n e j ω t  +  a n - 1 Y0 e

 j θ ( j ω ) n - 1 e j ω t  + . . . + a 1 Y0 e
 j θ ( j ω ) e j ω t  +         

+  a 0 Y0 e
 j θ e j ω t }  =  Im { b m  F0 e

 j φ ( j ω ) m e j ω t  +  b m - 1 F0 e
 j φ ( j ω ) m - 1 e j ω t  + . . .            

+  b 1 F0 e
 j φ ( j ω )  e j ω t  +  b 0 F0 e

 j φ e j ω t } 

 

βγάζοντας τους κοινούς παράγοντες 

 

Ιm { Y0 e
 j θ e j ω t [ a n  ( j ω ) n  +  a n - 1 ( j ω ) n - 1  + . . . + a 1 ( j ω )  +  a 0 ] }  =   

                    = Im { F0 e
 j φ e j ω t  [ b m ( j ω ) m  +  b m - 1 ( j ω ) m - 1  + . . . +  b 1 ( j ω )  +  b 0 ] } 

 

ή                               Ιm { Y0 e
 j θ e j ω t Α ( j ω )  }  =  Im { F0 e

 j φ e j ω t  
Β ( j ω ) } 

 

( δηλ στα πολυώνυµα  A ( D ) και Β ( D )  θέτουµε όπου D  το  j ω ) 

η τελευταία έκφραση       Ιm { Y0 e
 j θ e j ω t Α ( j ω )  }  =  Im { F0 e

 j φ e j ω t  
Β ( j ω ) }  ισχύει 

προφανώς   για κάθε  t.  

Στο σηµείο αυτό θεωρούµε ότι το  γινόµενο  Y0 e
 j θ Α ( j ω )  ( ανεξάρτητο του χρόνου t )     

γράφεται γενικά   

Y0 e
 j θ Α ( j ω )  =  s 1 + j s 2 

 

και επίσης το γινόµενο   F0 e
 j φ  Β ( j ω )  γράφεται 

F0 e
 j φ  

Β ( j ω ) = p 1 + j p 2  

 

άρα η ισότητα            Ιm { Y0 e
 j θ e j ω t Α ( j ω )  }  =  Im { F0 e

 j φ e j ω t  Β ( j ω ) } 

 

γράφεται:                    Ιm { e j ω t ( s 1 + j s 2  ) }  =  Im { e j ω t ( p 1 + j p 2
 ) } 

 

ή          Ιm { ( s 1 + j s 2 ) ( cos ω t  + j sin ω t  ) } =  Im { ( p 1 + j p 2 ) ( cos ω t  + j sin ω t ) } 

 

µετά από απλές, αλγεβρικές πράξεις θα πάρουµε: 

 Ιm { s 1 cos ω t + j s 1 sin ω t  + j s 2 cos ω t - s 2  sin ω t } = 

                                                     = Ιm { p 1 cos ω t + j p 1 sin ω t  + j p 2 cos ω t - p 2  sin ω t } 
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εξισώνοντας τα φανταστικά µέρη των δύο µιγαδικών ποσοτήτων καταλήγουµε στο συµπέρασµα 

ότι  ισχύει:   

s 1 sin ω t  +  s 2 cos ω t  =  p 1 sin ω t  +  p 2 cos ω t        για κάθε  t 

η ανωτέρω σχέση γράφεται: 

(s 1 – p 1 ) sin ω t  +  (s 2 – p 2 ) cos ω t = 0       για κάθε  t 

επειδή όµως οι συναρτήσεις  sin ω t   και cos ω t  είναι γραµµικά ανεξάρτητες  θα ισχύει: 

(s 1 – p 1 ) = 0       άρα        s 1 =  p 1  

και                                            (s 2 – p 2 ) = 0       άρα        s 2 =  p 2   

από τις δύο τελευταίες  ισότητες προκύπτει ότι:  

s 1 + j s 2  = p 1 + j p 2  

 

άρα και                                         Y0 e
 j θ Α ( j ω )  =  F 0 e

 j φ  Β ( j ω )   

δηλαδή                                                 Y  Α ( j ω )  =  F   Β ( j ω ) 

ισοδύναµα µπορούµε να γράψουµε: 

Y ( ω ) Α ( j ω )  =  F( ω )  
Β ( j ω ) 

Το τελικό λοιπόν συµπέρασµα είναι ότι ο παραστατικός µιγαδικός  θ= j
0 eYY   ( phasor ) της 

άγνωστης συνάρτησης  y ( t )  υπολογίζεται από την απλή σχέση: 

 

 

)(F
)j(A

)j(B
)(Y ω

ω

ω
=ω  

 

 

∆ηλαδή στην αρχική διαφορική σχέση   A ( D ) y ( t )  = B ( D ) f ( t )  η οποία ισχύει στο 

πεδίο του χρόνου, στη θέση των  y ( t ) και  f ( t )  θέτουµε τους αντίστοιχους παραστατικούς 

µιγαδικούς  Y ( ω )  και  F ( ω )  , αντίστοιχα και επίσης : 

- Τα πολυώνυµα  του τελεστή  D,   A ( D )  και  B ( D ) µετατρέπονται σε πολυώνυµα του 

παράγοντα  jω , θέτοντας απλώς  όπου D το   jω 
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5. 7 ) Η συνάρτηση µεταφοράς  

Με  βάση την προηγούµενη ανάλυση οδηγούµαστε σε µία πολύ σηµαντική έννοια της θεωρίας  

δικτύων και συστηµάτων γενικότερα. Πρόκειται για την έννοια της συναρτήσεως µεταφοράς. 

Άς θεωρήσουµε και πάλι ένα γραµµικό και χρονικά σταθερό δίκτυο, στην Η.Μ.Κ.  

Για ένα δίκτυο ή σύστηµα που ευρίσκεται  στην Η.Μ.Κ. µπορούµε να πούµε ότι ευρίσκεται 

και στο  Πεδίο της Συχνότητας  ( σε αντίθεση µε το γνωστό µας Πεδίο του Χρόνου) 

Γραµµικό  
Χρονικά Σταθερό  

∆ίκτυο  
R L C 

)(F ω )(Y ω

  ΕΙΣΟ∆ΟΣ 
(∆ΙΕΓΕΡΣΗ) 

ΕΞΟ∆ΟΣ

(ΑΠΟΚΡΙΣΗ)

 
Είδαµε στα προηγούµενα ότι , σε ηµιτονοειδή διέγερση,  η απόκριση µόνιµης κατάστασης του 

δικτύου δίνεται από την σχέση:  

F
)j(A

)j(B
Y

ω

ω
=  

Αν θεωρήσουµε το πηλίκο   
διεγερση

αποκριση
  , στο πεδίο της συχνότητας, και θέσουµε τους 

αντίστοιχους  παραστατικούς µιγαδικούς της διέγερσης και της απόκρισης  θα προκύψει: 

)j(A

)j(B

F

Y

ω

ω
=  

 Η µιγαδική συνάρτηση του jω  

)j(A

)j(B

F

Y
)j(H

ω

ω
==ω  

λέγεται συνάρτηση µεταφοράς του δικτύου ( ή συστήµατος γενικότερα ) , µε θεωρούµενη 

διέγερση ( είσοδο)  την F  και απόκριση ( έξοδο) την Y . Η συνάρτηση µεταφοράς ορίζεται 

µόνον στο πεδίο της συχνότητας, και όπως παρατηρούµε  ο παραστατικός µιγαδικός της 

απόκρισης του συστήµατος    (πάντα στη µόνιµη  κατάσταση! ) δίνεται από ένα απλό γινόµενο 

µεταξύ της συναρτήσεως µεταφοράς και του παραστατικού µιγαδικού της διέγερσης. 

F)j(HY ω=  

Πρέπει να τονιστεί ότι η συνάρτηση µεταφοράς ενός δικτύου δεν εξαρτάται από τα µεγέθη  F  

και Y  αλλά µόνον από την εσωτερική δοµή του δικτύου 
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5. 8 ) Παραδείγµατα  

Παράδειγµα 1 ) 

Στα παρακάτω δίκτυα να βρεθούν οι συναρτήσεις µεταφοράς 
 
 

+

)t(E

R

C
+

−

)t(VC

εισοδος εξοδος

 

 

Λύση: 

Στο πεδίο της  συχνότητας θα ισχύει: 

 

Cj

1
R

Cj

1

EVC

ω
+

ω
=  

άρα: 

 

Η (  j ω )  = 

Cj

1
R

Cj

1

E

VC

ω
+

ω
=  

και τελικά  

 

Η (  j ω )  = 
1CRj

1

+ω
 

 

 

+

)t(E

R

L

+

−

)t(VL

εισοδος εξοδος

 

 

Λύση: 

Στο πεδίο της  συχνότητας θα ισχύει: 

 

LjR

Lj
EVL

ω+

ω
=  

 

 

άρα: 

 

Η ( j ω ) = 
LjR

Lj

E

VL

ω+

ω
=  
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Παράδειγµα 2 ) 

Στο παρακάτω δίκτυο είσοδος θεωρείται η τάση της πηγής E ( t ) και έξοδος η τάση του πηνίου 

V L ( t ) . Να βρεθεί η συνάρτηση µεταφοράς. 

R

L

C

( )tE
( )tVL

+

−

+

 

Λύση 

Θεωρούµε ότι το δίκτυο βρίσκεται στο πεδίο της συχνότητας . Για να βρούµε την σχέση µεταξύ 

των τάσεων  E  και LV , µπορούµε π.χ. να εφαρµόσουµε τον κανόνα του διαιρέτη τάσεως: 

Cj

1
LjR

Lj
EVL

ω
+ω+

ω
=  

   πολλαπλασιάζοντας  αριθµητή και παρονοµαστή επί  j ω C    παίρνουµε  

1LCRCj

LC
EV

2

2

L
+ω−ω

ω−
=  

άρα η ζητούµενη συνάρτηση µεταφοράς θα είναι: 

1LCRCj

LC

E

V
)j(H

2

2
L

+ω−ω

ω−
==ω  

 

Αν θεωρήσουµε µοναδιαίες τιµές στοιχείων  R = 1 Ω,  L = 1 H,  C = 1 F   η συνάρτηση 

µεταφοράς γράφεται: 

ω+ω−

ω−
=ω

j1
)j(H

2

2

 

Σε ένα σήµα εισόδου  Ε ( t ) = 4 sin ( 5 t + 32o )   µε  παραστατικό µιγαδικό   
o32je4E =                 

( ω = 5  r / s )    θα πάρουµε µόνιµη απόκριση µε παραστατικό µιγαδικό LV   όπου: 

E)5j(HE)j(HVL =ω=  
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Η συνάρτηση    µεταφοράς   Η ( j ω ) ,   για  ω = 5 r /sec  παίρνει τιµή  Η ( j 5 )  ή  πιο  απλά           

Η ( 5 )  όπου: 

Η ( 5 )
5j51

5
2

2

+−

−
=

o8.11je019.1)208.0j998.0(
5j24

25
=+=

+−

−
=  

  

άρα                                   
ooo 8.43j32j8.11j

L e076.4e4e019.1E)5j(HV =⋅==  

 

και η απόκριση στο πεδίο του χρόνου θα γράφεται: 

                                                  V L ( t ) = 4.076 sin ( 5 t + 43.8 o ) 

 

Παράδειγµα 3 ) 

Στο παρακάτω δίκτυο είσοδος θεωρείται η τάση της πηγής E ( t ) και έξοδος η τάση V ( t ) . Να 

βρεθεί η συνάρτηση µεταφοράς. 

1R

2R

3R

4R)t(E C
+ +

−
)0(VC

−

)t(V

+

−

 

Λύση: 

Για το εικονιζόµενο δίκτυο έχει βρεθεί η ∆.Ε. που συνδέει διέγερση µε απόκριση στο εδάφιο  4.8 

σελ 119 

Επαναλαµβάνουµε εδώ την ∆.Ε. 

=+++++++ )t(V]RRRRRRRRRR)RRRRRRRRR(CD[ 4342413221431421321  

=  [  R 1R 3 R 4 CD +  R 1R 4 + R 2R 4 + R 3R 4 ] E ( t ) 

Εποµένως αντικαθιστώντας το σύµβολο D µε το jω  και τα µεγέθη Ε ( t ) , V ( t ) µε τους 

αντίστοιχους παραστατικούς µιγαδικούς E   και  V , προκύπτει αµέσως η συνάρτηση µεταφοράς 

 

4342413221431421321

434241431

RRRRRRRRRR)RRRRRRRRR(j

RRRRRRRRRj

E

V
)j(H

+++++++ω

+++ω
==ω  
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Αν θεωρήσουµε και πάλι µοναδιαίες τιµές στοιχείων  R 1 = R 2 = R 3 = R 4 = 1  Ω και  C = 1 F   η 

συνάρτηση µεταφοράς θα γράφεται: 

53j

3j

E

V
)j(H

+ω

+ω
==ω  

Σε ένα σήµα εισόδου  Ε ( t ) = 3sin ( 2 t ) , µε παραστατικό  µιγαδικό  3e3E 0j == , θα πάρουµε 

απόκριση µε παραστατικό µιγαδικό     E)2j(HE)j(HV =ω=  

 

oπου:                                        
o

o

o

5.16j

2.50j

7.33j

e462.0
e810.7

e606.3

56j

32j
)2j(H −==

+

+
=  

 

άρα:                                          
oo 5.16j5.16j e386.13e462.0E)2j(HV −− =⋅==  

 

και στο πεδίο του χρόνου:                    V ( t )  =  1.386 sin ( 2 t – 16.5o ) 
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Παράδειγµα 4 )  ( Θεώρηµα επαλληλίας στην Η.Μ.Κ. ) 

Στο παράδειγµα αυτό θα ασχοληθούµε µε  το βασικό αυτό θεώρηµα της θεωρίας κυκλωµάτων, 

και τον τρόπο εφαρµογής του στην Η.Μ.Κ.,   χρησιµοποιώντας ένα απλό παράδειγµα  

Έστω το ακόλουθο ηλεκτρικό δίκτυο: 
 

R

L

C

( )tiολ

( )te1

( )te2

( )te3

+

+

+

 
 

 

Οι τιµές  των στοιχείων είναι:  F400C,mH50L,10R µ==Ω=   

και οι τάσεις των πηγών:  ( ) ( ) ( ) V)t300(sin8te,V)t200(sin15te,V)t100(sin20te 111 ===  

Να υπολογιστεί το ρεύµα  ( )ti ολ . 

Λύση: 

Θα εφαρµόσουµε το θεώρηµα της επαλληλίας, δηλ. θα επιλύσουµε το δίκτυο 3 φορές, µε µία 

πηγή να λειτουργεί κάθε φορά, και στο τέλος θα προσθέσουµε τα αποτελέσµατα. 

ΠΡΟΣΟΧΗ!  Η επίλυση του δικτύου θα γίνει µε την µέθοδο των παραστατικών µιγαδικών 

(phasors) και ως γνωστόν δεν επιτρέπεται η τελική πρόσθεση των αποτελεσµάτων να γίνει στο 

µιγαδικό πεδίο, αλλά στο πεδίο του χρόνου. 

 
Οι αντίστοιχοι phasors των πηγών θα είναι:  

 
( ) V20E,V)t100(sin20te 11 =αρα=            sec/rad1001 =ω  

 
( ) V15E,V)t200(sin15te 22 =αρα=         sec/rad2002 =ω  

 
( ) V8E,V)t300(sin8te 33 =αρα=              sec/rad3003 =ω  
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και                
( )i
i

i Z

E
I

ω
=

ολ

        όπου       ( )
C

j
LjRZ

i
ii

ω
−ω+=ωολ        µε      i = 1, 2, 3 

 
 
κάνοντας τους αριθµητικούς υπολογισµούς  θα πάρουµε:  
 
 

( ) Ω−∠=ωολ
o

1 4.6336.22Z      και    A4.63894.0I o
1 ∠=  

 

( ) Ω−∠=ωολ
o

2 0.1431.10Z      και     A0.14455.1I o
2 ∠=  

 

   ( ) Ω∠=ωολ
o

3 7.3302.12Z       και      A7.33665.0I o
3 −∠=  

 
και τελικά στο πεδίο του χρόνου: 
 

( ) A)4.63t100(sin894.0ti o
1 +=  

 

( ) A)0.14t200(sin455.1ti o
2 +=  

 

( ) A)7.33t300(sin665.0ti o
3 −=  

 
 
το ρεύµα  ( ) ( ) ( ) ( )titititi 321 ++=ολ    προφανώς είναι µη ηµιτονοειδές 

 
 
Παρακάτω δείχνουµε τις γραφικές παραστάσεις όλων των µεγεθών που σχετίζονται µε το 

πρόβληµα 
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Η τάση της πηγής e1(t) 
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Η τάση της πηγής e2(t) 
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 Η τάση της πηγής e3(t) 
 
 

 

(sec)t
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t
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λ
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Η τάση eολ(t) = e1(t) + e2(t) + e3(t)  
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(sec)t
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         Ρεύµα i1(t)  (δρά µόνον η πηγή e1(t)) 

 

(sec)t
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Ρεύµα i2(t)  (δρά µόνον η πηγή e2(t)) 
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        Ρεύµα i3(t)  (δρά µόνον η πηγή e3(t)) 
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Ρεύµα iολ(t) = i1(t) + i2(t) + i3(t) 

είναι  µη ηµιτονοειδές 
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Η στιγµιαία ισχύς p(t) = eολ(t) iολ(t) που απορροφά η  
συνδεσµολογία RLC. Παρατηρήστε ότι παίρνει και 

αρνητικές τιµές    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ FOURIER ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΣΤΗΝ ΕΠΙΛΥΣΗ 
ΗΛΕΚΤΡΙΚΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝ 

 
 
6. 1 )  Ανάλυση Fourier περιοδικών συναρτήσεων 

 
 6. 1. 1 ) Εισαγωγικά 
Έστω µία περιοδική συνάρτηση του χρόνου  f ( t ) , την  οποία µπορούµε να αποκαλούµε και 

«σήµα» Η συνάρτηση f ( t ) ορίζεται από το ∞−  έως το ∞+  Η  περίοδος της  f ( t )  είναι  ίση 

µε  Τ  και   ισχύει  f ( t ) = f ( t + Τ ).   

 

t

)t(f

0 T T2 T3T−
••• •••

 

Εάν η συνάρτηση f ( t ) πληροί κάποιες προϋποθέσεις, που δεν θα αναφερθούν εδώ και θα 

θεωρηθεί  ότι ισχύουν πάντοτε,  τότε είναι  δυνατόν η f ( t )  να αναλυθεί σε ένα άπειρο 

άθροισµα γραµµικά ανεξαρτήτων συναρτήσεων.  ∆ιαφορετικά, µπορούµε να πούµε ότι η        

f ( t )  µπορεί να γραφεί στη µορφή µια σειράς συναρτήσεων  η οποία θα συγκλίνει για κάθε  t.  

 

6. 1. 2 )   Σειρά Fourier - τριγωνοµετρικές µορφές  Α και Β 

Όταν οι  όροι της σειράς, στην οποία αναπτύσσεται η περιοδική  συνάρτηση f ( t ),  είναι 

ηµιτονοειδείς και συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις, τότε η σειρά αυτή ονοµάζεται σειρά Fourier.  

Οι ηµιτονοειδείς και συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις έχουν κυκλικές συχνότητες που είναι 

ακέραια πολλαπλάσια  µιας βασικής κυκλικής συχνότητας  ω 1 . Η  ω 1 δίνεται από την σχέση  

T

2
1

π
=ω ,   όπου Τ  η περίοδος της  f ( t ) 

Το ανάπτυγµα της  f ( t ) θα γράφεται ως εξής:  
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])tn(cosb)tn(sina[c)t(f 1n
1n

1n0 ω+ω+= ∑
∞

=

     ( 6. 1 ) 

 

όπου    n = 1, 2, . . .    ( δείκτης)   

a n , b n   συντελεστές  εξαρτώµενοι από τον δείκτη n  , αλλά όχι από τον χρόνο t  

T

2
1

π
=ω ,   όπου Τ  η περίοδος της  f ( t ) ,  η βασική ( ή θεµελειώδης ) κυκλική συχνότητα  

                                              ∫=
T

0

0 td)t(f
T

1
c                η µέση τιµή της   f  ( t ) 

Το ανωτέρω ανάπτυγµα µιας περιοδικής συναρτήσεως f ( t ) σε ηµιτονοειδείς και 

συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις αποκαλείται, όπως προαναφέρθηκε,  ανάπτυγµα Fourier.    

 
Οι συντελεστές  na    και   nb  , του αναπτύγµατος Fourier,   δίνονται από τους τύπους: 
 

∫ ω=
T

0
1n dt)tn(sin)t(f

T

2
a   ( 6. 2 )    και    ∫ ω=

T

0
1n dt)tn(cos)t(f

T

2
b    ( 6. 3 )   

 
οι τύποι αυτοί όπως και ο τύπος που δίνει το 0c , αποδεικνύονται εύκολα µε χρήση των 

παρακάτω ολοκληρωµάτων: 
 

∫ =ω
T

0

0dt)tn(sin    ,    ∫ =ω
T

0

0dt)tn(cos       όπου  n  ακέραιος   και  
T

2 π
=ω  

 

∫ =ωω
T

0

0dt)tk(cos)tn(sin          ανεξάρτητα από τις τιµές των k, n   

 

∫




=

≠
=ωω

T

0
nk2/T

nk0
dt)tk(sin)tn(sin   και      ∫





=

≠
=ωω

T

0
nk2/T

nk0
dt)tk(cos)tn(cos  

 
Αν πολλαπλασιάσουµε τo ανάπτυγµα  ( 6.1 )  επί )tn(sin 1ω  και επί   )tn(cos 1ω  διαδοχικά, 

και ολοκληρώσουµε τα γινόµενα από 0 έως Τ,  θα προκύψουν αµέσως οι τύποι (6. 2 ) και ( 6.3 ). 

Η σχετική διαδικασία αφήνεται ως άσκηση.  

 

Σχετικά µε το ανάπτυγµα  Fourier κάνουµε τις εξής  παρατηρήσεις: 
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α) Οι συναρτήσεις   a n sin( nω1 t ) και  b n cos( nω1 t ), όπως  είναι γνωστό, είναι σε κάθε 

περίπτωση γραµµικά ανεξάρτητες. 

β) Η µέση τιµή του αθροίσµατος ])tn(cosb)tn(sina[ 1n
1n

1n ω+ω∑
∞

=

είναι προφανώς 

µηδέν.  Έτσι γίνεται αντιληπτός ο λόγος της ύπαρξης του όρου  c 0  στο ανάπτυγµα,  διότι η µέση 

τιµή  της  f  ( t )  δεν είναι αναγκαστικά µηδέν. 

 

Παρακάτω θα διατυπώσουµε και µια δεύτερη , ισοδύναµη, µορφή του αναπτύγµατος σε σειρά 

Fourier µιας περιοδικής συναρτήσεως. 

 Είναι γνωστή η τριγωνοµετρική ταυτότητα: 

a n sin ( n ω 1 t )  +  bn cos ( n ω 1 t ) =  c n sin (n ω 1 t  +  φ n ) 

όπου:                 







=ϕκαι+= −

n

n1
n

2
n

2
nn a

b
tanbac  

( Προσοχή  χρειάζεται στον σωστό  υπολογισµό της γωνίας  







=ϕ −

n

n1
n a

b
tan   ανάλογα µε τα 

πρόσηµα των  a n  και b n   )  

 

Εποµένως το ανάπτυγµα Fourier της f ( t )  γράφεται  ισοδύναµα και µε τη µορφή:   

 

∑
∞

=

ϕ+ω+=
1n

n1n0 )tn(sincc)t(f ( 6.4 ) 

 

Η ανωτέρω µορφή είναι πιό εύχρηστη για την περιγραφή ενός σήµατος και για το λόγο αυτό 

χρησιµοποιείται περισσότερο 

 

(Παρατήρηση : αντί για την  έκφραση ∑
∞

=

ϕ+ω+=
1n

n1n0 )tn(sincc)t(f  θα µπορούσαµε επίσης να είχαµε την 

ισοδύναµη  ∑
∞

=

ϕ+ω+=
1n

n1n0 )tn(coscc)t(f .Για αποφυγή συγχύσεων θα χρησιµοποιούµε µία από τις δύο 

και συγκεκριµένα την έκφραση    µε το ηµίτονο)  
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Οι όροι του αναπτύγµατος Fourier µιας συναρτήσεως  ονοµάζονται αρµονικές. Έτσι π.χ. θα 

έχουµε: 

ο όρος    c 1 sin ( ω1 t + φ 1  )     αποτελεί την 1
η  αρµονική, η οποία αποκαλείται και θεµελειώδης  

ο όρος    c 2 sin ( 2ω1 t + φ 2  )    αποτελεί την 2
η  αρµονική 

και γενικά,   

ο όρος    c n sin ( nω1 t + φ n  )    αποτελεί την n- οστη  αρµονική 

 

 

Η έκφραση ενός σήµατος  f ( t ) µέσω ενός (απείρου) αθροίσµατος ηµιτονοειδών 

συναρτήσεων µας δίνει άµεσα µια εικόνα του σήµατος αυτού στο πεδίο της συχνότητας. 

Αυτό γίνεται µέσω των πλατών  c n ,  και των αρχικών γωνιών φάσεως φ n , των αρµονικών 

του. ∆ηλαδή έχει σηµασία να γνωρίζουµε για κάθε συχνότητα   n ω 1  ποιό είναι το 

αντίστοιχο πλάτος  και η αρχική φάση. Είναι επίσης  πιθανό τα µεγέθη αυτά να έχουν 

µηδενικές τιµές για κάποιες συχνότητες.  

Η  ανάλυση ενός  σήµατος σε σειρά Fourier, ή διαφορετικά ανάλυση  στις αρµονικές του,  

είναι  πολύ χρήσιµη  στην πράξη και µπορεί να µας δώσει πληροφορίες που δεν φαίνονται  

από την απλή µελέτη της µορφής του σήµατος στο πεδίο του χρόνου.   

 

 

Οι δύο προηγούµενες µορφές αναπτυγµάτων Fourier λέγονται  τριγωνοµετρικές µορφές γιατι 

χρησιµοποιούν τριγωνοµετρικές συναρτήσεις.  

  

- Όταν το αναπτυγµα γίνεται σε ηµίτονα και συνηµίτονα  µε συντελεστές a n  και b n , 

αντίστοιχα τότε έχουµε την λεγόµενη τριγωνοµετρική µορφή  Α. 

 

- Όταν το αναπτυγµα γίνεται µόνο σε  ηµίτονα  ή µόνο σε  συνηµίτονα   µε συντελεστές  c n  

και γωνίες φάσεως  φ n ,  τότε έχουµε την  ισοδύναµη  τριγωνοµετρική µορφή  Β. 

 

Αναφέρουµε εδώ ότι οι αρχικοί τύποι  (6.2 ) και (6. 3 ),  µας δίνουν τους συντελεστές   a n  και     

b n  της µορφής Α και στη συνέχεια µπορούν  να υπολογιστούν οι συντελεστές  c n  και φ n  της 

µορφής Β.     
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6. 1. 3 )  Μιγαδική µορφή σειράς Fourier 

Επειδή στην µελέτη δικτύων και συστηµάτων, στο πεδίο της συχνότητας,   χρησιµοποιείται σε 

µεγάλο βαθµό η µιγαδική ανάλυση  έχει επικρατήσει και χρησιµοποιείται  ευρύτατα και µια  

τρίτη  µορφή αναπτύγµατος  Fourier η λεγόµενη µιγαδική µορφή. 

Η µιγαδική µορφή µπορεί να προκύψει από την τριγωνοµετρική µορφή  µε χρήση των σχέσεων: 

 

j2

ee
)tn(sin

tjntjn ω−ω −
=ω       και       

2

ee
)tn(cos

tjntjn ω−ω +
=ω  

 

οι οποίες προκύπτουν  άµεσα από τον τύπο του Euler:  )tn(sinj)tn(cose tjn ω±ω=ω±  

 

Αντικαθιστώντας τις µιγαδικές εκφράσεις για το ηµίτονο και το συνηµίτονο στο ανάπτυγµα          

( 6.1)  και µετά από απλή άλγεβρα, θα καταλήξουµε στη σχέση: 

 

 

∑
∞

=

ω−ω














 +
+




 −
+=

1n

nntjnnntjn
0 2

ajb
e

2

ajb
ec)t(f 11  

 

 

Αν ονοµάσουµε    
2

ajb
F nn

n
−

=   τον µιγαδικό  συντελεστή  του όρου tjn 1e ω     τότε  

ο όρος  tjn 1e ω−   θα έχει αντίστοιχα συντελεστή  ∗
− =

+
= n

nn
n F

2

ajb
F  

 

 

Άρα µπορούµε να γράψουµε: 

 

∑
+∞

−∞=

ω+=
n

tjn
n0

1eFc)t(f      (εδώ  στο άθροισµα ο δείκτης n  δεν παίρνει την τιµή 0 ) 
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µε   
2

ajb
F nn

n
−

=  (για τα θετικά n )   και   ∗
− =

+
= n

nn
n F

2

ajb
F   ( για τα αρνητικά  n ) 

Ουσιαστικά πρόκειται για άπειρο άθροισµα µιγαδικών σε συζυγή ζεύγη που δίνει σαν 

αποτέλεσµα πραγµατικό αριθµό. 

Παρατηρούµε ότι:    ( )nnn ajb
2

1
F −=      ( για  n > 0 )   

∆ηλαδή:                 











ω−ω= ∫∫ dt)tn(sin)t(f

T

2
jdt)tn(cos)t(f

T

2

2

1
F 1

T

0
1

T

0
n    

ή                            [ ] dt)tn(sinj)tn(cos)t(f
T

1
F 11

T

0
n ω−ω= ∫  

  

ή  τελικά                 dte)t(f
T

1
F tjn

T

0
n

1ω−∫=         ( για  n > 0 ) 

αντίστοιχα θα πάρουµε: 

 

                                 dte)t(f
T

1
F tjn

T

0
n

1ω
− ∫=         ( για  n < 0 ) 

 

 

Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε συνοπτικά: 

 

                                 dte)t(f
T

1
F tjn

T

0
n

1ω−∫=         ( για  ...3,2,1n ±±±= ) 

 

και ειδικά για  n = 0     0

T

0

0j
T

0

0 cdt)t(f
T

1
dte)t(f

T

1
F === ∫∫ −  
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Άρα  τελικά η µιγαδική µορφή της σειράς Fourier  γράφεται ως εξής: 

 

 

∑
+∞

−∞=

ω=
n

tnj
n

1eF)t(f             ( 6.5 ) 

 

όπου:            dte)t(f
T

1
F tjn

T

0
n

1ω−∫=      και       ...3,2,1,0n ±±±=  

 

επίσης  ισχύουν οι σχέσεις: 

nj
n

nn
n eF

2

ajb
F ϕ=

−
= ,      nj

nn
nn

n eFF
2

ajb
F ϕ−∗
− ==

+
= ,          

2
c

F n
n = ,   00 cF =  

 

Στο σηµείο αυτό αναφέρουµε ότι οι αρνητικές συχνότητες   ( -nω1 )   προφανώς δεν υπάρχουν 

και απλώς προκύπτουν από την µαθηµατική έκφραση.  
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6.2 ) Παραδείγµατα αναπτυγµάτων  Fourier  περιοδικών συναρτήσεων  

 

Αναφέρουµε αρχικά ότι σέ όλα τα παραδείγµατα που ακολουθούν, τα αναπτύγµατα  

υπολογίζονται σε Τριγωνοµετρική Μορφή Α.  Άν θέλουµε το ανάπτυγµα σε άλλη µορφή 

(Τριγωνοµετρική Μορφή Β,  ή  µιγαδική  )  χρησιµοποιούµε τους κατάλληλους τύπους 

µετατροπής     

 

Παράδειγµα 1 ) Έστω ότι έχουµε το ακόλουθο σήµα  f ( t ) ( τετραγωνικός παλµός ). Το 

σήµα είναι περιοδικό,  µε περίοδο Τ, και στο παρακάτω σχήµα φαίνεται για µια περίοδο, 

Θεωρούνται γνωστές οι παράµετροι Α, T, t 1, t 2.  

t

)t(f

•• •
T1t 2t

A •

•
0

 

Το σήµα αυτό, για το χρονικό διάστηµα µιας περιόδου, έχει την ακόλουθη αναλυτική 

έκφραση: 





αλλου

<<για
=

0

tttA
)t(f 21  

 

Για να βρούµε το ανάπτυγµα του σήµατος σε  σειρά  Fourier εφαρµόζουµε τους σχετικούς 

τύπους  

∫=
T

0

0 td)t(f
T

1
c  = 

T

A
 ( t 2 – t 1) 

και   ∫ ω=
T

0
1n dt)tn(sin)t(f

T

2
a  =  

= [ ])tncos()tncos(
n

1

T

A2
dt)tn(sinA

T

2
1121

1

t

t

1

2

1

ω+ω−⋅
ω

⋅=ω∫  
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και επειδή   
T

2
1

π
=ω    θα πάρουµε τελικά: 

 

[ ])tncos()tncos(
n

A
a 1121n ω+ω−⋅

π
=  

 
 

µε  όµοιο τρόπο θα πάρουµε για τον συντελεστή  ∫ ω=
T

0
1n dt)tn(cos)t(f

T

2
b  

[ ])tn(sin)tn(sin
n

A
b 1121n ω−ω⋅

π
=  

 
Μεταβάλλοντας τις παραµέτρους  t 1  και   t 2  µπορούµε να πάρουµε διάφορες ειδικές 

περιπτώσεις για το σήµα αυτό. 

 

Αριθµητική εφαρµογή 

Αν στο παράδειγµα 1  θέσουµε:  
4

T
t1 =    και   

4

T3
t 2 =   ( όπου εδώ  έχουµε κάποια  

συµµετρία στο σήµα ) θα πάρουµε: 

t

)t(f

•• •
T

A •

•
0

•

4

T

2

T
4

T3

 

 

c 0 =  A
T

1
 (

4

T3
–

4

T
) = 

2

A
 

 






 π
+

π
−⋅

π
=




 π
+

π
−⋅

π
= )

2

n
cos()

2

n3
cos(

n

A
)

4

T

T

2
ncos()

4

T3

T

2
ncos(

n

A
an  

µε χρήση της τριγωνοµετρικής ταυτότητας  

cos α – cos β = 2 sin ( 
2

β+α
 ) sin (

2

α−β
 ) 
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παίρνουµε: 






 π
π⋅

π
= )

2

n
(sin)n(sin

n

A2
an = 0   ,  για κάθε  n 

και επίσης:  

 






 π
−

π
⋅

π
=




 π
−

π
⋅

π
= )

2

n
(sin)

2

n3
(sin

n

A
)

4

T

T

2
n(sin)

4

T3

T

2
n(sin

n

A
bn  

 

όµοια,   µε χρήση της τριγωνοµετρικής ταυτότητας  

sin α – sin β = 2 sin ( 
2

β−α
 ) cos (

2

β+α
 ) 

παίρνουµε: 






 π
π

⋅
π

= )n(cos)
2

n
(sin

n

A2
bn = )

2

n
(sin

n

)1(A2 n π
⋅

π
−

      

( παρατηρούµε ότι  b n = 0 , για   n = 2, 4, 6, 8, …. ) 

 

Άρα τελικά το ανάπτυγµα Fourier γράφεται: 

f ( t ) = 
2

A
 + )tn(cos

2

n
sin

n

)1(A2
1

1n

n

ω






 π
π
−∑

∞

=

 

 

Παράδειγµα 2)  Με βάση το προηγούµενο παράδειγµα 1,  µπορούµε να θεωρήσουµε και  το 

ακόλουθο σήµα , το οποίο φαίνεται και πάλι για µια περίοδο.  

t

)t(f

•• •
T1t 2t

1A •

••
3t 4t

2A− •

0
•

 

Θεωρούνται γνωστές οι παράµετροι Α1,  Α 2, t 1, t 2 , t 3, t 4 , Τ 
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Η αναλυτική έκφραση του σήµατος  θα είναι: 









αλλου

<<−

<<

=

0

tttA

tttA

)t(f 432

211

 

Ο υπολογισµός του αναπτύγµατος Fourier του σήµατος  αυτού, γίνεται εύκολα 

χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του προηγουµένου παραδείγµατος. Έτσι θα έχουµε: 

 

µέση τιµή:   ∫=
T

0

0 td)t(f
T

1
c  = 

T

1
 [ Α 1 ( t 2 – t 1) – Α 2 ( t 4 – t 3 ) ] 

και 

=ω−ω= ∫∫
4

3

2

1

t

t

12

t

t

11n dt)tn(sinA
T

2
dt)tn(sinA

T

2
a  

και µετά τις αντίστοιχες πράξεις 

[ ] [ ])tncos()tncos(
n

A
)tncos()tncos(

n

A
a 3141

2
1121

1
n ω+ω−⋅

π
−ω+ω−⋅

π
=  

όµοια: 

[ ] [ ])tnsin()tn(sin
n

A
)tnsin()tnsin(

n

A
b 3141

2
1121

1
n ω−ω⋅

π
−ω−ω⋅

π
=  

 

 Αριθµητική εφαρµογή 

Έστω ότι έχουµε το ακόλουθο σήµα: 

t

)t(f

•• •
T

A •

••

A− •

0
• • • •

8

T

8

T2

8

T3

2

T

8

T5

8

T6

8

T7

 
Μπορούµε εύκολα να βρούµε το ανάπτυγµα Fourier του σήµατος χρησιµοποιώντας  τους 

προηγούµενους τύπους  και θέτοντας  Α1 = Α,  - Α2 = -Α,  t 1 =  2Τ/8,    t 2 =  3Τ/8 ,                     

t 3  =  6Τ/8    και    t 4  = 7Τ/8. Έτσι θα πάρουµε:  



 166 

µέση τιµή σήµατος :   ∫=
T

0

0 td)t(f
T

1
c  = 

T

1
 [ Α( 

8

T2

8

T3
−  ) – Α (

8

T6

8

T7
− ) ]  = 0 

και  
 






 ω+ω−⋅
π

−




 ω+ω−⋅
π

= )
8

T6
ncos()

8

T7
ncos(

n

A
)

8

T2
ncos()

8

T3
ncos(

n

A
a 1111n = 
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


 π
+

π
−⋅

π
−




 π
+

π
−⋅

π
)

4

n6
cos()

4

n7
cos(

n

A
)

4

n2
cos()

4

n3
cos(

n

A
 

και µε χρήση της τριγωνοµετρικής ταυτότητας  

cos α – cos β = 2 sin ( 
2

β+α
 ) sin (

2

α−β
 ) 

το a n  γράφεται: 

a n = 




 ππ
⋅

π
−




 ππ
⋅

π
)

8

n
sin()

8

n13
sin(2

n

A
)

8

n
sin()

8

n5
sin(2

n

A
= 

= ])
8

n13
sin()

8

n5
sin([)

8

n
sin(

n

A2 π
−

ππ
⋅

π
 

 
και πάλι χρησιµοποιώντας την ταυτότητα  

sin α – sin β = 2 sin ( 
2

β−α
 ) cos (

2

β+α
 ) 

 
θα πάρουµε τελικά για τον συντελεστή a n: 
 

a n = =
ππ

−
π

⋅
π

)
8

n9
cos()

2

n
sin(2)

8

n
sin(

n

A2
 

 

)
8

n9
cos()

8

n
sin()

2

n
sin(

n

A4
an

πππ
π

−=  

 
 
 
 
Με εντελώς  αντίστοιχη πορεία υπολογισµών  θα βρούµε για τον συντελεστή  bn:  
 
  

)
8

n9
sin()

8

n
sin()

2

n
sin(

n

A4
bn

πππ
π

=  
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Άρα τελικά το ανάπτυγµα Fourier γράφεται: 

 

f ( t ) =   ∑
∞

= 





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
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 ∑
∞

= 

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




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

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
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
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




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




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+
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1 )tn(cos
8
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8

n
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2

n
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n

1A4
 

 
 
 
 
 
 
                
Παράδειγµα 3)  Έχουµε επίσης το ακόλουθο σήµα , το οποίο φαίνεται και πάλι για µια 

περίοδο 

t

)t(f

• •
T1t 2t

A •

•
0

•

 

Θεωρούνται γνωστές οι παράµετροι Α, t 1, t 2, Τ 

Η αναλυτική έκφραση του σήµατος  θα είναι: 
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Ο υπολογισµός της  µέσης τιµής  γίνεται εύκολα από το εµβαδόν του τριγώνου: 

∫=
T

0

0 td)t(f
T

1
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T

1
 
2

1
Α ( t 2– t 1) = 

T2

)tt(A 12 −
 

 

Για τον υπολογισµό των συντελεστών  a n  και  b n  θα χρησιµοποιήσουµε τα ολοκληρώµατα: 
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Έτσι ο συντελεστής  a n  υπολογίζεται από τη σχέση: 
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Μετά από αρκετή, αλλά απλή, άλγεβρα το τελικό αποτέλεσµα για τον συντελεστή a n  θα 

είναι: 
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και όµοια για τον συντελεστή  b n 
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και τελικά 
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Παράδειγµα  4) Για  το ακόλουθο σήµα , το οποίο φαίνεται και πάλι για µια περίοδο 

t

)t(f

• •
T1t 2t

A •

•
0

•

 

Θεωρούνται γνωστές οι παράµετροι Α, t 1, t 2, Τ 

 

Η αναλυτική έκφραση του σήµατος  θα είναι: 
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Η  µέση τιµή  του σήµατος: 
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και οι συντελεστές  a n  και  b n υπολογίζονται µε όµοιο τρόπο όπως στο προηγούµενο 

παράδειγµα: 
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Παράδειγµα 5)  Συνδυάζοντας τα παραδείγµατα  3  και 4  µπορούµε να «κατασκευάσουµε»  

το ακόλουθο σήµα το οποίο φαίνεται πάλι για µια περίοδο 

t
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Θεωρούνται γνωστές οι παράµετροι Α, t 1, t 2 , t 3, Τ 

Η αναλυτική έκφραση του σήµατος  θα είναι: 
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Ο υπολογισµός της  µέσης τιµής  γίνεται εύκολα από το εµβαδόν του τριγώνου: 
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Α ( t 3 – t 1 ) = 
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Ο υπολογισµός των συντελεστών  a n  και  b n  γίνεται µε προσεκτική χρήση των 

αποτελεσµάτων των προηγουµένων περιπτώσεων  3   και  4    και συγκεκριµένα:  

- τα αποτελέσµατα του παραδείγµατος 3  χρησιµοποιούνται ως  έχουν 

- στα αποτελέσµατα του παραδείγµατος 4  θέτουµε  t 1  =  t 2  και   t 2  =  t 3 

 

και προσθέτουµε κατά µέλη τις σχέσεις που δίνουν τα a n  και  b n   

 

Έτσι  τελικά προκύπτουν οι σχέσεις: 
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Αριθµητική εφαρµογή 

Παρακάτω εξετάζουµε µια  πιο ειδική περίπτωση του σήµατος αυτού: 

t
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Εδώ θα ισχύει:   t 1 = 0 , t 1 = T/2  και  t 3 =  Τ   

Η µέση τιµή του σήµατος  θα είναι :        c 0 = 
2

A
 

και  οι εκφράσεις για τους συντελεστές  a n και b n  γίνονται:   
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 επίσης 
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άρα  τελικά                                      b n  = [ ]1)1(
n

A2 n
22

−−⋅
π

 

 

και το ανάπτυγµα Fourier γράφεται:  
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Παράδειγµα 6 ) Θεωρούµε το ακόλουθο σήµα   

t

)t(f
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4t
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Το σήµα στη γενική αυτή µορφή δεν παρουσιάζει καµία συµµετρία . Θεωρούνται γνωστές οι 

παράµετροι Α 1,  Α 2 , Α 3, Α 4 , t 1 έως  t 4   και  Τ 

Η αναλυτική έκφραση του σήµατος  θα είναι: 
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Για να βρούµε το ανάπτυγµα Fourier του σήµατος αυτού, συνδυάζουµε κατάλληλα  τις 

περιπτώσεις  1,  3 και 4  (τετραγωνικός παλµός  και γραµµική µεταβολή,  αύξουσα,  ή φθίνουσα )  

και συγκεκριµένα: 

 

- Το τµήµα για    21 ttt ≤≤   προκύπτει από την επαλληλία ενός τετραγωνικού παλµού               

( παράδειγµα  1 ) µε ύψος Α 2 ,  και µιας φθίνουσας  γραµµικής µεταβολής  ( παράδειγµα  4 ).  

 

Σχηµατικά φαίνεται καλλίτερα πως προκύπτει το αποτέλεσµα: 
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- Όµοια για το τµήµα για    43 ttt ≤≤   όπως φαίνεται και από το παρακάτω σχήµα:               
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Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η εύρεση του αναπτύγµατος Fourier του σήµατος του                

παραδείγµατος 6  προκύπτει αµέσως µε υπέρθεση των αποτελεσµάτων που είναι γνωστά  από τα 

παραδείγµατα  1, 3 και 4. Έτσι θα έχουµε: 

 

Η µέση τιµή του σήµατος υπολογίζεται από τα εµβαδά των δύο  τραπεζίων: 
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και οι συντελεστές  a n  και    bn :  
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και 
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Στις ανωτέρω εκφράσεις γίνονται κάποιες απλοποιήσεις , όπως αµέσως φαίνεται. Επίσης 

αναφέρουµε ότι σε περιπτώσεις συµµετρίας οι εκφράσεις  για τα a n  και    bn απλοποιούνται 

ακόµη  περισσότερο. Παρακάτω εξετάζουµε µια αριθµητική εφαρµογή για το σήµα αυτό 
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Αριθµητική εφαρµογή 

Να βρεθεί το ανάπτυγµα Fourier του σήµατος 
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Το σήµα παρουσιάζει πλήρη συµµετρία. Για να βρούµε το ανάπτυγµα χρησιµοποιούµε τους 

προηγούµενους τύπους θέτοντας:   t 1 = 0,  t 2 = Τ / 2,  t 3 = Τ / 2,  t 4 = Τ    

και   – Α 3  = – Α 2 ,  – Α 4  = – Α 1.   Έτσι θα έχουµε: 

 

Η  µέση τιµή του σήµατος θα είναι προφανώς µηδενική λόγω της συµµετρίας. Άρα c 0  = 0  

 

Για τον συντελεστή  a n 
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η έκφραση αυτή, µετά τις απλοποιήσεις, και µε χρήση της σχέσης  cos ( π n ) = ( - 1 ) n   θα δώσει 

τελικά: 
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µε όµοιο σκεπτικό θα πάρουµε για τον συντελεστή b n  
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Το ανάπτυγµα Fourier σήµατος θα γράφεται: 

 

{ [ ] [ ] })tn(cos)1(1
n

)AA(2
)tn(sin)1(1

n

)AA(
)t(f 1

n
22

21

1n
1

n21 ω−−⋅
π

−
+ω−−⋅

π

+
= ∑

∞

=

 

 

 

 

Παρατηρούµε ότι για  n = 2 , 4, 6, 8, …   η ποσότητα   ( 1- ( -1 ) n )  παίρνει την τιµή 0 και 

εποµένως µηδενίζονται και οι δύο συντελεστές a n και  b n.  
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Παράδειγµα 7 ) Θεωρούµε το ακόλουθο σήµα το οποίο επίσης µπορεί να προκύψει ως 

συνδυασµός των  περιπτώσεων  2, 3 και 4.  
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Το σήµα στη γενική αυτή µορφή δεν παρουσιάζει καµία συµµετρία . Θεωρούνται γνωστές οι 

παράµετροι Α1, - Α2 ,  t 1 έως  t 8   και  Τ 

Η αναλυτική έκφραση του σήµατος  θα είναι: 
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Ο υπολογισµός της  µέσης τιµής του σήµατος  γίνεται εύκολα από το εµβαδόν των τραπεζίων: 

 

∫=
T

0

0 td)t(f
T

1
c  = 




 −+−
−

−+−
2

5867
1

1423 A
2

)tt()tt(
A

2

)tt()tt(

T

1
 

 

Για βρούµε το ανάπτυγµα  Fourier χρησιµοποιούµε τα αποτελέσµατα των περιπτώσεων 2, 3 και 

4  θέτοντας τις  κατάλληλες τιµές. Η όλη διαδικασία είναι αρκετά επίπονη και θα αναφέρουµε 

εδώ µόνον τις τελικές  εκφράσεις για τους συντελεστές  a n και b n    
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Παρακάτω εξετάζουµε µια ειδική περίπτωση του σήµατος  αυτού που παρουσιάζει µια πλήρη 

συµµετρία 
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Αριθµητική εφαρµογή 

Να βρεθεί το ανάπτυγµα Fourier του σήµατος 
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Για να βρούµε το ανάπτυγµα Fourier του σήµατος αυτού, χρησιµοποιούµε τους προηγούµενους 

τύπους για τους συντελεστές a n και  b n θέτοντας :  Α1 = Α,  - Α2 = - Α,  t 1 = 0,   t 2 =  Τ/6,           

t 3 =  2Τ/6,    t 4 = t 5 = Τ/2,   t 6 = 4Τ/6,  t 7 = 5Τ/6,   t 8 = Τ  

 

Η µέση τιµή του σήµατος  c 0  = 0  όπως φαίνεται αµέσως λόγω της συµµετρίας. 

 

Ο τύπος για τον συντελεστή a n  θα δώσει: 
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Με χρήση της ταυτότητας: 

sin α + sin β = 2 sin ( 
2

β+α
 ) cos (

2

β−α
 ) 

θα πάρουµε: 
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και µε  χρήση της ταυτότητας: 

sin α - sin β = 2 sin ( 
2

β−α
 ) cos (

2

β+α
 ) 

θα πάρουµε τελικά: 
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παρατηρούµε ότι, λόγω του όρου sin ( π n / 2 ) ,    a n = 0  για n = 2, 4, 6, 8, ….  

 

 

Με εντελώς όµοιο τρόπο θα βρούµε για τον συντελεστή  b n 
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Παρατηρούµε  αµέσως  ότι  b n = 0  για  κάθε n,   διότι υπάρχει ο όρος  sin ( π n ) ο οποίος έχει   

µηδενική  τιµή για κάθε n 

 

 

Το ανάπτυγµα Fourier σήµατος θα γράφεται: 
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6. 3 ) Φάσµατα Fourier 
 
Λέγοντας «φάσµα» εννοούµε την γραφική παράσταση κάποιων παραµέτρων σχετικών µε την 

ανάλυση  σε σειρά Fourier ενός σήµατος , συναρτήσει πάντοτε της συχνότητας . ( ή ακριβέστερα 

ακεραίων πολλαπλασίων της βασικής συχνότητας  ω 1    δηλ. του   n ω 1  ) 

 

Έτσι θα έχουµε: 

Για το ανάπτυγµα  σε τριγωνοµετρική µορφή:   ∑
+∞

=

ϑ+ω+=
1n

n1n0 )tn(sincc)t(f  

 
Φάσµα Πλάτους  
 Η  γραφική παράσταση των πλατών nc  συναρτήσει του  nω1     
                                    
  
Φάσµα Γωνίας  
Η γραφική παράσταση των γωνιών nϑ  συναρτήσει του  nω1                                  
 
Φάσµα Ισχύος 
Η γραφική παράσταση των τετραγώνων των πλατών 2

nc  συναρτήσει του  nω1                                   
 
 
 
 

Για το ανάπτυγµα  σε µιγαδική  µορφή:    ∑
+∞

−∞=

ω=
n

tjn
n

1eF)t(f  όπου: nj
nn eFF ϕ=  

 
 
Φάσµα Πλάτους 
Η γραφική παράσταση των  µέτρων  nF  συναρτήσει του nω1                                   

  
Φάσµα Γωνίας 
Η γραφική παράσταση των  γωνιών nϕ  συναρτήσει του  nω1                                  
 
Φάσµα Ισχύος 

 Η γραφική παράσταση των τετραγώνων των µέτρων 
2

nF  συναρτήσει του  nω1                             
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Στην περίπτωση αναπτύγµατος σε µιγαδική µορφή  εµφανίζονται  και οι «αρνητικές συχνότητες»  

και έτσι τα φάσµατα ονοµάζονται «δίπλευρα» δηλ το ω εκτείνεται από το  ∞−   έως  το ∞+ , 

πάντα σε ακέραια πολλαπλάσια  (τώρα και αρνητικά) της βασικής συχνότητας ω1 .  

Μπορούµε να έχουµε και  στην περίπτωση αυτή «µονόπλευρα» φάσµατα (δηλ. ∞<ω≤0 ) 

πλάτους και ισχύος   αρκεί να πολλαπλασιάσουµε επί  2 τους συντελεστές  nF   και   
2

nF  

Σηµαντικότερο από όλα τα φάσµατα είναι το φάσµα ισχύος το οποίο και µας δίνει πληροφορίες 

για το πως κατανέµεται η ισχύς  που µεταφέρει το σήµα στις διάφορες αρµονικές του . 

Παρακάτω θα δώσουµε δύο αριθµητικά παραδείγµατα αναπτυγµάτων Fourier και τις γραφικές 

παραστάσεις των αντιστοίχων φασµάτων. Για να σχεδιάσουµε το φάσµα ενός σήµατος πρέπει 

αυτό να είναι εκφρασµένο στην τριγωνοµετρική  µορφή Β, ή στην µιγαδική µορφή  Σηµειώνουµε 

ότι στην γραφική παράσταση ενός φάσµατος διακριτών συχνοτήτων συνηθίζεται η µορφή του 

«ιστογράµµατος». 

 

Παράδειγµα 1) 

Έστω το ακόλουθο σήµα:    

t

)t(f

•• •
T

A •
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2

T
4

T3

 

Το ανάπτυγµα του σήµατος σε σειρά Fourier ( Μορφή Α ) έχει βρεθεί στα προηγούµενα ( σελ.  ) 

και είναι: 

f ( t ) = 
2

A
 + )tn(cos

2

n
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n

)1(A2
1

1n

n

ω






 π
π
−∑

∞

=

 

  δηλ  ισχύει                    a n = 0  για κάθε n         και    






 π
π
−

=
2

n
sin

n

)1(A2
b

n

n  

 

άρα οι συντελεστές  c n   της µορφής  Β   όπου  2
n

2
nn bac +=    θα  έχουν τιµές :  
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n
2
nn bbc ==  = )

2

n
(sin

n

A2 π
π

 

Παρακάτω φαίνεται το φάσµα πλάτους του σήµατος. Στον οριζόντιο άξονα έχει τεθεί  ο δείκτης 

n  δηλ. η τάξη των αρµονικών.  
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Έχει γίνει γραφική παράσταση µέχρι την τιµή n = 50. Υπενθυµίζεται ότι η  n- οστη τάξη 

αρµονικής αντιστοιχεί σε  κυκλική  συχνότητα  nω 1 ( rad /sec ) ή  σε συχνότητα  nω 1 / 2π ( Hz ) 

Παρατηρούµε ότι το σήµα έχει µόνον τις περιττές αρµονικές  ( n = 1, 3, 5, 7, .. )   
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Παράδειγµα 2) 

Έστω το ακόλουθο σήµα:    
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Το ανάπτυγµα Fourier του σήµατος ( Μορφή Α  ) είναι  ( βλ. και σελ.   ) 
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δηλαδή έχουµε:  








 π







 π







 π
π

−=
8

n9
cos

8

n
sin

2

n
sin

n

A4
a n  

και 
 








 π







 π







 π
π

=
8

n9
sin

8

n
sin

2

n
sin

n

A4
b n  

 
 

Οι συντελεστές  c n  υπολογίζονται κατά τα γνωστά από την σχέση  2
n

2
nn bac += . Παρακάτω 

φαίνεται το φάσµα πλάτους του σήµατος  
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6. 4) Τύπος του Parseval 
 
Ένα περιοδικό σήµα  )t(f  που έχει αναπτύγµατα  Fourier: 
 

∑∑
+∞

−∞=

ω
+∞

=

=ϑ+ω+=
n

tjn
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1n
n1n0
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έχει ενεργό τιµή  ενf που δίδεται από τη γνωστή  σχέση : ∫=εν

T

0

22 dt)t(f
T

1
f  

Η ενεργός τιµή όµως µπορεί  να υπολογιστεί και από την ακόλουθη σχέση  που ονοµάζεται 

τύπος του Parseval.  
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∆ηλαδή το τετράγωνο της ενεργού τιµής του σήµατος ισούται µε το άθροισµα των 

τετραγώνων των ενεργών τιµών των αρµονικών του.  
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Αν το σήµα )t(f  είναι σήµα τάσεως ή ρεύµατος , τότε, όπως είναι γνωστό, το τετράγωνο της 

ενεργού τιµής του είναι ανάλογο της ισχύος που µεταφέρει το σήµα. Παρατηρούµε λοιπόν πως η 

συνολική  ισχύς του σήµατος κατανέµεται στις αρµονικές του και αθροίζοντας τις ισχύες όλων 

των αρµονικών έχουµε την συνολική αυτή ισχύ.    

  
6. 5) Παράµετροι σηµάτων αναλυµµένων σε σειρά Fourier  
 

6. 5. 1 ) Ποσοστό ισχύος kε    της  k-οστης  αρµονικής  και ζώνης αρµονικών 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Parseval   µπορούµε να ορίσουµε το ποσοστό ισχύος kε  (%)  

που φέρει π.χ. η k-οστη αρµονική (µε συχνότητα  kω1), σε σχέση µε την ολική ισχύ του σήµατος.     
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όπου P η  ολική  ισχύς του σήµατος και Pk   η ισχύς που φέρει  η k- οστή αρµονική  
 
Αντίστοιχα  το ποσοστό ισχύος 2k1k −ε  (%)  που φέρει  µια ζώνη αρµονικών από τη συχνότητα 

k1ω  έως τη συχνότητα  k2ω θα είναι: 
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6. 5. 2 ) Υπόλοιπο αρµονικών 
 
Μια ακόµη πολύ χρήσιµη παράµετρος για την  µελέτη ενός περιοδικού  σήµατος αναλυµένου 

κατά  Fourier είναι το λεγόµενο υπόλοιπο αρµονικών R2  όπου: 
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µε χρήση του τύπου Parseval το R2  γράφεται και ως εξής: 

 
2

12
0

2
2

2

c
cfR 








−−= εν  

 
Το υπόλοιπο αρµονικών  R2  µας δίνει µια σαφή ένδειξη για το πόσο «πλούσιο» ή «φτωχό» είναι 

το σήµα σε ανώτερες αρµονικές.  

 

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται δύο διαφορετικά σήµατα και τα αντίστοιχα φάσµατά  πλάτους 

των σηµάτων αυτών. 
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Αντίστοιχα  µε το υπόλοιπο R2  , µπορεί να οριστεί γενικά το υπόλοιπο Rk   
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6. 5. 3 ) Περιεχόµενο αρµονικών 
 
Μια άλλη χρήσιµη παράµετρος είναι το περιεχόµενο αρµονικών πn  , η καλλίτερα η λεγόµενη 

«ολική αρµονική παραµόρφωση» (Total Harmonic Distortion, THD (%) ) 
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Όσο µικρότερη τιµή έχει η παράµετρος αυτή τόσο το περιοδικό σήµα  f ( t ) πλησιάζει προς το 

τέλειο (ή καθαρό)  ηµίτονο, το οποίο προφανώς έχει  THD = 0 ( %) 

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνεται ένα καθαρό ηµίτονο και κάποια άλλα µε παραµορφώσεις.  
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Αναφέρουµε εδώ ότι η ηµιτονοειδής τάση, 220 V  50 Hz,  που δίνεται στους καταναλωτές από 

την ∆.Ε.Η. δεν είναι απαλλαγµένη από παραµόρφωση και έχει ένα THD περί το 5 %  ή και 

µεγαλύτερο κάποιες φορές. Για τα  ηλεκτρικά συστήµατα των πολεµικών πλοίων υπάρχουν 

ειδικοί κανονισµοί που θέτουν  όρια στην παραµόρφωση της παρεχόµενης τροφοδοσίας.  
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6.6 ) Αριθµητικό παράδειγµα αναλύσεως σήµατος σε σειρά Fourier 

 

Θεωρούµε το παρακάτω περιοδικό σήµα f ( t )  

)sec(t

)Volts()t(f

•
001.0

10

•

•
0

•

5

•

•

5−

10−

•
0005.0

• • •
0015.0 002.0 0025.0

• • •

 

(το σήµα προφανώς συνεχίζεται µέχρι το άπειρο) 

Παρατηρώντας την αριθµητική εφαρµογή του Παραδείγµατος 6 (σελ. 176 – 177)  βλέπουµε ότι 

είναι ακριβώς το ίδιο σήµα αρκεί να θέσουµε τις τιµές: 

   Α 1 = 10  V  ,   Α 2 =  5  V    και   Τ =  0.001  sec ,  άρα     ω 1 = 6283.18  rad / sec   

 

Οι τύποι που δίνουν τους συντελεστές  a n    και  b n   ( Μορφή  Α )   είναι:     

 

[ ]n21
n )1(1

n

AA
a −−⋅

π

+
=     και     [ ]n

22
21

n )1(1
n

)AA(2
b −−⋅

π

−
=  

 

προφανώς    c 0 =  0  (  µέση τιµή του σήµατος είναι µηδέν ) 

και το σήµα γράφεται: 

 

{ })tn(cosb)tn(sina)t(f 1n
1n

1n ω+ω= ∑
∞

=

 = ∑
∞

=

ϑ+ω
1n

1n )ntn(sinc  

 

όπου ως γνωστόν                  2
n

2
nn bac +=       και  )a/b(tan nn

1
n

−=ϑ  
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Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται οι τιµές των   a n  , b n , c n , nϑ    για   n =1  έως 20 

n a n (volts) b n (volts) c n (volts) nϑ    ( rad) 

1 9.549296 2.026423 9.761939 0.209 

2 0 0 0 0 

3 3.183099 0.225158 3.191052 0.071 

4 0 0 0 0 

5 1.909859 0.081057 1.911579 0.042 

6 0 0 0 0 

7 1.364185 0.041355 1.364812 0.030 

8 0 0 0 0 

9 1.061033 0.025017 1.061328 0.023 

10 0 0 0 0 

11 0.868118 0.016747 0.868279 0.019 

12 0 0 0 0 

13 0.734561 0.011991 0.734659 0.016 

14 0 0 0 0 

15 0.636620 0.009063 0.636683 0.014 

16 0 0 0 0 

17 0.561723 0.007012 0.561767 0.012 

18 0 0 0 0 

19 0.502594 0.005613 0.502626 0.011 

20 0 0 0 0 

Με βάση τα στοιχεία του ανωτέρω πίνακα η αρµονικές του σήµατος θα γράφονται στη Μορφή 

Β: 

-1η   αρµονική:       f 1 ( t ) = 9. 761939 sin ( ω 1 t  + 0.209 )    Volts  

-2η   αρµονική:       f 2 ( t ) =  0 

-3η   αρµονική:       f 3 ( t ) = 3.191052 sin ( 3ω 1 t  + 0.071 )    Volts 

-4η   αρµονική:       f 4 ( t ) =  0 

-5η   αρµονική:       f 5 ( t ) = 1.911579 sin ( 5ω 1 t  + 0.042 )    Volts 

κ.λ.π. ………… 
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Στα παρακάτω σχήµατα φαίνεται η «αναπαραγωγή» του σήµατος από τις αρµονικές του  

χρησιµοποιώντας διαδοχικά  τις πρώτες  5 , 10, 20 , 50 και 100 αρµονικές . Είναι προφανής η 

βελτίωση που επιτυγχάνεται όσο αυξάνει η τελική  τιµή του n   

 

 

αναπαραγωγή µε τις 5 πρώτες αρµονικές  ( n = 1 έως 5 ) 

 

 

 

αναπαραγωγή µε τις 10 πρώτες αρµονικές  ( n = 1 έως 10 ) 

 

 

αναπαραγωγή µε τις 20 πρώτες αρµονικές  ( n = 1 έως 20 ) 

 

 

 

 

αναπαραγωγή µε τις 50 πρώτες αρµονικές  ( n = 1 έως 50 ) 

 

 

 

αναπαραγωγή µε τις 100 πρώτες αρµονικές  ( n = 1 έως 100  
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6.7 ) Παράδειγµα επίλυσης ηλεκτρικού δικτύου µε χρήση ανάλυσης Fourier  
 
Έχουµε το  παρακάτω  περιοδικό  σήµα   E ( t )  : 
 

-60

-50

-40

-30

-20

-10

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002

)sec(t

)
V

ol
ts

(
)t(

E

T

 
 
 
Θεωρούµε ότι στο παρακάτω  ηλ. δίκτυο   η  τάση της πηγής  έχει τη µορφή του  σήµατος 

( )tE , και έστω ότι  θέλουµε να υπολογίσουµε τα  µεγέθη :  ( ) ( ) ( ) ( )tV,tV,tV,ti CLR  
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6. 7. 1 ) Εύρεση αναπτυγµάτων Fourier του σήµατος  εισόδου E ( t ) 
 
Αρχικά θα αναλύσουµε το σήµα  Ε ( t )  σε σειρά Fourier τριγωνοµετρικής µορφής Α 

Εύκολα φαίνεται ότι το σήµα  αυτό αντιπροσωπεύεται από το παράδειγµα 2  ( σελ. 164  ) 

των αναπτυγµάτων Fourier  που προαναφέρθηκαν,  αρκεί να θέσουµε: 

Α 1 = 50 ,  50A 2 −=− ,    Τ = 0.001 sec ,  t 1 = 0.0002 sec = 0.2 T  sec ,                                         

t 2 = 0.0003  sec = 0.3T  sec,     t 3 = 0.0007 sec =  0.7T  sec,     t 4 = 0.0008  sec = 0.8 T  sec       

Έτσι  θα έχουµε :    

Η  µέση τιµή του σήµατος    c 0 = 0   λόγω της προφανούς συµµετρίας 

ο συντελεστής   a n  θα προκύψει: 

])7.0n2cos()8.0n2cos([
n

50
])2.0n2cos()3.0n2cos([

n

50
an ⋅π+⋅π−

π
−⋅π+⋅π−

π
=  

  ή                     ])n1.0sin()n5.1sin(2)n1.0sin()n5.0sin(2[
n

50
an ππ−ππ

π
=  

άρα:                           ]))n5.1sin()n5.0sin(()n1.0sin([
n

100
an π−ππ

π
=  

και  τελικά:  

⇒ππ−π
π

= )ncos()n5.0sin(2)n1.0sin(
n

100
an

)n5.0sin()n1.0sin(
n

)1(200
a

n

n ππ
π
−⋅

−=  

παρατηρούµε ότι a n = 0  για n = 2, 4, 6, 8,….  λόγω του όρου  sin( 0.5πn )    

 

Για τον  συντελεστή   b n  θα πάρουµε: 

])7.0n2sin()8.0n2sin([
n

50
])2.0n2sin()3.0n2sin([

n

50
bn ⋅π−⋅π

π
−⋅π−⋅π

π
=  

ή:                  ])n5.1cos()n1.0sin(2)n5.0cos()n1.0sin(2[
n

50
bn ππ−ππ

π
=  

άρα:                          ]))n5.1cos()n5.0cos(()n1.0sin([
n

100
bn π−ππ

π
=  

και τελικά: 

)n5.0sin()nsin(2)n1.0sin(
n

100
bn πππ

π
=  

δηλαδή  b n = 0  για κάθε  n  , λόγω του όρου  sin (π n ).   
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Συνεπώς  το ανάπτυγµα του σήµατος  Ε ( t )  θα γράφεται: 

  

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

ω
ππ−

π
−=

1n
1

n

tnsin
n

n5.0sinn1.0sin)1(200
tE              

 

όπου  :                                      sec/rad18.6283
001.0

2

T

2
1 =

π
=

π
=ω  

 

Στον παρακάτω πίνακα  υπολογίζουµε αναλυτικά  τους συντελεστές του αναπτύγµατος   

Fourier  σε τριγωνοµετρική µορφή  Α , µέχρι την 11η  αρµονική.  

 
 
Τάξη  αρµονικής 

n 

 
Συντελεστής     na  

 
Συντελεστής   nb   

 
1 

 
  19.6726 

 
0 

 
2 

 
0 

 
0 

 
3 

 
-17.1679 

 
0 

 
4 

 
0 

 
0 

 
5 

 
12.7324 

 
0 

 
6 

 
0 

 
0 

 
7 

 
-7.3577 

 
0 

 
8 

 
0 

 
0 

 
9 

 
2.1858 

 
0 

 
10 

 
0 

 
0 

 
11 

 
1.7884 

 
0 

κ.λ.π….. 
 
άρα το ανάπτυγµα σε σειρά  Fourier  σε  τριγωνοµετρική µορφή Α θα  γράφεται : 
  

( )
.....)t11sin(7884.1)t9sin(1858.2

)t7sin(3577.7)t5sin(7324.12)t3sin(1679.17)tsin(6726.19tE

11

1111

+ω+ω+

+ω−ω+ω−ω=
 

 

 όπου  :   sec/rad2.6283
T

2

1
1 =

π
=ω  
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Αν θέλουµε το ανάπτυγµα σε τριγωνοµετρική µορφή  Β  εφαρµόζουµε τις σχέσεις : 

 

Τριγωνοµετρική µορφή  Β : 

  
    00 cc =     όπως στην  τριγωνοµετρική µορφή  Α    ( εδώ   0c0 =  ) 

 

    2
n

2
nn bac +=  

 

     







=ϕ −

n

n1
n a

b
tan  

 
Προσοχή χρειάζεται στην εκλογή της τιµής της γωνίας  φ n  που µπορεί να είναι   0          

(διότι b n = 0  για κάθε  n )  , αλλά  µπορεί να πάρει και την τιµή  π± ,  διότι:    

tan –1 ( 0 ) =  0   ή   π±  

Στην περίπτωσή µας  θέτουµε φ n = 0   όταν ο συντελεστής a n  του ηµιτόνου  στην 

τριγωνοµετρική µορφή Α  είναι θετικός   και  φ n = π   όταν ο συντελεστής a n  είναι  

αρνητικός, κάνοντας χρήση  της σχέσης   - sin ( ω t ) = sin ( ω t π±  ) και  εκλέγοντας το  + π.  

 

Έτσι   το ανάπτυγµα σε σειρά Fourier  σε τριγωνοµετρική µορφή Β  θα είναι : 

 

 

( )
.....)t11sin(7884.1)t9sin(1858.2

)t7sin(3577.7)t5sin(7324.12)t3sin(1679.17)tsin(6726.19tE

11

1111

+ω+ω+

+π+ω+ω+π+ω+ω=
 

 
 
 

 

 

Στα  επόµενα σχήµατα δείχνουµε την αναπαραγωγή του σήµατος  Ε ( t ) από τις αρµονικές 

του. Συγκεκριµένα φαίνεται διαδοχικά η αναπαραγωγή του σήµατος  από τις 10 πρώτες 

αρµόνικές του ( δηλ. ο δείκτης  n παίρνει τιµές  από 1 µέχρι 10 ),  από τις  20, από  τις 50 και 

τέλος από τις 100 πρώτες  αρµονικές  διαδοχικά .Είναι προφανής  η βελτίωση στην ακρίβεια 

αναπαραγωγής που επιτυγχάνεται όσο αυξάνει ο αριθµός των αρµονικών  που 

χρησιµοποιούνται ( ή διαφορετικά όσο αυξάνει ο αριθµός των προσθετέων όρων στη σειρά 

Fourier ) 
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)sec(t
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Η ενεργός τιµή του  σήµατος  E ( t )   µπορεί εύκολα  να υπολογιστεί αναλυτικά : 
 

( ) ( ) ( )( ) ]V[3607.220007.00008.0500002.00003.050
001.0
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dttE

T
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E 22
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0

2 =−+−== ∫νδΕ  

 
αν εφαρµόσουµε το θεώρηµα Parseval  για  10,  20,  50,  100 αρµονικές διαδοχικά θα έχουµε:    
 

- Για 10  αρµονικές:   ]V[2459.21
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- Για 20  αρµονικές : ]V[7937.21
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- Για 50   αρµονικές : ]V[1334.22
2

c
...

2

c

2

c
cE

2
50

2
2

2
12

0E =







++








+








+=νδ  

 

- Για 100   αρµονικές : ]V[2472.22
2
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c
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( όπου  c 1, c 2,… , οι συντελεστές του αναπτύγµατος σε τριγωνοµετρική µορφή Β ) 
 
Παρατηρούµε ότι  το σχετικό σφάλµα που προκύπτει από τους υπολογισµούς αυτούς είναι : 
  
 

- Για 10 αρµονικές :  %98.4100
3607.22

2459.213607.22
=⋅

−
=σ    

   αντίστοιχα :  
 
- Για 20  αρµονικές :  %53.2=σ    

 
   
- Για 50  αρµονικές :  %02.1=σ  

 
 
- Για 100  αρµονικές : %51.0=σ  

 
 
 
 
Στα επόµενα σχήµατα  φαίνεται το φάσµα  πλάτους  ( συντελεστές  c n  )  και το φάσµα  

ισχύος           ( συντελεστές    c 2n  )  συναρτήσει του n  ( τάξη αρµονικής ) για το σήµα   E ( t )  
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6.7.2 ) Επίλυση του κυκλώµατος 
 
Προχωρούµε τώρα στην επίλυση του κυκλώµατος που αναφέραµε στην αρχή. 

Το απλό αυτό κύκλωµα είναι ένα γραµµικό και χρονικά σταθερό σύστηµα µε είσοδο                

( διέγερση ) την τάση της πηγής  Ε ( t )  και  4  εξόδους ( αποκρίσεις ) που είναι τα µεγέθη         

i ( t ) , VR ( t ), VL( t ), VC ( t ). 

Για κάθε ζεύγος εισόδου – εξόδου µπορούµε εύκολα να βρούµε την αντίστοιχη συνάρτηση 

µεταφοράς  Η ( j ω ), στο πεδίο της συχνότητας. 

Έτσι θα έχουµε: 

Η 1 ( j ω ) = 

C

1
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C

)
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1
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1
2 −ω+ω

ω
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ω
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και επίσης   Η 2 ( j ω ) =  
E

C/jLjR

R
E

E

VR ω−ω+
⋅

=  = 

C

1
jLjR

R

ω
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άρα:                               Η 2 ( j ω ) =  
)1CL(jRC

RC
2 −ω+ω

ω
 

 

µε όµοιο τρόπο θα βρούµε: 
 
 

Η 3 ( j ω ) =  
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Η 4 ( j ω ) =  
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=
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Έχουµε το ανάπτυγµα  Fourier του σήµατος  Ε ( t )  σε µορφή  Β:   
 
 
 
( )

.....)t11sin(7884.1)t9sin(1858.2

)t7sin(3577.7)t5sin(7324.12)t3sin(1679.17)tsin(6726.19tE

11

1111

+ω+ω+

+π+ω+ω+π+ω+ω=
 

 
Όπως προαναφέραµε  στο ανάπτυγµα αυτό  υπάρχουν µόνον οι περιττές αρµονικές δηλ. η 

αρίθµηση  είναι  n = 1, 3, 5, 7, …… 

 

Για κάθε αρµονική  γράφουµε τον αντίστοιχο παραστατικό µιγαδικό ( phasor)  

 

1η  αρµονική      ω = ω 1                         
0j

1 e6726.19)j(E =ω  
 

3η  αρµονική     ω 3 = 3 ω 1                     
π=ω j

3 e1679.17)j(E = 17.1679 e j 180 

 

5η  αρµονική     ω 5 = 5 ω 1                     
0j

5 e7324.12)j(E =ω  

 

7η  αρµονική     ω 7 = 7 ω 1                     
π=ω j

7 e3577.7)j(E  = 7.3577 e j 180 

 

9η  αρµονική     ω 9 = 9 ω 1                      
0j

9 e1858.2)j(E =ω  

 

11η  αρµονική   ω 11 = 11ω 1                   
0j

11 e7884.1)j(E =ω  
 
κ.λ.π............... 
 
Τα ζητούµενα µεγέθη  i ( t ) , VR ( t ), VL( t ), VC ( t ) , στη µόνιµη κατάσταση, θα βρεθούν 

και  αυτά σε µορφή αναπτυγµάτων Fourier όπως το σήµα εισόδου Ε ( t ). Σε κάθε  ανάπτυγµα 

οι όροι ( αρµονικές )  προκύπτουν από τους αντίστοιχους παραστατικούς µιγαδικούς, οι 

οποίοι µπορούν να βρεθούν εύκολα µέσω των συναρτήσεων µεταφοράς  µε χρήση της 

γενικής σχέσεως: 

 

 

)t(f )t(y
)j(H ω

)j(F ω )j(Y ω

 

)j(F)j(H)j(Y ωω=ω  
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Σε κάθε περίπτωση είναι γνωστός ο παραστατικός  µιγαδικός  της εισόδου )j(F ω  και η 

συνάρτηση µεταφοράς  Η ( j ω ),  άρα  υπολογισµός του παραστατικού µιγαδικού της εξόδου 

γίνεται µε ένα απλό πολλαπλασιασµό. 

 

Έτσι  για το ρεύµα  i ( t ) θα έχουµε: 

)j(E)j(H)j(I 1111 ωω=ω  

                  )j(E)j(H)j(I 3313 ωω=ω         κ.λ.π. 

 

Γενικά:              )j(E)j(H)j(I nn1n ωω=ω         για  n = 1, 3, 5, ....... 

 

Με όµοιο τρόπο        

 

 )j(E)j(H)j(V nn2nR ωω=ω                  για  n = 1, 3, 5, ....... 

 

 )j(E)j(H)j(V nn3nL ωω=ω                  για  n = 1, 3, 5, ....... 

 

 )j(E)j(H)j(V nn4nC ωω=ω                 για  n = 1, 3, 5, ....... 

 

 
 
 
Στους πίνακες που ακολουθούν, σηµειώνονται, για  τις συχνότητες των  11 πρώτων  

αρµονικών, οι τιµές των παραστατικών µιγαδικών  )j(E nω , ( δηλ. της  διέγερσης ), οι 

τιµές των συναρτήσεων µεταφοράς  )j(H),j(H),j(H,)j(H n4n3n2n1 ωωωω  καθώς 

και  οι τιµές των παραστατικών µιγαδικών των  αποκρίσεων  

),j(V),j(V,)j(I nLnRn ωωω    και )j(V nC ω  

 
Όλοι οι µιγαδικοί είναι γραµµένοι σε εκθετική µορφή και οι γωνίες είναι σε µοίρες 
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Πίνακας 1:  υπολογισµός   )j(E)j(H)j(I nn1n ωω=ω  
 

n 
τάξη 

αρµονικής 

κυκλική 
συχνότητα 

ωn   (rad / sec) 

 
( )njE ω  ( V ) 

 
H 1 ( j ω n ) 

 
( )njI ω  ( A ) 

 
1 

 
6283.2 

 
o0je6726.19  

 

0.0989
o3.8je−   

 

1.9456
o3.8je−  

 
2 

 
12566.4 

 
0 

_  
0 

 
3 

 
18849.6 

 

17.1679
o180je  

 

0.0364
o7.68je−  

 

0.6249
o3.111je  

 
4 

 
25132.7 

 
0 

_  
0 

 
5 

 
31415.9 

 

12.7324
o0je  

 

0.0215
o6.77je−  

 

0.2737
o6.77je−  

 
6 

 
37699.1 

 
0 

_  
0 

 
7 

 
43982.3 

 

7.3577
o180je  

 

0.0152
o2.81je−  

 

0.1118
o8.98je  

 
8 

 
50265.5 

 
0 

_  
0 

 
9 

 
56548.7 

 

2.1858
o0je  

 

0.0118
o2.83je−  

 

0.0258
o2.83je−  

 
10 

 
62831.9 

 
0 

_  
0 

 
11 

 
69915.0 

 

1.7884
o0je  

 

0.0097
o4.84je−  

 

0.0173
o4.84je−  

 
 
 
 
 
Με βάση τα δεδοµένα του πίνακα 1 το ρεύµα  i ( t ) γράφεται σε µορφή αναπτύγµατος 

Fourier, ( Τριγωνοµετρικής µορφής Β ), και για τις πρώτες 11 αρµονικές,   στην ακόλουθη 

µορφή: 

 
i ( t ) = 1.9456 sin ( ω1 t – 8.3o ) + 0.6249 sin ( 3ω1 t + 111.3o ) + 0.2737 sin ( 5ω1 t – 77.6o ) + 

+ 0.118 sin ( 7ω1 t + 98.8o ) + 0.0258 sin ( 9ω1 t – 83.2 o ) + 0.0173 sin ( 11ω1 t – 84.4 o ) +… 

(Amp) 
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Πίνακας 2:  υπολογισµός   )j(E)j(H)j(V nn2nR ωω=ω  
 

n 
τάξη 

αρµονικής 

κυκλική 
συχνότητα 

ωn   (rad / sec) 

 
( )njE ω  ( V ) 

 
H 2 ( j ω n ) 

 
( )nR jV ω  ( V ) 

 
1 

 
6283.2 

 
o0je6726.19  

 

0.9894
o3.8je−   

 

19.4640
o3.8je−  

 
2 

 
12566.4 

 
0 

_  
0 

 
3 

 
18849.6 

 

17.1679
o180je  

 

0.3636
o7.68je−  

 

6.2422
o3.111je  

 
4 

 
25132.7 

 
0 

_  
0 

 
5 

 
31415.9 

 

12.7324
o0je  

 

0.2145
o6.77je−  

 

2.7311
o6.77je−  

 
6 

 
37699.1 

 
0 

_  
0 

 
7 

 
43982.3 

 

7.3577
o180je  

 

0.1524
o2.81je−  

 

1.1213
o8.98je  

 
8 

 
50265.5 

 
0 

_  
0 

 
9 

 
56548.7 

 

2.1858
o0je  

 

0.1183
o2.83je−  

 

0.2586
o2.83je−  

 
10 

 
62831.9 

 
0 

_  
0 

 
11 

 
69915.0 

 

1.7884
o0je  

 

0.0967
o4.84je−  

 

0.1729
o4.84je−  

 
 

 
 
 

Με βάση τα δεδοµένα του πίνακα 2 η τάση  VR ( t ) γράφεται σε µορφή αναπτύγµατος 

Fourier, ( Τριγωνοµετρικής µορφής Β ), και για τις πρώτες 11 αρµονικές,   στην ακόλουθη 

µορφή: 

 
VR( t ) = 19.4640 sin ( ω1 t – 8.3o ) + 6.2422 sin ( 3ω1 t + 111.3o ) + 2.7311 sin ( 5ω1 t – 77.6o ) 

+ 1.1213 sin ( 7ω1 t + 98.8o ) + 0.2586 sin ( 9ω1 t – 83.2 o ) + 0.1729 sin ( 11ω1 t – 84.4 o ) +… 

( Volts ) 
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Πίνακας 3:  υπολογισµός   )j(E)j(H)j(V nn3nL ωω=ω  

 
n 

τάξη 
αρµονικής 

κυκλική 
συχνότητα 

ωn   (rad / sec) 

 
( )njE ω  ( V ) 

 
H 3 ( j ω n ) 

 
( )nL jV ω  ( V ) 

 
1 

 
6283.2 

 
o0je6726.19  

 

0.9325
o6.81je   

 

18.3447
o6.81je  

 
2 

 
12566.4 

 
0 

_  
0 

 
3 

 
18849.6 

 

17.1679
o180je  

 

1.0280
o3.21je  

 

17.6486
o7.158je−  

 
4 

 
25132.7 

 
0 

_  
0 

 
5 

 
31415.9 

 

12.7324
o0je  

 

1.0109
o4.12je  

 

12.8712
o4.12je  

 
6 

 
37699.1 

 
0 

_  
0 

 
7 

 
43982.3 

 

7.3577
o180je  

 

1.0056
o8.8je  

 

7.3989
o2.171je−  

 
8 

 
50265.5 

 
0 

_  
0 

 
9 

 
56548.7 

 

2.1858
o0je  

 

1.0034
o8.6je  

 

2.1932
o8.6je  

 
10 

 
62831.9 

 
0 

_  
0 

 
11 

 
69915.0 

 

1.7884
o0je  

 

1.0023
o6.5je  

 

1.7925
o6.5je  

 
 

 
 
 

Με βάση τα δεδοµένα του πίνακα  3 η τάση  VL ( t ) γράφεται σε µορφή αναπτύγµατος 

Fourier, ( Τριγωνοµετρικής µορφής Β )και για τις πρώτες 11 αρµονικές,   στην ακόλουθη 

µορφή: 

 
VL ( t ) = 18.3447 sin ( ω1 t + 81.6o ) + 17.6486 sin ( 3ω1 t  – 158.7o ) + 12.8712 sin ( 5ω1 t + 

12.4o ) + 7.3989 sin ( 7ω1 t – 171.2o ) + 2.1932 sin( 9ω1 t + 6.8 o ) + 1.7225 sin ( 11ω1 t +5.6 o ) 

+… ( Volts ) 
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Πίνακας 4:  υπολογισµός   )j(E)j(H)j(V nn4nC ωω=ω  

 
N 

τάξη 
αρµονικής 

κυκλική 
συχνότητα 

ωn   (rad / sec) 

 
( )njE ω  ( V ) 

 
H 4 ( j ω n ) 

 
( )nC jV ω  ( V ) 

 
1 

 
6283.2 

 
o0je6726.19  

 

0.7873
o3.98je−   

 

15.4882
o3.98je−  

 
2 

 
12566.4 

 
0 

_  
0 

 
3 

 
18849.6 

 

17.1679
o180je  

 

0.0964
o7.158je−  

 

1.6550
o3.21je  

 
4 

 
25132.7 

 
0 

_  
0 

 
5 

 
31415.9 

 

12.7324
o0je  

 

0.0341
o6.167je−  

 

0.4342
o6.167je−  

 
6 

 
37699.1 

 
0 

_  
0 

 
7 

 
43982.3 

 

7.3577
o180je  

 

0.0173
o2.171je−  

 

0.1273
o8.8je  

 
8 

 
50265.5 

 
0 

_  
0 

 
9 

 
56548.7 

 

2.1858
o0je  

 

0.0105
o2.173je−  

 

0.0229
o2.173je−  

 
10 

 
62831.9 

 
0 

_  
0 

 
11 

 
69915.0 

 

1.7884
o0je  

 

0.0070
o4.174je−  

 

0.0125
o4.174je−  

 
 

 
 
 

Με βάση τα δεδοµένα του πίνακα  4 η τάση  VC ( t ) γράφεται σε µορφή αναπτύγµατος 

Fourier, ( Τριγωνοµετρικής µορφής Β ), και για τις πρώτες 11 αρµονικές,   στην ακόλουθη 

µορφή: 

 
VC ( t ) = 15.4882 sin ( ω1 t – 98.3o ) + 1.6550 sin ( 3ω1 t  + 21.3o ) + 0.4342 sin ( 5ω1 t – 

167.6o ) + 0.1273 sin ( 7ω1 t + 8.8o ) + 0.0229 sin( 9ω1 t – 173.2 o ) + 0.0125 sin ( 11ω1 t –

174.4 o ) +… ( Volts ) 
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Στα επόµενα σχήµατα  φαίνονται γραφικές παραστάσεις των σηµάτων i ( t ) , VR ( t ), VL( t ), 

VC ( t ) όπως αναπαράγονται από τα αναπτύγµατα Fourier. Αρχικά φαίνεται η αναπαραγωγή 

µε χρήση έως και την  10η αρµονική και στη συνέχεια  η αναπαραγωγή µε χρήση έως και την 

50η αρµονική. Σηµειώνεται και πάλι ότι οι γραφικές παραστάσεις αυτές δείχνουν τα  µεγέθη   

i ( t ) , VR ( t ), VL( t ), VC ( t ), στη µόνιµη κατάσταση και εποµένως η χρονική στιγµή t = 0  

εδώ δεν έχει κάποια ιδιαίτερη σηµασία.  

Aν θέλουµε να διερευνήσουµε πλήρως  το φαινόµενο,  δηλαδή  την εφαρµογή της διέγερσης  

Ε ( t ) κάποια χρονική στιγµή  ( έστω t = 0 ) και τον  υπολογισµό των αποκρίσεων  i ( t ) ,    

VR ( t ), VL( t ), VC ( t ) σε µεταβατική   και µόνιµη κατάσταση,  τότε θα πρέπει να 

µελετήσουµε το πρόβληµα στο πεδίο του χρόνου επιλύοντας  µία διαφορική εξίσωση µε 

κατάλληλες αρχικές  συνθήκες. Ένας άλλος τρόπος επιλύσεως του προβλήµατος, όπως θα 

δούµε, είναι η χρήση του µετασχηµατισµού Laplace  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)sec(t

)
A

m
p

s
(

)t(
i ο
λ

10  αρµονικές 

-4

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002

 
 

Αναπαραγωγή του σήµατος  i ( t ) από τις  10 
πρώτες αρµονικές του  ( n = 1  έως  10 ) 

 
 

 
 

)sec(t

)
A

m
p

s
(

)t(
i ο
λ

50  αρµονικές 

-4

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002

 
Αναπαραγωγή του σήµατος  i ( t ) από τις  50 

πρώτες αρµονικές του  ( n = 1  έως  50 ) 
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)sec(t

)
V

ol
ts

(
)t(

V
R

10  αρµονικές 
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-10

 0
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 60

 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002

 
 

Αναπαραγωγή του σήµατος  VR ( t ) από τις  10 
πρώτες αρµονικές του  ( n = 1  έως  10 ) 

 
 

 

)sec(t

)
V

o
lts

(
)t(

V
R

50  αρµονικές 

-60
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-40
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 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002

 
 

Αναπαραγωγή του σήµατος  VR ( t ) από τις  50 
πρώτες αρµονικές του  ( n = 1  έως  50 ) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)sec(t

)
V

o
lts

(
)t(

V
L

10  αρµονικές 
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-40
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 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002

 
 

Αναπαραγωγή του σήµατος  VL ( t ) από τις  10 
πρώτες αρµονικές του  ( n = 1  έως  10 ) 

 
 

 

)sec(t

)
V

ol
ts

(
)t(

V
L

50  αρµονικές 
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Αναπαραγωγή του σήµατος  VL ( t ) από τις  50 
πρώτες αρµονικές του  ( n = 1  έως  50 ) 
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)sec(t

)
V

ol
ts

(
)t(

V
C
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Αναπαραγωγή του σήµατος  VC ( t ) από τις  10 
πρώτες αρµονικές του  ( n = 1  έως  10 ) 

 
 

 

)sec(t

)
V

ol
ts

(
)t(

V
C

50  αρµονικές 
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 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002

 
 
 

Αναπαραγωγή του σήµατος  VC ( t ) από τις  50 
πρώτες αρµονικές του  ( n = 1  έως  50 ) 

   Εδώ παρατηρείται ελάχιστη διαφορά από την 
αναπαραγωγή µε 10 αρµονικές γιατί το σήµα είναι 
αρκετά «οµαλό» και η σειρά Fourier συγκλίνει 
ταχύτατα  
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6.7.3) Υπολογισµός ισχύος στην αντίσταση R 
 
Η πραγµατική (ενεργός) ισχύς που καταναλίσκεται στην αντίσταση R  µπορεί να υπολογιστεί 

από τη σχέση : 

 

PR, εν = 2I εν  R 

 

όπου :         ...
2
I

2
I

II
2
2

2
12

0
2 +++=εν ( τύπος Parseval) 

 

 και οι  συντελεστές    ,....I,I,I 210   προκύπτουν από το ανάπτυγµα του   i ( t ) 

6249.0I,0I,9456.1I,0I 3210 ====        κ.λ.π. 

Χρησιµοποιώντας  10 αρµονικές  προκύπτει :    460488.1I =εν  

και    χρησιµοποιώντας  100   αρµονικές  προκύπτει :    460539.1I =εν  

παρατηρούµε   ότι η διαφορά είναι αµελητέα.    

Άρα :                                                   PR, εν = 2I εν  R = 21.33    Watts  

 
Στο παρακάτω σχήµα  φαίνεται  το µέγεθος   PR ( t ) = i 2 ( t ) R (στιγµιαία ισχύς της R ) 
 
 

)sec(t

)
W

at
ts

(
)t(

P R

50  αρµονικές 

 0
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 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002

RP    µέση 

 
 
 
Προφανώς   η µέση τιµή  του  PR ( t ) θα είναι  η  PR, εν   
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6. 8 )  Μετασχηµατισµός   Fourier  
 
Στα προηγούµενα µελετήσαµε την ανάπτυξη µιας περιοδικής συναρτήσεως σε σειρά Fourier ,      

και  είδαµε ότι µια  περιοδική συνάρτηση αναπτύσσεται σε µια σειρά  απείρων, αλλά 

αριθµησίµου πλήθους όρων ( ή αρµονικών )  της µορφής )tn(sinc n1n ϕ+ω όπου ο δείκτης 

n είναι φυσικός αριθµός. 

Ένα ερώτηµα που τίθεται είναι τι συµβαίνει στην περίπτωση που η συνάρτηση  f ( t ) δεν είναι 

περιοδική. Παρακάτω θα εξετάσουµε το θέµα αυτό. 

Αρχικά  γράφουµε τους τύπους του αναπτύγµατος µιας περιοδικής συνάρτησης στην µιγαδική 

µορφή:    

∑
+∞

−∞=

ω=
n

tnj
n

1eF)t(f              

όπου:               dte)t(f
T

1
F tnj

T

0
n

1ω−∫=       ή  ισοδύναµα      dte)t(f
T

1
F tnj

2/T

2/T
n

1ω−

−
∫=  

Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι η  συνάρτηση  f ( t )  γίνεται µη περιοδική όταν η περίοδος της 

τείνει στο άπειρό. Θα έχουµε τότε: 

∞→
ω
π

=
1

2
T     άρα    ω→ω d1     ( απειροστό) 

και επίσης                                                     
π
ω

→
2

d

T

1
 

 

Εξετάζουµε την σχέση που µας δίνει τούς συντελεστές   nF  

 

dte)t(f
T

1
F tnj

2/T

2/T
n

1ω−

−
∫=  

 

Ο αριθµητικά  διακριτός  όρος    n ω 1  ( όπου ...3,2,1,0n ±±±=  )  στον  εκθέτη,  µας δίνει ως 

γνωστόν τις διακριτές συχνότητες των αρµονικών. 

Ο όρος αυτός  πρέπει  να αντικατασταθεί από τον  συνεχή όρο  ω   δηλ.    n ω 1 →  ω  , διότι  

τώρα οι αρµονικές δεν   είναι διακριτές  και αριθµήσιµες,  αλλά υπάρχει συνεχής κατανοµή 

αρµονικών.   
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Παρατηρούµε επίσης  ότι  εφ’ όσον   ∞→T   τότε  προφανώς :   

0dte)t(f
T

1
F tnj

2/T

2/T
n

1 →= ω−

−
∫  

αλλά η έκφραση:                            →TFn dte)t(f tj ω−
∞+

∞−
∫  

Ονοµάζουµε µετασχηµατισµό Fourier,  ή ολοκλήρωµα  Fourier,  της συναρτήσεως f ( t ) 

την µιγαδική συνάρτηση:  

F { f ( t ) }  = F ( j ω ) = dte)t(f tj ω−
∞+

∞−
∫  

όπου το σύµβολο F { f ( t ) } σηµαίνει  «µετασχηµατισµός Fourier της f ( t )» 

Η συνάρτηση  F ( j ω )  είναι γενικά µια µιγαδική συνάρτηση και γράφεται:   
 

( ) ( ) ( )ωϕω=ω jjejFjF  

 

Παρατηρούµε ότι στο ανάπτυγµα σε σειρά  Fourier  ο συντελεστής  nF  έχει την  ίδια φυσική 

διάσταση µε την  f ( t ). Αν π.χ. η f ( t )  είναι µία τάση µε µονάδα το Volt, τότε επίσης και ο nF  

έχει µονάδα το Volt.  

Στο ολοκλήρωµα  Fourier όµως, αν η f ( t ) έχει  µονάδα το Volt, η συνάρτηση                              

F { f ( t ) } = F ( j ω )   θα έχει µονάδα   το  Volt . sec  ή ισοδύναµα  το  Volt / Hz . Αυτό 

συµβαίνει λόγω της συνεχούς κατανοµής των αρµονικών.      

Εφ’ όσον το f ( t ) είναι ένα σήµα τάσεως ή ρεύµατος που εφαρµόζεται σε µία αντίσταση  1 Ω,  

το µέγεθος  ( ) 2
F ω   αποτελεί την λεγόµενη   «πυκνότητα φάσµατος ενέργειας»  και έχει 

διαστάσεις  [ ενέργεια / συχνότητα ] . Αυτό εύκολα φαίνεται από τον ακόλουθο συλλογισµό: 

Αν το f ( t ) έχει διαστάσεις Volt  τότε το ( )ωF  θα έχει διαστάσεις  secVolt ⋅   ή  Volt / Hz  και 

το ( ) 2
F ω θα έχει διαστάσεις  22 secVolt ⋅  ή:   

συχνοτητα
ενεργεια

=
συχνοτητα

χρονος⋅ισχυς
=

⋅
sec/1

secVolt 2

 

   (διότι το 2Volt εκφράζει ισχύ σε αντίσταση 1 Ω) 
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Άν γνωρίζουµε την  F ( j ω ) και θέλουµε  να βρούµε την  f ( t ) τότε εφαρµόζουµε κατάλληλα 

την αρχική σχέση  ∑
+∞

−∞=

ω=
n

tnj
n

1eF)t(f  

Πολλαπλασιάζουµε επί Τ  και διαιρούµε δια Τ τους όρους του αθροίσµατος: 

T

1
eTF)t(f

n

tnj
n

1∑
+∞

−∞=

ω=  

και καθώς το  ∞→T ,  το  n ω 1 →  ω ,   και   →TFn  F ( j ω )  και επίσης  το  
π
ω

→
2

d

T

1
 

Το άθροισµα τείνει σε ολοκλήρωµα  και  θα πάρουµε τελικά: 

ωω
π

=
π
ω

ω= ∫∫
∞+

∞−

ω
∞+

∞−

ω de)j(F
2

1

2

d
e)j(F)t(f tjtj  

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier  F -1
 { F ( j ω ) }  της   F ( j ω ) δίδεται από τη 

σχέση 

F -1 { F ( j ω ) }  = f ( t ) = ωω
π ∫

∞+

∞−

ω de)j(F
2

1 tj  

 

Ο µετασχηµατισµός Fourier, αποτελεί γενίκευση των αναπτυγµάτων σε σειρές Fourier, και      

είναι πάρα πολύ χρήσιµο µαθηµατικό εργαλείο  κυρίως για θεωρητικούς υπολογισµούς και   

αναλύσεις.  

 

Γενικά ο µετασχηµατισµός Fourier µεταφέρει ένα οποιοδήποτε σήµα ( συνάρτηση του 

χρόνου )  f ( t ),   από το πεδίο του χρόνου  στο πεδίο της συχνότητας   F ( j ω ) 
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Παράδειγµα 

Παρακάτω υπολογίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier ενός τετραγωνικού παλµού δηλ. µιας 

συνάρτησης  f ( t )  της µορφής: 

 













αλλου

τ
<<

τ
−

=

0

2
t

2
A

)t(f  

θα έχουµε:   )ee(

2
j

2
A

)ee(
j

A
tdeA)(F 2/j2/j2/j2/j

2/

2/

tj ωτωτ−ωτωτ−
τ+

τ−

ω− +−
τ

ω

τ

=−
ω−

==ω ∫  

 

και τελικά                                         ( )
2/

)2/(sin
AF

ωτ
ωτ

τ=ω  

 
δηλαδή εδώ ο µετασχηµατισµός Fourier καθαρά πραγµατική συνάρτηση. 
 
 

 

t

)t(f

A

2/τ2/τ− 0  
 

τετραγωνικός παλµός 
 

 

ω

)(F ω

0

τA

τπ /2

 
 

Μετασχηµατισµός Fourier του τετραγωνικού 
παλµού 

 

Η συνάρτηση  sin (x) /x , τη µορφή της οποίας έχει ο  µετασχηµατισµός Fourier του 

τετραγωνικού παλµού, λέγεται συνάρτηση δειγµατοληψίας και παίζει σηµαντικότατο ρόλο στην 

θεωρία σηµάτων. 
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6. 9 )  ∆ιακριτά σήµατα και  ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Fourier 
 
6. 9. 1 ) Γενικά για τα διακριτά σήµατα 
 
Η πιο γνωστή µορφή ενός σήµατος είναι βέβαια αυτή του αναλογικού σήµατος. Το σήµα 

περιγράφεται  αναλυτικά   µε µια συνεχή συνάρτηση  f ( t ). Σε όλα τα φαινόµενα που 

συµβαίνουν στον φυσικό κόσµο οι µεταβολές των διαφόρων φυσικών µεγεθών είναι ακριβώς 

τέτοια αναλογικά σήµατα. Επίσης ο ανθρώπινος οργανισµός αντιλαµβάνεται µε τις διάφορες  

αισθήσεις του µόνον τέτοια σήµατα. 

t

)t(f

0 ∆Τ  

Σε ένα αναλογικό σήµα, µέσα σε  οποιοδήποτε χρονικό διάστηµα  ∆Τ,  υπάρχουν προφανώς 

άπειρες τιµές του σήµατος. 

Οι πρώτες συσκευές και διατάξεις που επεξεργάζονταν ηλεκτρικά  σήµατα (π.χ. τηλέγραφος, 

τηλέφωνο, τα πρώτα όργανα µετρήσεων  κ.λ.π.) προφανώς λειτουργούσαν µε «αναλογικό» 

τρόπο. 

Τις τελευταίες  δεκαετίες όµως , µε την  ταχύτατη ανάπτυξη των Η/Υ, εµφανίστηκε ένας νέος 

τρόπος καταγραφής και επεξεργασίας των σηµάτων µε χρήση της ψηφιακής τεχνολογίας. Η 

όλη µεθοδολογία αποκαλείται «Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος». 

Παρακάτω θα αναφέρουµε ορισµένες  βασικές αρχές της µεθοδολογίας αυτής. Η µελέτη του 

όλου θέµατος προφανώς εκφεύγει από τα όρια του παρόντος συγγράµµατος. 

 Αναφέρουµε αρχικά ότι στη σηµερινή εποχή ένα πολύ µεγάλο πλήθος από φυσικά µεγέθη µη 

ηλεκτρικά   π.χ. θερµοκρασία , πίεση , δύναµη , ροπή , ταχύτητα, επιτάχυνση , και πολλά  

άλλα , µπορούν να µετατραπούν σε ηλεκτρικά µεγέθη ή ακριβέστερα σε ηλεκτρικά σήµατα     

( κυρίως  τάσεως ) . Αυτό γίνεται µε χρήση κατάλληλων αισθητήρων (sensors). Έτσι 

µπορούµε να πούµε ότι όλα σχεδόν τα φυσικά µεγέθη µπορούν να θεωρηθούν ως αναλογικά  

σήµατα  τάσεως.            

 Το πρώτο πράγµα που πρέπει να γίνει σε ένα συνεχές αναλογικό σήµα είναι η καταγραφή και 

η αποθήκευσή του µε κάποιο τρόπο. Όπως είναι προφανές δεν είναι δυνατόν να καταγραφούν 

και να αποθηκευθούν οι άπειρες τιµές  ενός αναλογικού σήµατος που υπάρχουν και στο 

µικρότερο χρονικό διάστηµα ∆Τ . Εµφανίζεται λοιπόν εδώ η λεγόµενη διακριτοποίηση του 

σήµατος που γίνεται µετά από κατάλληλη δειγµατοληψία. 
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Παρακάτω εξηγείται η διαδικασία αυτή. 

6. 9. 2 ) ∆ιακριτοποίηση  σήµατος 

t

)t(f

0

•
• •

• •

0t 1t 2t 2Nt − 1Nt −

T∆

TNTS ∆⋅=
 

Έστω ότι το αναλογικό σήµα καταγράφεται για ένα χρονικό διάστηµα ΤS . Το διάστηµα αυτό 

λέγεται και συνολικός χρόνος καταγραφής σήµατος. 

Μέσα στο χρονικό διάστηµα ΤS , λαµβάνονται συνολικά Ν  τιµές ή δείγµατα  του σήµατος 

για τις χρονικές στιγµές  t 0, t 1, t 2, … t N-2, t N-1 

Οι  N  διακριτές αυτές χρονικές στιγµές προκύπτουν από την γενική σχέση: 

t k = t 0 + k ∆T      όπου  k = 0 ,1 ,2 ,… N-1 

Παρατηρούµε ότι τα λαµβανόµενα δείγµατα του σήµατος  απέχουν µεταξύ τους κατά  

χρονικό διάστηµα ∆Τ, δηλαδή λαµβάνεται ένα δείγµα ανά χρονικό διάστηµα ∆Τ.  

Το χρονικό αυτό διάστηµα ∆Τ (sec)  λέγεται διάστηµα δειγµατοληψίας. Το αντίστροφό του 

µέγεθος   
∆Τ

=
1

fS     ( δείγµατα / sec )  λέγεται συχνότητα δειγµατοληψίας.         

Άν θεωρήσουµε ότι  κάθε δείγµα του σήµατος λαµβάνεται στην αρχή του αντίστοιχου 

χρονικού διαστήµατος  ∆Τ , τότε ο συνολικός χρόνος  καταγραφής του σήµατος  ΤS  θα είναι: 

ΤS  =  tτελικό - t αρχικό  = ( t N-1 + ∆Τ ) - t 0  = t 0 + ( Ν - 1) ∆T  +∆Τ - t 0    άρα      ΤS =  Ν ∆T 

Το παρακάτω σχήµα εξηγεί πώς προκύπτει η σχεση αυτή. 

t

)t(f

0

•
•

• •

0t 1t 2Nt − 1Nt −

T∆

TNTS ∆⋅=

T∆T∆•••
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Στον πίνακα που ακολουθεί, φαίνεται το σήµα µετά την διακριτοποίησή του ( διακριτό σήµα) 

και συνοψίζονται όλα τα προηγούµενα 

 

∆ιακριτό σήµα  f ( t k )  

kt

)t(f k

0

•
• •

• •

0t 1t 2t 2Nt − 1Nt −

T∆

TNTS ∆⋅=

....

 

 

∆ιακριτός χρόνος: 

t k = t 0 + k ∆T      όπου  k = 0 ,1 ,2 ,… N-1 

Ν = αριθµός δειγµάτων του σήµατος 

∆Τ = διάστηµα δειγµατοληψίας 

f S = 1 / ∆Τ  = συχνότητα δειγµατοληψίας 

ΤS = Ν ∆Τ = συνολικός χρόνος  

                             καταγραφής  σήµατος 

 

 Μια εύλογη ερώτηση που προκύπτει κατά την δειγµατοληψία ενός σήµατος είναι ή 

ακόλουθη: 

- Τι συµβαίνει µε τις ενδιάµεσες τιµές του σήµατος που υπάρχουν µεταξύ δύο 

διαδοχικών δειγµάτων;  

Η απάντηση είναι ότι προφανώς οι τιµές αυτές δεν λαµβάνονται καθόλου υπόψη  και 

χάνονται. Είναι όµως δυνατόν να ανακτηθεί πλήρως ένα συνεχές αναλογικό σήµα από τα        

( πεπερασµένου αριθµού ) δείγµατά του όπως προβλέπεται από το θεώρηµα της 

δειγµατοληψίας  ( ή θεώρηµα του Shannon )   

Παρακάτω διατυπώνεται το θεώρηµα αυτό: 

 

Θεώρηµα δειγµατοληψίας ( Shannon ) 

« Έστω ένα αναλογικό σήµα  s ( t ) του οποίου η µέγιστη συχνότητα είναι η f max . Αν το 

σήµα αυτό υποστεί δειγµατοληψία, µε συχνότητα δειγµατοληψίας   maxS f2f ≥≥≥≥   , τότε 

είναι δυνατόν το σήµα  να ανακτηθεί πλήρως  από τα δείγµατά του»    

 

Βλέπουµε λοιπόν  ότι άν η συχνότητα δειγµατοληψίας είναι τουλάχιστον ίση µε το διπλάσιο 

της µεγιστης συχνότητας του σήµατος τότε δεν χάνεται καθόλου πληροφορία κατά την 

διακριτοποίηση του σήµατος. Η  συχνότητα   maxN f2f =  ονοµάζεται συχνότητα  Nyquist. 

Ένα θέµα που τίθεται εδώ έιναι το ακόλουθο: 

Για όλα τα σήµατα , περιοδικά και µη,   τα αναπτύγµατα Fourier, φθάνουν µέχρι το άπειρο, 

δηλαδή  οποιοδήποτε σήµα  και να θεωρήσουµε, η µέγιστη συχνότητά του είναι η άπειρη 

συχνότητα ! 
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 Αυτό µπορεί πρακτικά να ξεπεραστεί µε τον ακολουθο τρόπο:  

- Το σήµα πριν υποστεί δειγµατοληψία διέρχεται από ένα βαθυπερατό φίλτρο µε συχνότητα 

αποκοπής  ίση µε την  συχνότητα  δειγµατοληψίας  Έτσι εξασφαλίζεται  η ισχύς του 

θεωρήµατος του Shannon     

Ο µαθηµατικός τύπος που µας δίνει το αρχικό συνεχές σήµα από τα Ν δείγµατά του ( τύπος 

αναπαραγωγής σήµατος κατά Shannon) είναι ο ακόλουθος: 

 

 

∑
−

= ∆−π

∆−π
∆=

1N

0k )tkt(w2

))tkt(w2sin(
)tk(s)t(s  

 

όπου  w  η συχνότητα αποκοπής του βαθυπερατού φίλτρου η  οποία, όπως προαναφέρθηκε,  

είναι  ίση µε  την  συχνότητα  δειγµατοληψίας  δηλ.  w = f s    
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6. 9. 3 ) Ψηφιοποίηση σήµατος 

 

Ένα συνεχές αναλογικό σήµα s ( t ) αφού πρώτα υποστεί δειγµατοληψία, σε ένα 

περιορισµένο αριθµό δειγµάτων Ν, θα πρέπει στη συνέχεια, για να γίνει αναγνωρίσιµο από 

έναν Η/Υ  να ψηφιοποιηθεί. Με τον όρο «ψηφιοποίηση» εννοούµε  την αντιστοίχηση σε κάθε 

τιµή  s ( t k )  του σήµατος  µιας «ψηφιακής λέξης» δηλ. µιας οµάδας από καθορισµένο 

αριθµό  δυαδικών ψηφίων ( bits   0  ή  1  ). Με τον τρόπο αυτό η ροή των δειγµάτων του 

σήµατος ( ένα δείγµα ανα χρονικό διάστηµα ∆Τ  όπως προαναφέρθηκε ) µετατρέπεται σε ροή 

ψηφιακών λέξεων οι οποίες πλέον µπορουν να  αποθηκευτούν και να επεξεργαστούν απο ένα 

Η/Υ. 

Οι ηλεκτρονικές διατάξεις που πραγµατοποιούν αυτή την διαδικασία ονοµάζονται A / D 

Converters ( Μετατροπείς  Αναλογικού σε Ψηφιακό ) 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται µε απλό τρόπο πως γίνεται  η µετατροπή  διακριτού σήµατος 

σε ψηφιακό 

kt

)t(s k

maxs

maxs−

•

•
•

•
•

•
•
•
•

o
o

o

o

σταϑµεςn2 • • • •

1
2

⋅⋅
⋅

⋅⋅
⋅

12n −

0t 1t 2t

1Nt −
⋅ ⋅ ⋅bitsn−

0

22n −

 

 

Αρχικά πρέπει να καθοριστεί ο αριθµός των δυαδικών ψηφίων  ( bits )  από τον οποίο θα 

αποτελείται η κάθε  ψηφιακή λέξη στην οποία θα µετατρέπονται οι διακριτές τιµές του 

σήµατος. Αν χρησιµοποιηθούν n–bits τότε αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να έχουµε 2n 

διαφορετικές ψηφιακές λέξεις .  

Η κάθε ψηφιακή λέξη θα αντιστοιχεί σε µία  διακριτή τιµή ( ή στάθµη )  s q 

όπου  q = 0, 1, …, 2n –1  
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 Οι  2n  αυτές στάθµες καταλαµβάνουν ένα συνολικό  διάστηµα  από  -smax  έως  s max  όπου
  

τα όρια αυτά εκλέγονται έτσι ώστε να καλύπτουν όλο το εύρος µέσα στο οποίο κυµαίνονται 

οι τιµές  του σήµατος.  

Προφανώς οι τιµές  s ( t k )  του σήµατος δεν είναι δυνατόν να «πέφτουν» ακριβώς  στις 

στάθµες  s q  και  έτσι κάθε φορά  γίνεται «πρόσδεση» της τιµής του σήµατος στην 

πλησιέστερη στάθµη.  

Για την αντιστοίχηση των ψηφιακών λέξεων µε τις διάφορες στάθµες µπορεί π.χ. να 

εφαρµοστεί το δυαδικό σύστηµα αριθµήσεως όπότε για µια διάταξη µε n = 8 bits,                

άρα 28 = 256 στάθµες   θα έχουµε: 

στάθµη 0  →   00000000 

στάθµη 1  →   00000001 

στάθµη 2  →   00000010 

..... 

στάθµη 100 →   01100100 

.... 

στάθµη 255 →11111111 

 

Αναφέρουµε εδώ ότι το σύστηµα ψηφιακής αναπαραγωγής µουσικής (CD) είχε κατά την 

αρχική του σχεδίαση µετατροπέα  16 – bits ( άρα 2 16 = 65536 στάθµες ) και συχνότητα 

δειγµατοληψίας  44.1 KHz  (  η 44100 δείγµατα / sec) 
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6. 9 .4 ) ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Fourier  (D.F.T.) 
 
Όπως προαναφέραµε  τα  διάφορα σήµατα  που µελετάµε στην πράξη,  εµφανίζονται πάντοτε 

σε διακριτή µορφή  και προκύπτουν  από δειγµατοληψίες αναλογικών (συνεχών ) σηµάτων.  

Για την ανάλυση Fourier ενός διακριτού σήµατος  χρησιµοποιείται ο  λεγόµενος διακριτός 

µετασχηµατισµός Fourier ( Discrete Fourier Transform  DFT). Παρακάτω θα διατυπώσουµε 

τον ορισµό του. 

Έστω το διακριτό σήµα      ( ) 1N....,,2,1,0kTkttf kk −=∆=  

Όπου κατά τα γνωστά:    =N αριθµός δειγµάτων του σήµατος 
 
                                        =∆T διάστηµα δειγµατοληψίας   
 

                                        
∆Τ

=
1

f s   (δείγµατα / sec)  η συχνότητα δειγµατοληψίας 

 
                                        TNTS ∆⋅=  συνολικός χρόνος καταγραφής του σήµατος 

 
Αναφέρουµε ότι κατά τη δειγµατοληψία του σήµατος πρέπει να ικανοποιείται το 

κριτήριο  Nyquist  δηλ. πρέπει   maxs f2f ≥  ή  
maxf2

1
≤∆Τ   , όπου maxf   η µεγαλύτερη 

συχνότητα που περιέχεται στο σήµα.  
 
Ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier )(F nD ω  του σήµατος υπολογίζεται για Ν διακριτές 

τιµές συχνοτήτων. Από τις Ν αυτές διακριτές  τιµές  που λαµβάνονται, αρκεί η πληροφορία 

που περιέχεται στις  
2

N
  πρώτες τιµές.  Μετά οι τιµές επαναλαµβάνονται συµµετρικά δηλαδή 

έχουµε ένα δίπλευρο φάσµα. 

Ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier )(F nD ω  υπολογίζεται από την σχέση:  

 

( ) ( )∑
−

=

∆ω∆−∆=ω
1N

0k

Tknj
nD eTkfF         για  n = 0,1, 2, …,N-1  

 

όπου  ω∆=ω nn    ( για  n = 0, 1, 2, …, N-1  ) και    
TN

2

T

2

S ∆

π
=

π
=ω∆       δηλαδή το ∆ω  

είναι το «βήµα» στο φάσµα  των συχνοτήτων. Υπενθυµίζεται ότι ΤS είναι ο συνολικός χρόνος 

καταγραφής του σήµατος  ή  το «παράθυρο» από το οποίο βλέπουµε το σήµα στο χρόνο.  

Όπως προαναφέρθηκε το φάσµα είναι δίπλευρο άρα αρκεί  η πληροφορία που δίνουν οι τιµές 

του  )(F nD ω   για  n = 0, 1, 2, … , 
2

N
- 1  
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Παρατηρούµε λοιπόν ότι αν καταγραφεί ένα διακριτό σήµα για χρονικό διάστηµα  ΤS , τότε 

στο  φάσµα του σήµατος οι  διακριτές  συχνότητες θα  απέχουν κατά ∆ω = 2π / ΤS. 

Η µέγιστη συχνότητα του φάσµατος  θα είναι  ωmax = ( Ν – 1 ) ∆ω  = ( Ν – 1 ) 2π / ΤS 

Αν στην σχέση ορισµού του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier αντικαταστήσουµε το ∆ω  

µε το ίσο του  
TN

2

T

2

S ∆

π
=

π
=ω∆   θα πάρουµε:   
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  όπου  ω n = n ∆ω      και      n = 0, 1,  2, ...,  N-1 

Η τελευταία σχέση χρησιµοποιείται επίσης για τον υπολογισµό του  DFT 

 

Αντίστροφα το διακριτό σήµα  ( )ktf  προκύπτει από το διακριτό µετασχηµατισµό Fourier 

αυτού ως εξής:   
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όπου 1N....,,2,1,0kTkt k −=∆=  

 

Από την δεκαετία του ’60 έχει αναπτυχθεί ο αλγόριθµος  FFT ( Fast Fourier Transform ) µε 

τον οποίο  γίνεται σηµαντική οικονοµία στις πράξεις υπολογισµού του DFT  ενος διακριτού 

σήµατος. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την µεγάλη εξοικονόµηση χρόνου για  στον υπολογισµό 

του DFT ενός σήµατος.  Ο αλγόριθµος  FFT απαιτεί ο αριθµός των δειγµάτων του σήµατος 

να είναι δύναµη του 2 ( π.χ . 32, 64, 128  κ.λ.π. )  Σε όλα τα «πακέτα» µαθηµατικών 

προγραµµάτων  όπως π.χ.  το MATLAB, αλλά και σε πολλά προγράµµατα που συνοδεύουν 

ψηφιακά όργανα µετρήσεως για την επικοινωνία τους µε Η/Υ,  υπάρχει ενσωµατωµένος ο 

αλγόριθµος FFT. 
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Σχετικά µε τον διακριτό µετασχηµατισµό Fourier έχουµε και τις δύο ακόλουθες 

παρατηρήσεις: 

 

1) Αν αυξήσουµε τον αριθµό των δειγµάτων  Ν  , του σήµατος, χωρίς να µεταβάλλουµε το 

διάστηµα δειγµατοληψίας  ∆Τ, τότε θα συµβούν τα ακόλουθα: 

    i) Θα αυξηθεί ο συνολικός χρόνος καταγραφής του σήµατος  ΤS = Ν ∆Τ  

    ii) Θα µειωθεί  το  
TN

2

T

2

S ∆

π
=

π
=ω∆  , δηλ. το «βήµα» στο φάσµα συχνοτήτων και  

         εποµένως  θα  έχουµε πιο «πυκνό» φάσµα.  Η µέγιστη συχνότητα που φτάνουµε στο  

         φάσµα      ω max = ( N -1 ) ∆ω  = ( ( Ν-1 ) / Ν ) ( 2 π / ∆Τ ) 

         θα παραµείνει πρακτικά η ίδια. 

 

 

2) Αν αυξήσουµε τον αριθµό των δειγµάτων  Ν  , του σήµατος, χωρίς να µεταβάλλουµε τον 

συνολικό χρόνο καταγραφής του σήµατος  ΤS , τότε θα συµβούν τα ακόλουθα: 

    i) Θα µειωθεί  το διάστηµα δειγµατοληψίας  ∆Τ = ΤS / Ν  

    ii) ∆εν θα µεταβληθεί   το  
TN

2

T

2

S ∆

π
=

π
=ω∆  , δηλ. το «βήµα» στο φάσµα συχνοτήτων    

        αλλά  θα αυξηθεί η µέγιστη συχνότητα που φτάνουµε στο φάσµα  ω max = ( N -1 ) ∆ω 

 

 Συνοψίζοντας τις δύο αυτές  παρατηρήσεις µπορούµε να πούµε ότι: 

- Έχουµε δύο «παράθυρα» , ένα στο πεδίο του χρόνου  και ένα στο πεδίο της συχνότητας        

(φάσµα ). Στα δύο αυτά παράθυρα έχουµε διακριτές τιµές (δείγµατα)  f ( k ∆Τ ) και  f ( n ∆ω )  

αντίστοιχα. Οταν το ένα παράθυρο µεγαλώνει σε εύρος, χωρίς να αλλάξει η απόσταση µεταξύ 

των δειγµάτων,   τότε στο άλλο παράθυρο µειώνεται η απόσταση µεταξύ των δειγµάτων          

( «πυκνώνουν» τα  δείγµατα )  χωρίς να διαφοροποιείται το εύρος του.  
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6. 9. 5 )Σχέση του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier µε τις σειρές Fourier περιοδικών 

συναρτήσεων.   

 

Το διακριτό σήµα  ( )ktf  θεωρείται  περιοδική συνάρτηση µε περίοδο  Τ  δηλ το συνολικό 

χρόνο καταγραφής του. 

Υπενθυµίζουµε τα αναπτύγµατα  Fourier µιας  περιοδικής συναρτήσεως  f ( t ) 
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όπου  ο συντελεστής  nF    γράφεται  
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αντίστοιχα ο διακριτός µετασχηµατισµός  Fourier  γράφεται 
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άρα προσεγγίζοντας το ολοκλήρωµα µε το άθροισµα θά έχουµε 
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και επίσης  
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6. 9 .6 ) Παραδείγµατα εφαρµογής του ∆ιακριτού Μετασχηµατισµού Fourier 
 
Παράδειγµα 1)  ( Σήµα   µαθηµατικά  «κατασκευασµένο» )  
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Έχουµε ένα σήµα s ( t )  τετραγωνικού παλµού µε ύψος  5 volts  και διάρκεια 0.1 sec. Το σήµα 
καταγράφεται  για χρονικό διάστηµα ΤS = 1 sec , και λαµβάνονται συνολικά   Ν = 200 δείγµατα, 
µε  ∆Τ = 0.005 sec. Στο φάσµα  συχνοτήτων θα έχουµε «βήµα» ∆ω = 2π / ΤS =6.2832  rad / sec  
ή σε συχνότητα ∆f = 1 Hz. Η µέγιστη συχνότητα στην οποία φτάνουµε είναι  ω max = ( N – 1 ) ∆ω  
ή         f max = ( N -1 ) ∆ω  / 2π = 199 Hz  , σε δίπλευρο  φάσµα.                 
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Στο ανωτέρω σχήµα φαίνεται το δίπλευρο φάσµα του σήµατος  s ( t ). Παριστάνεται γραφικά το 
µέτρο του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier του σήµατος ( φάσµα πλάτους ) .  ∆ιακρίνεται  η 
συµµετρία που υπάρχει στα δύο τµήµατα του φάσµατος   0 – 99 Hz   και  100 – 199 Ηz . 
Επαναλαµβάνουµε ότι αρκεί η πληροφορία που βρίσκεται στο πρώτο τµήµα  ( 0 – 99 Hz ).   
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Στο σχήµα φαίνεται το µονόπλευρο φάσµα πλάτους   Οι τιµές έχουν  πολλαπλασιασθεί  επί τον 
παράγοντα  2 / Ν ώστε να έχουµε  άµεσα σύγκριση µε το ανάπτυγµα σε σειρά Fourier.  
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Παράδειγµα 2)  ( Σήµα που έχει ληφθεί από µέτρηση) 
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Έχουµε ένα ηχητικό σήµα s ( t ). Είναι προφανές ότι ο σήµα αυτό είναι περιοδικό και µάλιστα 
στο διάγραµµα φαίνεται για δύο περιόδους  Το σήµα καταγράφεται  για χρονικό διάστηµα          
ΤS = 2Τ = 0.00764 sec , εποµένως έχει περίοδο Τ  = 0.00382 sec. 

Λαµβάνονται συνολικά Ν = 764 δείγµατα του σήµατος µε  ∆Τ = 510 −  sec. Στο φάσµα  
συχνοτήτων θα έχουµε «βήµα» ∆ω = 2π / ΤS = 822.40  rad / sec  ή σε συχνότητα  ∆f = 130.89  
Hz.  Η µέγιστη συχνότητα στην οποία φτάνουµε είναι    ω max  =  ( N – 1 ) ∆ω   ή                              
f max = ( N -1 ) ∆ω / 2π = 99.869  kHz  , σε δίπλευρο  φάσµα.      
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Στο διάγραµµα φαίνεται το µέτρο του DFT του σήµατος ( δηλ το φάσµα πλάτους)   Οι τιµές 
πολλαπλασιάζονται  επί τον παράγοντα  2 / Ν ώστε να έχουµε  άµεσα σύγκριση µε το ανάπτυγµα 
σε σειρά Fourier. Το µονόπλευρο φάσµα φθάνει µέχρι την συχνότητα 49.869 kHz , αλλά οι 
ισχυρότερες αρµονικές του σήµατος περιορίζονται µέχρι τα 5 kHz.  Αυτό το τµήµα του φάσµατος 
φαίνεται και  στο ανωτέρω  διάγραµµα. Παρατηρούµε ότι η 1η αρµονική βρίσκεται στην 
συχνότητα  f 1 =261.8 Hz . Ισχύει f 1 = 1 / Τ .    
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Παράδειγµα 3)  ( Σήµα που έχει ληφθεί από µέτρηση) 
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Έχουµε πάλι ένα ηχητικό σήµα s ( t ). Το σήµα αυτό είναι περιοδικό και στο διάγραµµα φαίνεται 
για 4 περιόδους  Το σήµα καταγράφεται  για χρονικό διάστηµα ΤS = 0.00906 sec και η  περίοδος 
του σήµατος είναι   Τ = 0.002265 sec. 

Λαµβάνονται συνολικά Ν = 906 δείγµατα του σήµατος µε  ∆Τ = 510 −  sec. Στο φάσµα  
συχνοτήτων θα έχουµε «βήµα» ∆ω = 2π / ΤS = 693.51  rad / sec  ή σε συχνότητα   ∆f = 110.38  
Hz.  Η µέγιστη συχνότητα στην οποία φτάνουµε είναι    ω max  =  ( N – 1 ) ∆ω                                
ή  f max = ( N -1 ) ∆ω  / 2π = 99.889  kHz  , σε δίπλευρο  φάσµα.                                            
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Στο διάγραµµα φαίνεται το µέτρο του DFT του σήµατος ( δηλ το φάσµα πλάτους)   Οι τιµές 
πολλαπλασιάζονται  επί τον παράγοντα  2 / Ν ώστε να έχουµε  άµεσα σύγκριση µε το ανάπτυγµα 
σε σειρά Fourier. Το µονόπλευρο φάσµα φθάνει µέχρι την συχνότητα 49.889 kHz , αλλά οι 
ισχυρότερες αρµονικές του σήµατος περιορίζονται µέχρι τα 8 kHz.  Αυτό το τµήµα του φάσµατος 
φαίνεται και  στο ανωτέρω  διάγραµµα. Παρατηρούµε ότι η 1η αρµονική βρίσκεται στην 
συχνότητα  f 1 = 441.5 Hz . Ισχύει f 1 = 1 / Τ  
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Παράδειγµα 4)   ( Σήµα που έχει ληφθεί από µέτρηση) 
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Στο διάγραµµα αυτό φαίνεται η κυµατοµορφή του ρεύµατος ενός ηλεκτρονικού λαµπτήρα 
φωτισµού 220 V / 50 Hz  και   ισχύος 20 W. Η περίοδος του σήµατος είναι προφανώς Τ = 0.02 
sec και στο διάγραµµα φαίνεται για 2 περιόδους  Το σήµα καταγράφεται  για χρονικό διάστηµα 

ΤS = 0.04 sec   Λαµβάνονται συνολικά Ν = 800 δείγµατα του σήµατος µε  ∆Τ = 5105 −
× sec. Στο 

φάσµα  συχνοτήτων θα έχουµε «βήµα» ∆ω = 2π / ΤS = 157.07  rad / sec  ή σε συχνότητα       ∆f = 
25Hz.  Η µέγιστη συχνότητα στην οποία φτάνουµε είναι    ω max  =  ( N – 1 ) ∆ω     ή             f max 
= ( N -1 ) ∆ω / 2π =  19.975  kHz  , σε δίπλευρο  φάσµα.                                            
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Στο διάγραµµα φαίνεται το µέτρο του DFT του σήµατος ( δηλ το φάσµα πλάτους)   Το 
µονόπλευρο φάσµα φθάνει µέχρι την συχνότητα 9.975 kHz , αλλά οι ισχυρότερες αρµονικές του 
σήµατος περιορίζονται µέχρι τα 4 kHz.  Αυτό το τµήµα του φάσµατος φαίνεται και  στο ανωτέρω  
διάγραµµα. Παρατηρούµε ότι η 1η αρµονική βρίσκεται στην συχνότητα  f 1 = 50 Hz . Επίσης 
φαίνεται ότι το ρεύµα είναι πλούσιο σε αρµονικές και αυτό αποτελεί ένα µειονέκτηµα των 
ηλεκτρονικών λαµπτήρων , ως ηλεκτρικά φορτία, διότι επιβαρύνουν το ηλεκτρικό δίκτυο µε 
αρµονικές,  πράγµα ανεπιθύµητο.   
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Παράδειγµα 5 )   

Τα παραδείγµατα  που αναφέραµε έως τώρα αφορούσαν όλα περιοδικά σήµατα . 

Παρακάτω θα αναφέρουµε ένα παράδειγµα µη περιοδικού σήµατος  
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Στο διάγραµµα φαίνεται ένα µη περιοδικό ( ή µεταβατικό ) σήµα  το οποίο παριστά την 
ηχητική αποτύπωση ενός «κρότου». Το σήµα καταγράφεται για χρονικό διάστηµα          
ΤS = 0.0506 sec και ο αριθµός των δειγµάτων είναι Ν =1012. Εποµένως το διάστηµα 

δειγµατοληψίας θα είναι             ∆Τ =  ΤS / Ν =  5105 −
× sec.  

 
Στο φάσµα  συχνοτήτων θα έχουµε «βήµα» ∆ω = 2π / ΤS = 124.17  rad / sec  ή σε 
συχνότητα       ∆f =  19.76 Hz.  Η µέγιστη συχνότητα στην οποία φτάνουµε είναι              
ω max  =  ( N – 1 ) ∆ω     ή             f max = ( N –1 ) ∆ω / 2π  =  19.980   kHz  , σε δίπλευρο  
φάσµα.                                           
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Στο ανωτέρω διάγραµµα φαίνεται ένα τµήµα του φάσµατος του σήµατος . Το 
µονόπλευρο φάσµα εκτείνεται µέχρι τα  9.978  kHz  αλλά οι ισχυρότερες αρµονικές 
περιορίζονται µέχρι τα 4 kHz  περίπου και αυτό το τµήµα του φάσµατος φαίνεται και στο 
διάγραµµα . Η αρµονική µε το µεγαλύτερο πλάτος βρίσκεται στη συχνότητα 1739.13 Hz 
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Στο ανωτέρω σχήµα φαίνεται η αναπαραγωγή  του σήµατος από τις αρµονικές του µε χρήση του  
αντιστρόφου DFT. Παρατηρείται απόλυτη ακρίβεια στην αναπαραγωγή 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7 
 

ΜΕΛΕΤΗ  ΗΛΕΚΤΡΙΚΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝ  
ΣΤΗΝ ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΜΟΝΙΜΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ  ( Ε. Μ. Κ. ) 

 
 
7. 1 ) Γενικά για την Εκθετική  Μόνιµη Κατάσταση  ( Ε.Μ.Κ.)  

Όπως αναφέρθηκε και στο κεφάλαιο 5  η µελέτη ενός δικτύου ή συστήµατος στην Ηµιτονική 

Μόνιµη Κατάσταση, (Η.Μ.Κ.) προϋποθέτει την αυστηρή παραδοχή  της ηµιτονοειδούς  

χρονικής εξάρτησης όλων των µεγεθών. Με βάση την παραδοχή αυτή έχει αναπτυχθεί η, 

γνωστή και ιδιαίτερα εύχρηστη, µεθοδολογία περιγραφής των µεγεθών µε χρήση των 

παραστατικών µιγαδικών ( phasors). Παρά την µεγάλη, θεωρητική και πρακτική,  αξία της 

µεθόδου αυτής , παραµένει ο σχετικός περιορισµός  της αυστηρά  ηµιτονοειδούς  χρονικής 

εξάρτησης. 

Για τον λόγο αυτό έχει αναπτυχθεί και µία πιο γενικευµένη µέθοδος περιγραφής δικτύων και 

συστηµάτων µε  την οποία µπορούν να µελετηθούν συνθετότερες καταστάσεις. Η µέθοδος 

αυτή µπορούµε να πούµε ότι υπερκαλύπτει την µέθοδο περιγραφής µέσω της Η.Μ.Κ. 

Στην νέα αυτή µέθοδο περιγραφής γίνεται η ακόλουθη παραδοχή:          

 

Η χρονική εξάρτηση όλων των µεγεθών είναι,  αποκλειστικά,  της µορφής: 

α ( t ) = Αm e σ t  sin ( ω t + φ ) 

όταν ισχύει η ειδική αυτή  παραδοχή,  τότε θεωρείται ότι το δίκτυο βρίσκεται στην  

Εκθετική Μόνιµη Κατάσταση  ( Ε.Μ.Κ.)  

Έχουµε  τις ακόλουθες παρατηρήσεις   

 

α) Σε σχέση µε την Η.Μ.Κ. έχει προστεθεί ο όρος te σ  , και µάλιστα αναφέρουµε εδώ ότι  ο 

παράγοντας  σ ,  για πραγµατικά  - φυσικά συστήµατα σε ευσταθή κατάσταση λειτουργίας, 

είναι πάντοτε αρνητικός ή έχει µηδενική τιµή  ( 0≤σ  ) 

 

β) Η ηµιτονοειδής και η  εκθετική συνάρτηση, καθώς και συνδυασµοί αυτών, αποτελούν 

λύσεις των γραµµικών διαφορικών εξισώσεων και εποµένως γίνεται αντιληπτός  ο πιο 

γενικός τρόπος περιγραφής  δικτύων και συστηµάτων σε σχέση µε την Η.Μ.Κ.  
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Συγκεκριµένα στην έκφραση    

α ( t ) = Αm e σ t  sin ( ω t + φ ) 

 

Αν  σ = 0 , τότε έχουµε    α ( t ) = Αm sin ( ω t + φ ) ,   την γνωστή  περιγραφή στην Η.Μ.Κ. 

Αν  ω = 0 , τότε έχουµε     α ( t ) = Αm e σ t  sin φ = mA ′  e σ t , δηλαδή περιγραφή µε εκθετικές 

συναρτήσεις     

Αν  σ = 0  και ω = 0 , τότε έχουµε   α ( t ) = Αm sin φ , δηλαδή περιγραφή µε σταθερές 

συναρτήσεις 

Βλέπουµε λοιπόν ότι στην Εκθετική Μόνιµη Κατάσταση  έχουµε αρκετά  µεγαλύτερη 

ευελιξία , σε σχέση µε την Ηµιτονική Μόνιµη Κατάσταση στην περιγραφή  πιο σύνθετων 

περιπτώσεων  

 

7. 2 ) Χρήση  παραστατικών  µιγαδικών  

Όπως είναι γνωστό στην Η.Μ.Κ.  η γενική έκφραση όλων των µεγεθών, στο πεδίο του 

χρόνου, είναι: 

α ( t ) = Am sin ( ω t + φ ) 

Το µέγεθος α ( t )  να παρασταθεί από τον  στρεφόµενο µιγαδικό  αριθµό:   

tjj
m

)t(j
m eeAeA)t(A ωϕϕ+ω ==  

όπου                                        α ( t ) = Im { )t(A } = Im { )t(j
m eA ϕ+ω  } 

αντί  του στρεφοµένου ( χρονικά µεταβλητού )  µιγαδικού  )t(A  

χρησιµοποιείται ο σταθερός  µιγαδικός            ϕ=ω= j
m eA)(AA  

όπου το ω θεωρείται γνωστό. 

Στην περίπτωση που η γενική έκφραση των µεγεθών είναι:  

α ( t ) = Αm e σ t  sin ( ω t + φ ) 

µπορούµε  αντίστοιχα  να γράψουµε: 

  

α ( t )  = Im { )t(jt
m eeA ϕ+ωσ  } = Im { t)j(j

m eeA ω+σϕ } 

 

ορίζοντας το µέγεθος:       s  = σ  + j ω        ως την    µιγαδική συχνότητα  s  

θα έχουµε:  

α ( t ) = Im { tsj
m eeA ϕ } 
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ο χρονικά µεταβαλλόµενος  µιγαδικός αριθµός 

A ( t )  = Am e j φ e s t 

του οποίου το φανταστικό µέρος  είναι η συνάρτηση  α ( t ) ,  

Im { A ( t ) } = α ( t ) 

 είναι ο παραστατικός µιγαδικός της συνάρτησης  α ( t ) = Αm e σ t  sin ( ω t + φ ) 

Και στην περίπτωση αυτή µπορούµε αντί του  χρονικά  µεταβλητού  A ( t )  = Am e j φ e s t 

να  χρησιµοποιήσουµε τον σταθερό µιγαδικό  

 

ϕ== j
m eA)s(AA  

 

όπου η µιγαδική συχνότητα  s  θεωρείται γνωστή 

Συνηθίζεται, στην διεθνή βιβλιογραφία,  στην Ε.Μ.Κ. οι παραστατικοί µιγαδικοί  να µην 

γράφονται µε την γνωστή  παύλα από πάνω τους. Μερικές φορές χρησιµοποιούνται 

τονισµένα ( bold ) σύµβολα. Έτσι γράφουµε  

ϕ== j
m eA)s(AA  

7. 3 ) Σχέσεις τάσεως ρεύµατος των τριών βασικών ηλεκτρικών στοιχείων 

στην Ε.Μ.Κ. 

Παρακάτω διατυπώνονται για τα τρία βασικά ηλεκτρικά στοιχεία οι σχέσεις τάσεως – 

ρεύµατος στην Εκθετική Μόνιµη Κατάσταση. Οι σχέσεις αυτές, όπως είναι φυσικό, 

προκύπτουν απ’ ευθείας από τις αντίστοιχες σχέσεις που ισχύουν στο πεδίο του χρόνου, 

θέτοντας την βασική παραδοχή ότι όλα τα µεγέθη ( τάσεις – ρεύµατα)   έχουν την µορφή        

α ( t ) = Αm e σ t  sin ( ω t + φ ) 

 
7. 3. 1 ) Ωµική αντίσταση R 
Στο πεδίο του χρόνου ισχύει:    )t(iR)t(v RR =  

R

)t(vR

)t(iR

+ _

 

Θεωρούµε ότι   i R ( t ) = IRm e σ t  sin ( ω t + φ )  άρα  ο  παραστατικός µιγαδικός του  iR ( t )  

θα είναι:      

IR ( t )  = IRm e j φ e s t 

και αντί αυτού, όπως προαναφέρθηκε,  χρησιµοποιείται ο σταθερός     

IR ( s )  = IRm e j φ  
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ισχύει   )t(iR)t(v RR =  = R IRm e σ t sin ( ω t + φ )     άρα  ο παραστατικός µιγαδικός  του   

vR ( t )  θα είναι :    

VR ( t )  = R IRm e j φ e s t = R IR ( t ) 

ή  χρησιµοποιώντας σταθερούς  µιγαδικούς:  

VR ( s )  = R IRm e j φ  =  R IR ( s ) 

 
7. 3. 2 ) Αυτεπαγωγή L 

Στο πεδίο του χρόνου:    
td

)t(id
L)t(v L

L =  

L

)t(vL

)t(i L

+ _

 
Θεωρούµε ότι   i L ( t ) = ILm e σ t sin ( ω t + φ )  άρα  ο  παραστατικός µιγαδικός  θα είναι 

I L ( t )  = ILm e j φ e s t  

και χρησιµοποιώντας  τον σταθερό µιγαδικό:  

I L ( s )  = ILm e j φ 

ισχύει  
td

)t(id
L)t(v L

L = = L I Lm σ e σ t sin ( ω t + φ )  +  L I Lm e σ t ω cos ( ω t + φ ) = 

= L I Lm σ e σ t sin ( ω t + φ )  +  L I Lm e σ t ω sin  ( ω t + φ + π/2 ) 

άρα  ο  παραστατικός µιγαδικός  του  vL ( t )  θα προκύψει  από το µιγαδικό  άθροισµα       

V L ( t )  = Lσ I L ( t )  +  L ω I L ( t ) e j π/2 =  Lσ I L ( t )  + j L ω I L ( t ) 

δηλαδή:     

V L ( t )  = ( σ + j ω ) L I L ( t ) =  s L I L ( t ) 

ή                                            V L ( t ) =  s L I L ( t )  = s L ILm e j φ e s t 

και  χρησιµοποιώντας σταθερούς  µιγαδικούς:  

V L ( s ) =  s L  I L ( s )  

 
7. 3. 3 ) Χωρητικότητα C 

Στο πεδίο του χρόνου:     
td

)t(vd
C)t(i C

C =  

C
)t(vC

)t(iC

+
_

 
Θεωρούµε ότι   v C ( t ) = VCm e σt sin ( ω t + φ )  άρα  ο παραστατικός µιγαδικός θα είναι    

V C ( t )  =  V Cm e j φ e s t 

και χρησιµοποιώντας  τον σταθερό µιγαδικό:  
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V C ( s )  = V Cm e j φ 

Ισχύει   
td

)t(vd
C)t(i C

C =  = C V Cm σ e σ t sin ( ω t + φ )  +  C V Cm e σ t ω cos ( ω t + φ ) = 

= C V Cm σ e σ t sin ( ω t + φ )  +  C V Cm e σ t ω sin  ( ω t + φ + π/2 ) 

άρα  ο  παραστατικός µιγαδικός  του   i C ( t )  θα προκύψει  από το µιγαδικό  άθροισµα:   

I C ( t )  = Cσ V C ( t )  +  C ω V C ( t ) e j  π/2 =  C σ V C ( t )  + j C ω V C ( t ) 

δηλαδή:     

I C ( t )  = ( σ + j ω ) C V C ( t ) =  s C V C ( t ) 

ή                                            I C ( t ) =  s C V C ( t )  =  s C  V Cm e j φ e s t 

και  χρησιµοποιώντας σταθερούς  µιγαδικούς:  

I C ( s ) =  s C V C ( s )  

 

7. 4 ) Σύνθετη αντίσταση στην Ε.Μ.Κ.  
 
Ακριβώς όπως και στο πεδίο του χρόνου µπορούµε και στην Ε.Μ.Κ.  να σκεφτούµε έναν 

«γενικευµένο»  νόµο του  Ohm  σύµφωνα µε τον οποίο σε ένα ηλεκτρικό στοιχείο ορίζεται η  

γενικευµένη  σύνθετη αντίσταση  Z ( s ) 

 

)s(V

+
_

)s(I
)s(Z

 

)s(I

)s(V
)s(Z =       ( Ohm ) 

 

 

και η γενικευµένη   σύνθετη αγωγιµότητα  Y ( s ) 

 

 

)s(Y   = 
)s(Z

1
     ( Ohm- 1 ) 

 

 
 
Για τα τρία  βασικά παθητικά  ηλεκτρικά στοιχεία θα  έχουµε: 
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Ωµική αντίσταση  R 

R

RV

RI

+ _

 
 

 
 

R
I

V
)s(Z

R

R
R ==  

 
 

)s(YR = 
R

1

V

I

R

R =  

 
Πηνίο  L 

L

LV

LI

+ _

 
 

 
 

Ls
I

V
)s(Z

L

L
L ==  

 
 

)s(YL  = 
Ls

1

V

I

L

L =  

 
Πυκνωτής C 

C

CV

CI

+
_

 
 

 
 

Cs

1

I

V
)s(Z

C

C
C ==  

 
 

)s(YC  = Cs
V

I

C

C =  

 

Αν θεωρήσουµε συνδεσµολογίες δύο ακροδεκτών Α-Β, αποτελούµενες από τα βασικά 

στοιχεία  R, L, C  µπορούµε να υπολογίσουµε την συνολική  γενικευµένη σύνθετη αντίσταση 

Ζ ( s ) . Ισχύουν και εδώ όλοι οι κανόνες σύνθεσης αντιστάσεων που είναι γνωστοί από τη 

στοιχειώδη θεωρία κυκλωµάτων. Παρακάτω αναφέρουµε δύο παραδείγµατα: 

 

α)   Να βρεθεί η  Z AB ( s )            

R L C

• •A B
 

 

Cs

1
LsR)s(ZAB ++=  

 β)   Να βρεθεί η    Z AB ( s )  

R

L C

• •A B

 

CRs1

R
Ls

Cs
CRs1

Cs

R

Ls

Cs

1
R

Cs
1

R

Ls)s(ZAB
+

+=
+

+=

+

⋅

+=  



 241 

7. 5 ) Η συνάρτηση µεταφοράς στην Ε.Μ.Κ 

Ο ορισµός της συνάρτησης µεταφοράς που είδαµε στο Κεφ.5 , για την Η.Μ.Κ. γενικεύεται 

και  για την Ε.Μ.Κ. θέτοντας όπου  j ω  το  s .   Έτσι θα έχουµε: 

 

Γραµµικό  
Χρονικά Σταθερό  

∆ίκτυο  
R L C 

)s(F )s(Y

  ΕΙΣΟ∆ΟΣ 
(∆ΙΕΓΕΡΣΗ) 

ΕΞΟ∆ΟΣ

(ΑΠΟΚΡΙΣΗ)

 

 

)s(A

)s(B

)s(F

)s(Y
)s(H ==  

 

Παράδειγµα 

Ένα δίκτυο έχει ακόλουθη ∆.Ε. που συνδέει διέγερση και απόκριση 

( 2 D + 3 ) y ( t )  =  (  D + 1 ) f ( t ) 

 να  βρεθεί η µόνιµη απόκριση του δικτύου στο σήµα εισόδου  

)30t20(sine10)t(f ot5 += −  
 
Η συνάρτηση µεταφοράς του  δικτύου θα είναι : 
 

3s2

1s

)s(F

)s(Y
)s(H

+

+
==  

 
και  η µιγαδική συχνότητα θα είναι:               s = - 5 + j 20 

 

όπου:                                                                   
o30je10)s(F =    

 

άρα                                                Υ ( s ) =  H ( s ) F ( s ) =  

 = 
ooo 4.31j30j30j e0217.5e10

40j7

20j4
e10

3)20j5(2

120j5
=

+−

+−
=

++−

++−
 

 

άρα η µόνιµη απόκριση θα είναι: 

)4.31t20(sine0217.5)t(y ot5 += −  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  8 
 

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ  LAPLACE  ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤOY  
ΣΤΗΝ ΕΠΙΛΥΣΗ ΗΛΕΚΤΡΙΚΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝ 

 
 
8. 1 )  Το πεδίο της µιγαδικής συχνότητας  
 
Στο προηγούµενο κεφάλαιο αναφέρθηκε ο τρόπος περιγραφής ενός ηλεκτρικού δικτύου στην 

Εκθετική Μόνιµη Κατάσταση ( Ε.Μ.Κ.). ∆ιατυπώθηκαν οι σχέσεις τάσεως ρεύµατος για τα 3 

βασικά ηλεκτρικά στοιχεία  R, L ,C στην Ε.Μ.Κ. καθώς και η έννοια της γενικευµένης 

σύνθετης αντίστασης  Ζ ( s ) όπου η  µεταβλητή s = σ + j ω ονοµάστηκε µιγαδική 

συχνότητα. Μπορούµε εδώ να πούµε ότι, διατυπώνοντας τις σχέσεις αυτές, “µεταφέραµε”  

τα στοιχεία  R, L ,C  από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας. 

Είναι προφανές ότι στην Ε.Μ.Κ. δεν µπορούν να µελετηθούν µεταβατικά φαινόµενα  και  

αυτό µπορεί να γίνει άµεσα αντιληπτό από το ακόλουθο σκεπτικό: 

 

- Για την εύρεση των σχέσεων τάσεως - ρεύµατος για το πηνίο L και τον πυκνωτή C δεν 

λήφθηκαν υπ’ όψη οι αρχικές καταστάσεις  i L ( 0 - )  και  V C ( 0 - )  αντίστοιχα,  και 

εποµένως οι σχέσεις αυτές ισχύουν στην µόνιµη κατάσταση. 

        

Είναι όµως δυνατόν να µελετηθούν και µεταβατικά φαινόµενα σε ένα ηλεκτρικό δίκτυο ή 

σύστηµα όταν αυτό ευρίσκεται στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας  s. Αυτό µπορεί να γίνει 

µε την χρήση ενός µαθηµατικού  “εργαλείου” που ονοµάζεται µετασχηµατισµός Laplace 

Ο µετασχηµατισµός Laplace  µεταφέρει µια συνάρτηση f ( t )  από το πεδίο του χρόνου t,  

στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας  s.  Η µετασχηµατισµένη συνάρτηση γράφεται 

συνήθως µε κεφαλαία γράµµατα F ( s ). 

 

Στα επόµενα θα εξηγηθεί πλήρως η όλη µεθοδολογία του µετασχηµατισµού  Laplace και ο 

τρόπος εφαρµογής του στην µελέτη ηλεκτρικών δικτύων. Θα προηγηθεί, όπως είναι φυσικό, 

ένα καθαρά µαθηµατικό κοµµάτι  και θα ακολουθήσει ο τρόπος εφαρµογής.  
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8. 2)  Ορισµός  του Μετασχηµατισµού Laplace  
 
Έστω  f ( t )  µια πραγµατική συνάρτηση οι οποία πληροί κάποιες προϋποθέσεις τις οποίες 

δεν θα αναφέρουµε εδώ, θεωρώντας ότι ισχύουν για όλες τις συναρτήσεις µε τις οποίες θα 

ασχοληθούµε. 

Ορίζεται, στα Μαθηµατικά, µία συνάρτηση  F ( s )  η οποία λέγεται µετασχηµατισµός 

Laplace της    f ( t )  και µπορούµε να γράψουµε:   

F ( s ) = L {  f ( t ) }   

Όπου το σύµβολο:    L {    }  υποδηλώνει τον µετασχηµατισµό  Laplace, ο οποίος  ορίζεται 

ως εξής: 

F (s) = L  {  f ( t ) }  ∫
+∞

−=
0

ts td)t(fe  

όπου  ω+σ= js   µία µιγαδική  µεταβλητή  και τα σ  και ω µπορούν να πάρουν κάθε 

πραγµατική τιµή.  Η µεταβλητή  s  αποκαλείται  µιγαδική συχνότητα. 

Ορίζεται επίσης και  ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace   L -  1 {    } της  F (s)  και 

προφανώς θα ισχύει:  

f ( t ) = L  - 1 {  F ( s )  }  

 

∆εν θα αναφέρουµε εδώ τον µαθηµατικό ορισµό του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace. 

 

Συνοψίζοντας τα προηγούµενα µπορούµε να γράψουµε: 

 

)s(F)t(f

L 
-1

{    }
 

L  {    } 

 Πεδίο 
Χρόνου 
        t 

                                                            Πεδίο                                                                  
                                                      Μιγαδικής  
                                                      Συχνότητας 
                                                               s 
                                                                                                          

 

∆ηλαδή ο µετασχηµατισµός Laplace µεταφέρει µια πραγµατική συνάρτηση  f   του χρόνου t,  

στην αντίστοιχή της  F στο πεδίο της λεγόµενης  µιγαδικής συχνότητας s .   
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Στο ερώτηµα ποια είναι η χρησιµότητα του µετασχηµατισµού Laplace  η απάντηση είναι ή 

ακόλουθη: 

- Είναι συνήθως ευκολότερο να λυθεί ένα µαθηµατικό πρόβληµα στο πεδίο της 

µιγαδικής συχνότητας  s  παρά στο πεδίο του χρόνου t.  Συνεπώς µπορούµε, µέσω του 

µετασχηµατισµού Laplace, να «µεταφέρουµε»  το πρόβληµα  στο πεδίο s, να το 

επιλύσουµε εκεί,  και τέλος , µέσω του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace να 

επανέλθουµε στο πεδίο του χρόνου και να έχουµε την επιθυµητή λύση. Με την έκφραση 

µαθηµατικό πρόβληµα εννοείται εδώ η επίλυση µιας διαφορικής εξίσωσης. 

 

8. 3 ) Μετασχηµατισµοί  Laplace βασικών συναρτήσεων  
 
Αρχικά αναφέρουµε ότι, για τις ανάγκες του µαθήµατος, θα  µας απασχολήσει  µόνον  ένας 

µικρός αριθµός  συναρτήσεων  ( ή σηµάτων )  για τις οποίες θα υπολογίσουµε το 

µετασχηµατισµό Laplace. Οι συναρτήσεις αυτές είναι τα στοιχειώδη ανώµαλα σήµατα  δ ( t ), 

u ( t ),  r ( t ), η εκθετική συνάρτηση, και η ηµιτονοειδής συνάρτηση. Έτσι θα έχουµε: 

 

 Κρουστική συνάρτηση δ (t ):    L { δ (t ) } = 1edte)t( s0

0

st ==δ −
+∞

−∫  

 

Βηµατική συνάρτηση u ( t ): L { u ( t ) }  = 
s

1
e

s

1
dte1dte)t(u ts

00

st

0

st =




−== −
+∞+∞

−
+∞

− ∫∫  

 
 
Με όµοιο τρόπο, εφαρµόζοντας  τον ορισµό του µετασχηµατισµού Laplace, θα καταλήξουµε 

στα ακόλουθα: 

 

Αναρριχητική συνάρτηση r ( t ):   L  { r ( t ) } 
2s

1
=  

 

Εκθετική συνάρτηση  te α± :        L { te α±  } 
α

=
ms

1
            

 

Ηµιτονοειδής συνάρτηση  sin ( ω t ):        L  { sin ( ω t ) } 
22 s+ω

ω
=  

 
 
Για περισσότερες περιπτώσεις σηµάτων µπορούµε να συµβουλευθούµε σχετικούς πίνακες 
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8. 4 )  Βασικές ιδιότητες του  µετασχηµατισµού  Laplace  
 
Από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace  θα αναφέρουµε ( χωρίς απόδειξη )  µόνον 

εκείνες που θα χρησιµοποιηθούν για τις ανάγκες του µαθήµατος. Έτσι θα έχουµε 

 
α) Γραµµικότητα 
 
Ο µετασχηµατισµός Laplace είναι γραµµικός , δηλ. ισχύει: 

L  { α 1 f 1  ( t ) + α 2 f 2  ( t ) }  =   α 1  L {  f 1  ( t ) }  +   α 2 L {  f 2  ( t ) } 

όπου   21 , αα   πραγµατικοί αριθµοί 

 
β) Μετάθεση στην περιοχή του χρόνου 

Αν        L  {  f  ( t ) }  =  F ( s )  

τότε      L  {  f  ( t – t 0 ) u ( t – t 0 ) } =  ( ) 0tsesF −  

ή  αντίστροφα  L -1  { ( ) 0tsesF −   }  = f  ( t – t 0 ) u ( t – t 0 ) 

Με τα παρακάτω σχήµατα φαίνεται η διαφορά µεταξύ των συναρτήσεων  f  ( t ),  f  ( t – t 0 )  

και   f  ( t – t 0 ) u ( t – t 0 ) 

 

t

)t(f

t

)tt(f 0−

0t

t

)tt(u)tt(f 00 −−

0t
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γ) Μετασχηµατισµός Laplace  τών παραγώγων  

Αν       L  {  f  ( t ) }  =  F ( s )  

τότε      L  { 
td

)t(fd } =  s  F ( s )  –  f  ( −0  ) 

και       L  { 
2

2

td

)t(fd
 } =  s 2 F ( s ) – s f  ( −0  )  – 

td

)0(fd −

 

όπου  f  ( −0  )   και    
td

)0(fd −

  οι τιµές της συναρτήσεως  f ( t )  και της πρώτης παραγώγου 

της,  για  t = −0  . Οι τιµές αυτές ονοµάζονται και αρχικές συνθήκες 

 
 
δ) Μετασχηµατισµός Laplace  του ολοκληρώµατος  

Αν       L  {  f  ( t ) }  =  F ( s )  
 

τότε    L { td)t(f
t

0

′′∫ } = 
s

)s(F
 

 

Παρατηρούµε εδώ ότι, όταν οι αρχικές συνθήκες είναι µηδενικές,  η παραγώγιση, στο πεδίο 

της µιγαδικής συχνότητας  s  ανάγεται σε πολλαπλασιασµό επί s, και η ολοκλήρωση ανάγεται 

σε διαίρεση δια s  
 

ε) Συνέλιξη 
Η  έννοια της συνέλιξης δύο συναρτήσεων έχει πολύ σηµαντική σηµασία στη θεωρία 

σηµάτων και συστηµάτων . Η συνέλιξη δύο συναρτήσεων )t(f1  και  )t(f 2  ορίζεται ως 

εξής:   

συνέλιξη  των  )t(f1 , )t(f 2   =  ∫∫ τττ−=ττ−τ
t

0

21

t

0

21 d)(f)t(fd)t(f)(f  

Παρατηρούµε ότι η συνέλιξη έχει την αντιµεταθετική ιδιότητα 

Αποδεικνύεται ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση: 

 

L { ∫ ττ−τ
t

0

21 d)t(f)(f } = F 1 ( s ) F 2 ( s )  
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και  αντίστροφα 

  L -1 { )s(F)s(F 21 ⋅ } = ∫ ττ−τ
t

0

21 d)t(f)(f  

∆ηλαδή η συνέλιξη στο πεδίο του χρόνου µεταφέρεται σε γινόµενο στο πεδίο της µιγαδικής 

συχνότητας Η σχέση αυτή είναι σηµαντικότατη  όπως θα δούµε 

 

Στον παρακάτω πίνακα συνοψίζουµε όλα τα προηγούµενα 
 
 
 

 
Κρουστική 
συνάρτηση 

δ ( t ) 
 

 

 
L { δ (t ) } = 1 

 
 

L { Κ δ( t – t 0 ) }= K 0tse−  

 
Βηµατική 
συνάρτηση 

u ( t ) 
 
 

 
 

L { u ( t ) } = 
s

1
 

 
 

L { Κ u ( t – t 0 ) } = K 
s

1
0tse−  

 
Αναρριχητική 
συνάρτηση 

r ( t ) 
 
 

 
 

L { r ( t ) }
2s

1
=  

 

 
 

L { Κ r ( t – t 0 ) } = K 
2s

1
0tse−  

 
Εκθετική 
συνάρτηση 

te α±  
 

 

 
 

L { te α±  } 
α

=
ms
1

 

 

L { )tt(ueK 0
)tt( 0 −−α± } =  

0tse
s

1
K −

α
=

m
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8.5 ) Αντίστροφος  µετασχηµατισµός  Laplace  
 
Όπως προαναφέραµε, για την πλήρη εφαρµογή της µεθόδου Laplace στην επίλυση 

γραµµικών ηλεκτρικών δικτύων, και εν γένει συστηµάτων είναι απαραίτητος ο υπολογισµός 

και του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace. 

Στην περίπτωση επίλυσης γραµµικών δικτύων και συστηµάτων,  το µαθηµατικό µας 

πρόβληµα είναι η επίλυση µιας γραµµικής διαφορικής εξίσωσης µε σταθερούς συντελεστές.      

Οι συναρτήσεις  F  ( s ) που εµφανίζονται εδώ  (και που πρέπει να αντιστραφούν ) είναι 

πάντοτε της µορφής: 

)s(B

)s(A
)s(F =  

 
όπου τα  Α (s )  και  Β (s )  είναι πολυώνυµα του s  δηλ. 
 

01
1m

1m
m

m asa...sasa)s(A ++++= −
−     όπου   m10 a....,a,a πραγµ. αριθµοί 

 
και  
 

01
1n

1n
n

n bsb...sbsb)s(B ++++= −
−      όπου   n10 b....,b,b πραγµ.  αριθµοί 

 
και  ισχύει  πάντα    m ≤  n .  

Αν έχουµε  m = n  τότε εκτελούµε την διαίρεση των πολυωνύµων  Α ( s ) δια   Β ( s )  

Για να υπολογίσουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace της  
)s(B

)s(A
)s(F =  την 

αναλύουµε σε απλά κλάσµατα σύµφωνα µε τη µέθοδο  Heaviside. 
 
 
Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται ως εξής: 
 
- Εξετάζουµε τις ρίζες, n21 s.....,,s,s , του παρονοµαστή  Β (s )  ( εδώ θα περιοριστούµε στην 

περίπτωση απλών ριζών,  πραγµατικών ή µιγαδικών )  

 

α)  Περίπτωση απλών πραγµατικών  ριζών: 
 
 Τότε η  F (s) µπορεί να   γραφεί  ως εξής  
 

nn

n

22

2

11

1

ss

1

)s(B

)s(A
...

ss

1

)s(B

)s(A

ss

1

)s(B

)s(A

)s(B

)s(A
)s(F

−
⋅

′
++

−
⋅

′
+

−
⋅

′
==  

άρα       

L -1 { F ( s ) }  =  ts

n

nts

2

2ts

1

1 n21 e
)s(B

)s(A
...e

)s(B

)s(A
e

)s(B

)s(A
)t(f ⋅

′
++⋅

′
+⋅

′
=  
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Με το σύµβολο )s(B′  προφανώς εννοείται η παράγωγος του  B ( s ) και οι ποσότητες  

...
)s(B
)s(A

,
)s(B
)s(A

2

2

1

1

′′
  κλπ,   είναι σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί. 

 

Παρατηρούµε ότι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace είναι ένα άθροισµα εκθετικών 

συναρτήσεων µε διαφορετικούς εκθέτες   

 

                      
β) Περίπτωση απλών µιγαδικών  ριζών  σε συζυγή ζεύγη : 

 

και πάλι η F (s ) γράφεται µε τον ίδιο τρόπο 

 

nn

n

22

2

11

1

ss

1

)s(B

)s(A
...

ss

1

)s(B

)s(A

ss

1

)s(B

)s(A

)s(B

)s(A
)s(F

−
⋅

′
++

−
⋅

′
+

−
⋅

′
==  

 

κάθε συζυγές ζεύγος  π.χ.   το ω−σ=ω+σ= js,js 21    θα δίνει αντίστροφη συνάρτηση την  

 

q  ( t ) = )t(cosMe2 t ϕ+ωσ  

όπου   
( )

ϕ=
′

j

1

1 Me
sB

)s(A
  µε  1s  την ρίζα µε το θετικό φανταστικό µέρος 

 

∆ηλαδή µπορούµε να γράψουµε: 

L -1  { F ( s ) }  =  =)t(f )t(cosMe2 t ϕ+ωσ  +  L -1 { F1 ( s ) } 

   

Όπου   F1 ( s )  οι  λοιποί όροι της αναπτύξεως που αντιστοιχούν σε πραγµατικές ρίζες. 
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8. 6 ) Μετασχηµατισµένα κατά Laplace στοιχεία κυκλωµάτων 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο εξετάσαµε πως διατυπώνονται οι σχέσεις τάσεως – ρεύµατος των 

τριών βασικών ηλεκτρικών στοιχείων στην Εκθετική Μόνιµη Κατάσταση. Είναι προφανές 

ότι  µέσω της  Ε.Μ.Κ. “µεταφερόµαστε”  στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας αλλά δεν 

λαµβάνουµε υπ΄ όψη τις  αρχικές καταστάσεις και συνεπώς δεν µπορούµε να µελετήσουµε 

µεταβατικά φαινόµενα. 

Ο µετασχηµατισµός Laplace µας επιτρέπει να ξεπεράσουµε αυτό το πρόβληµα.    

Θα εξετάσουµε παρακάτω τα 3 βασικά ηλεκτρικά στοιχεία  και θα δούµε πως µεταφέρονται 

οι σχέσεις  τάσεως – ρεύµατος  των στοιχείων αυτών στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας, 

λαµβάνοντας υπ΄ όψη  και τις  αρχικές καταστάσεις  

 

8. 6. 1 ) Ωµική αντίσταση R 

R

( )tvR

( )ti R

+ _

 
 
Οι σχέσεις τάσεως- ρεύµατος στο πεδίο του χρόνου είναι: 

 

)t(iR)t(v RR =           και                 )t(v
R

1
)t(i RR =  

 
Λαµβάνοντας το µετασχηµατισµό Laplace αυτών των σχέσεων έχουµε 
 

)s(IR)s(V RR =           και                 )s(V
R

1
)s(I RR =  

 
Άρα λοιπόν στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας s το στοιχείο της ωµικής αντίστασης R 

µετασχηµατίζεται ως εξής:  

R

( )sVR

( )sIR

+ _

 
            
Παρατηρούµε ότι λόγω της απλής αναλογίας µεταξύ τάσεως  και ρεύµατος, στην ωµική 

αντίσταση,  δεν υπάρχει  διαφορά στις σχέσεις  τάσεως – ρεύµατος  µεταξύ της Ε.Μ.Κ και 

του µετασχηµατισµού Laplace    
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8. 6. 2 ) Πηνίο µε αυτεπαγωγή  L  

L

( )tvL

( )ti L

+ _

( )−0iL

 
 
Οι σχέσεις τάσεως- ρεύµατος στο πεδίο του χρόνου είναι: 

 

td

)t(id
L)t(v L

L =                             ∫ ′′+= −
t

0

LLL td)t(v
L

1
)0(i)t(i  

όπου  )0(i _
L  η αρχική κατάσταση για το ρεύµα του πηνίου  

 

Λαµβάνοντας το µετασχηµατισµό Laplace αυτών των σχέσεων έχουµε: 
 
η πρώτη σχέση δίνει:   

L { v L ( t ) } = VL  ( s ) = L {
td

)t(id
L L }  =  ))0(i)s(Is(L LL

−−  

παρατηρούµε ότι η τάση  )s(VL  µπορεί να γραφεί  σαν διαφορά δύο τάσεων   
 

)s(VL  =  )0(iL)s(IsL LL
−−  

 
Ο όρος   )s(IsL L είναι γινόµενο ρεύµατος  επί την ποσότητα  s L  η οποία µπορεί να 

θεωρηθεί  ως σύνθετη αντίσταση  ( διότι πολλαπλασιαζόµενη µε ρεύµα µας δίνει τάση) 

Επίσης ο όρος )0(iL L
−−  (σταθερή ποσότητα)  µπορεί να θεωρηθεί ως  µια σταθερή 

πηγή τάσεως. Με βάση το ανωτέρω σκεπτικό µπορούµε να έχουµε το ακόλουθο ισοδύναµο 

του πηνίου (µαζί µε την  αρχική κατάσταση για το ρεύµα ) στο πεδίο της µιγαδικής 

συχνότητας.   

 
 

Ls

( )sVL

( )sIL
_+

+
( )−0iL L

 

∆ηλαδή πρόκειται για ένα στοιχείο αυτεπαγωγής που έχει σύνθετη αντίσταση  s L  µε 

συνδεδεµένη εν σειρά  µία πηγή τάσεως µε τιµή  )0(iL L
−  και πολικότητα όπως φαίνεται 

στο σχήµα 
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Αν πάρουµε τον µετασχηµατισµό Laplace της δεύτερης σχέσης τάσεως - ρεύµατος 

L  { )t(i L } = L { )0(i L
− }  +  L { ∫ ′′

t

0

L td)t(v
L

1
 } 

ή                                                
Ls

)s(V

s

)0(i
)s(I LL

L +=
−

  

Παρατηρούµε ότι το ρεύµα   Ι L ( s )  µπορεί να γραφεί σαν άθροισµα δύο ρευµάτων. Ο 

πρώτος όρος   
s

)0(i L
−

 µπορεί να θεωρηθεί ως πηγή ρεύµατος ενώ ο δεύτερος όρος  

Ls

)s(VL   είναι πηλίκο τάσεως δια την ποσότητα   s L  η οποία µπορεί να θεωρηθεί , όπως 

προαναφέραµε, ως σύνθετη αντίσταση. 

Άρα µπορούµε να έχουµε το ακόλουθο δεύτερο  ισοδύναµο του πηνίου στο πεδίο της 

µιγαδικής συχνότητας   

Ls

( )sVL

( )sIL

+

( )
s

0i L
−

_

 

 

 

Παρατηρώντας τα δύο µετασχηµατισµένα  κυκλώµατα του πηνίου, στο πεδίο s, εύκολα 

συµπεραίνουµε ότι είναι µεταξύ τους ισοδύναµα, πράγµα που προφανώς είναι αναµενόµενο.   

Επίσης φαίνεται αµέσως ότι σε περίπτωση µηδενικής αρχικής καταστάσεως , 

)0(i L
− = 0  το µετασχηµατισµένο κατά  Laplace του πηνίου συµπίπτει ακριβώς µε 

αυτό της Ε.Μ.Κ.  

Στο ερώτηµα πιο από τα δύο ισοδύναµα πρέπει να χρησιµοποιείται η απάντηση  είναι:  

-Εκείνο που καθιστά ευκολότερη τη λύση του προβλήµατος που µας απασχολεί.   
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8. 6 .3 ) Πυκνωτής µε χωρητικότητα C 
 

C
( )tvC

( )tiC

+ _

( )−0vC

+ _

 
Οι σχέσεις τάσεως- ρεύµατος στο πεδίο του χρόνου είναι: 

 

td

)t(vd
C)t(i C

C =                           ∫ ′′+= −
t

0

CCC td)t(i
C

1
)0(v)t(v  

 

όπου  )0(v _
C  η αρχική κατάσταση για την τάση  του πυκνωτή  

  
Εφαρµόζοντας ακριβώς την ίδια διαδικασία όπως στο πηνίο, εύκολα θα καταλήξουµε και εδώ 

σε δύο διαφορετικά  (και φυσικά  ισοδύναµα µεταξύ τους )  µετασχηµατισµένα κυκλώµατα 

στο πεδίο του s,  για τον πυκνωτή.  

Cs

1

)s(IC + −

)s(VC

)0(vC C
−

 
 

I C ( s ) =  )s(VCs)0(vC CC +− −  

 
 

Cs

1

)s(IC + −

)s(VC

s

)0(vC
−

+

 
 

V C ( s ) =  
Cs

1
)s(I

s

)0(v
C

C +
−
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8. 7) Πορεία επίλυσης ενός ηλεκτρικού δικτύου µε τη µέθοδο Laplace 

 

Έστω ότι µας δίδεται ένα δίκτυο αποτελούµενο από στοιχεία R, L, C, µε δεδοµένες τις αρχικές 

καταστάσεις για κάθε L και  C, και επίσης δίδονται οι πηγές (διεγέρσεις) του δικτύου. 

Ζητείται  (ή ζητούνται ) η  τάση (ή  οι τάσεις) ή το ρεύµα  (ή τα ρεύµατα) σε κάποιο ( ή 

κάποιους )  κλάδο (κλάδους). Όπως είναι  γνωστό, το πρόβληµα αυτό λέγεται ανάλυση δικτύου. 

 Τα διαδοχικά βήµατα που ακολουθούµε για την επίλυση είναι: 

 

α) Μετασχηµατίζουµε, κατά Laplace,  όλα τα στοιχεία του δικτύου, λαµβάνοντας  υπ’ 

όψη και τις αρχικές καταστάσεις για τα πηνία και τους πυκνωτές  ( εφ’ όσον υπάρχουν ) 

 

β) Μετασχηµατίζουµε, κατά Laplace, τις συναρτήσεις (σήµατα) των πηγών του δικτύου 

 

γ) Το δίκτυο που προέκυψε λέγεται µετασχηµατισµένο κατά  Laplace και η επίλυση του 

είναι πλέον ένα απλό αλγεβρικό πρόβληµα 

 

δ) Αντιστρέφουµε ,  κατά Laplace, την λύση  που έχουµε βρει στο πεδίο της µιγαδικής 

συχνότητας και παίρνουµε την επιθυµητή λύση  στο πεδίο του χρόνου.  

 

Η λύση  (απόκριση) που βρίσκουµε είναι η πλήρης απόκριση, δηλαδή περιλαµβάνει  την 

µόνιµη και την µεταβατική απόκριση, διότι έχουν ληφθεί υπ΄ όψη οι αρχικές καταστάσεις (δηλ. 

οι τιµές των ρευµάτων των πηνίων και των τάσεων των πυκνωτών του δικτύου, κατά την στιγµή 

της εφαρµογής των διεγέρσεων  t = 0 ) 

 Επίσης αναφέρουµε και το εξής: 
 
Σε ένα µετασχηµατισµένο, κατά Laplace, ηλεκτρικό δίκτυο, ισχύουν όλοι οι νόµοι, θεωρήµατα, 

µέθοδοι, κανόνες,  κ.λ.π.  που µας είναι γνωστοί από τη θεωρία κυκλωµάτων συνεχούς 

ρεύµατος. Η βασική διαφορά, όπως προαναφέραµε, είναι  ότι οι ολοκληρωδιαφορικές σχέσεις 

που συναντάµε κατά  τη µελέτη ενός δικτύου στην περιοχή του χρόνου, µετατρέπονται σε απλές 

αλγεβρικές στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας. 
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8. 8)  Παραδείγµατα επιλύσεως ηλεκτρικών δικτύων 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1) 
 
∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο: 
 
 

( )−0iL
( )tE

R

L

( )ti

+

 
 
 
 

 
∆ίδονται οι τιµές των R, L 
 

και επίσης   A0)0(i L =−   
 
Η τάση της  πηγής είναι  η κρουστική 
συνάρτηση  Ε ( t ) =  δ ( t ) 
 
Ζητείται να υπολογιστεί το ρεύµα  i ( t ) για 

∞<≤ t0  
 

Στο δίκτυο αυτό η διέγερση ( είσοδος ) είναι η τάση της πηγής  E ( t ) και η απόκριση  ( έξοδος ) 

είναι το ρεύµα  i ( t ). Επειδή η διέγερσή µας εδώ είναι η κρουστική συνάρτηση, η απόκριση που 

θα πάρουµε λέγεται, όπως είναι γνωστό,  κρουστική απόκριση.  

Μετασχηµατίζουµε το δίκτυο στην περιοχή της µιγαδικής συχνότητας. 

 

( )sE

R

Ls

( )sI

+

 
 

Επειδή η αρχική κατάσταση  για το  ρεύµα του πηνίου είναι  A0)0(i L =−  το 

µετασχηµατισµένο κύκλωµα , κατά Laplace, δεν θα περιλαµβάνει πηγή στο ισοδύναµο του 

πηνίου.  

Η επίλυση του µετασχηµατισµένου δικτύου δίνει αµέσως: 

 

LsR

)s(E
)s(I

+
=  

 

όπου:  Ε ( s ) = L {  Ε ( t ) }  =  L {  δ ( t ) } =  1    
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άρα:                                                         

L

R
s

L

1

LsR

1
)s(I

+
=

+
=  

 

και                                  i ( t ) = L-1  {  I (s ) }  =  L-1 {  

L

R
s

L

1

+
 }  =  

t
L

R

e
L

1 −  

 
Η γραφική παράσταση για το ρεύµα  i ( t )  είναι:  
 

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

t

)t(i

L

1

T0 T5
 

 
 
Παρατηρούµε ότι η κρουστική διέγερση  Ε ( t ) =  δ ( t )  δίνει µια οµαλότατη απόκριση που έχει 

τη µορφή  αποσβενύµενης εκθετικής συνάρτησης  µε σταθερά χρόνου Τ = L / R   

Επίσης ένα άλλο ενδιαφέρον σηµείο είναι εξής: 

Το ρεύµα  )t(i)t(i L=  παρουσιάζει ασυνέχεια για t = 0, διότι ,0)0(i =− ενώ ,
L

1
)0(i =+  

αυτό οφείλεται στην κρουστική διέγερση. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2) 
 
∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο: 
 

( )−0vc( )tE

R

C

( )ti

+ +

−

 
 
 
 

 
∆ίδονται οι τιµές:   R = 100 kΩ,  C = 10 µF  
 

και επίσης   Volts0)0(vC =−   

 
Η τάση της  πηγής E ( t )  δίδεται από την 
παρακάτω  γραφική παράσταση. 
 
Ζητείται να υπολογιστεί το ρεύµα  i ( t ) για 

∞<≤ t0  
 

Η τάση Ε ( t )  της πηγής είναι το ακόλουθο σήµα:  

)Volts()t(E

1
• • •

2 30
(sec)t

20

 
 
Αρχικά πρέπει να εκφράσουµε το σήµα  E ( t ) συναρτήσει στοιχειωδών ανωµάλων σηµάτων και 

στη συνέχεια  να υπολογίσουµε τον µετασχηµατισµό Laplace  E ( s ). 

Παρατηρώντας το σήµα εύκολα βρίσκουµε:  

E ( t )  =  20 r ( t ) –  20 r ( t – 1 ) –  20 r ( t – 2 ) + 20 r ( t –  3 ) 

Άρα:  

Ε ( s ) = L {  Ε ( t ) } = 




 +−− −−− s3
2

s2
2

s
22

e
s

1
e

s

1
e

s

1

s

1
20   

 
 
Το µετασχηµατισµένο κύκλωµα θα είναι:  

( )sE

R

Cs

1

( )sI

+
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Η επίλυση δίνει:   

1CRs

)s(ECs

Cs

1
R

)s(E
)s(I

+
=

+
=  

 
αντικαθιστώντας τις τιµές ,  R = 100 kΩ =  10 5  Ω  και  C = 10 µF = 10 – 5  F  θα πάρουµε: 
 

)s(E
1s

s
10

1s

)s(Es10
)s(I 5

5

+
=

+
= −

−

 

 

και αντικαθιστώντας το   




 +−−= −−− s3
2

s2
2

s
22

e
s

1
e

s

1
e

s

1

s

1
20)s(E   θα  πάρουµε: 

 
 






 +−−⋅








+
⋅×= −−−− s3

2
s2

2
s

22
4 e

s

1
e

s

1
e

s

1

s

1

1s

s
102)s(I  

 
 

ή µετά την απλοποίηση:         [ ]s3s2s
2

4 eee1
ss

1
102)s(I −−−− +−−⋅









+
⋅×=  

 

Εξετάζουµε το κλάσµα   
ss

1

)s(B

)s(A
)s(G

2 +
==    του οποίου θα βρούµε τον αντίστροφο 

µετασχηµατισµό Laplace. 
 
Αριθµητής:          Α ( s ) = 1 
 
Παρονοµαστής:   Β ( s ) =  s 2 + s       ρίζες    s 1 = 0,    s 2 =  - 1 
 
και   Β΄ ( s ) = 2 s  + 1 
 
άρα:                                                  

=
+

==
ss

1

)s(B

)s(A
)s(G

2
22

2

11

1

ss

1

)s(B

)s(A

ss

1

)s(B

)s(A

−
⋅

′
+

−
⋅

′
 

 
 
αντικαθιστώντας τις τιµές θα πάρουµε τελικά: 
 
 

1s

1

s

1

ss

1
2 +

−=
+
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άρα το Ι (s)  γράφεται: 
 

[ ]s3s2s4 eee1
1s

1

s

1
102)s(I −−−− +−−⋅









+
−⋅×=  

 

ή:         [ ] [ ] 







+−−⋅

+
−+−−⋅⋅×= −−−−−−− s3s2ss3s2s4 eee1

1s

1
eee1

s

1
102)s(I  

 
άρα τελικά: 

i ( t ) = L-1 { I (s ) }  = 4102 −×  {L-1 







s

1
 –L-1 







 − se
s

1
– L-1 







 − s2e
s

1
 + L-1 







 − s3e
s

1
}  – 

– 4102 −×  { L-1 








+1s

1
 –L-1 









+
− se

1s

1
– L-1 









+
− s2e

1s

1
 + L-1 









+
− s3e

1s

1
 } 

 
και αντιστρέφοντας αυτούς  τους  8  όρους θα πάρουµε: 
 

i ( t ) = L-1 { I (s ) }  = 4102 −×  [ u ( t ) – u ( t – 1)  – u ( t  –2 ) +  u ( t – 3) ] –     

 

– 4102 −×  [ te − – )1t(ue )1t( −−− – )2t(ue )2t( −−− + )3t(ue )3t( −−− ] 
 
ή κάνοντας µια απλή ανακατάταξη: 
 

i ( t ) = 4102 −×  { [ u ( t )  – te −  ]  –  [ u ( t – 1) – )1t(ue )1t( −−− ]  –  [ u ( t  –2 )  – 

– )2t(ue )2t( −−− ]  +  [ u ( t – 3)  –  )3t(ue )3t( −−− ] } 

 
Η γραφική παράσταση για το ρεύµα  i ( t )  φαίνεται παρακάτω:  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3) 
 
∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο: 

 
 

E ( t )
+

R

L

C

( )−0iL

( )−0VC
+
_

( )tvC

 
 
 

 
∆ίδονται οι τιµές:   R = 1 Ω,  C = 1 F,  L = 1 H  
 
Οι αρχικές καταστάσεις  είναι: 
 

   Amp2)0(i L =−  

   Volts4)0(vC =−   

 
Η τάση της  πηγής E ( t )  είναι η βηµατική 

συνάρτηση  Ε ( t ) = u ( t ) 

 
Ζητείται να υπολογιστεί η τάση του πυκνωτή  

)t(vC   για   ∞<≤ t0  
 

 
Το µετασχηµατισµένο, κατά Laplace, κύκλωµα θα είναι:   
 

+

( )−0iL L

( )
s

0VC
−

( )sVC

( )sE

R

Ls

Cs

1

+

+

( )sI

 
 

Εδώ οι αρχικές καταστάσεις δεν είναι µηδενικές και χρησιµοποιούµε µετασχηµατισµένα 

κυκλώµατα  των  L και  C µε πηγή τάσεως εν σειρά,  γιατί  αυτό διευκολύνει την επίλυση ( το 

όλο κύκλωµα έχει ένα µόνο βρόχο ). Επίσης  έχουµε  Ε ( s ) = L {  E ( t ) } = L {  u ( t ) } = 
s

1
  

Γράφουµε  το νόµο τάσεων του Kirchhoff  για τον µοναδικό βρόχο του κυκλώµατος: 
 

0
Cs

1
)s(I

s

)0(v
Ls)s(I)0(iLR)s(I)s(E C

L =+++−+−
−

−  
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λύνουµε ως προς  Ι (s )  και  παίρνουµε: 

Cs

1
LsR

s

)0(v
)0(iL)s(E

)s(I

C
L

++

−+
=

−
−

 

 
Η ζητούµενη τάση  )s(VC  θα δίνεται από τη σχέση: 

 

Cs

1
)s(I

s

)0(v
)s(V c

C +=
−

 

 
Αντικαθιστούµε τις τιµές των στοιχείων στις δύο τελευταίες σχέσεις και  έχουµε: 
 

s

1
s1

s

4
2

s

1

)s(I
++

−+
=      και      

s

1
)s(I

s

4
)s(VC +=  

 
αντικαθιστώντας το I (s ) στην έκφραση για το  )s(VC  και µετά από κάποιες  απλές αλγεβρικές 

πράξεις  θα πάρουµε τελικά: 

sss

1s6s4
)s(V

23

2

C ++

++
=  

 
Αυτή είναι η λύση για το )s(VC  στο πεδίο  της µιγαδικής συχνότητας  και πρέπει να 

αντιστραφεί, κατά Laplace,  για να πάρουµε την επιθυµητή λύση  vC ( t )  στο πεδίο του χρόνου. 
 
 

Έτσι θα έχουµε για το )s(VC =
)s(B

)s(A
 

 

αριθµητής:            1s6s4)s(A 2 ++=  

παρονοµαστής:    sss)s(B 23 ++=        ρίζες:   
2

3
j

2

1
s,

2

3
j

2

1
s,0s 321 −−=+−==  

και                        1s2s3)s(B 2 ++=′  
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θα έχουµε την γνωστή ανάπτυξη σε απλά κλάσµατα ( µέθοδος Heaviside ) 

 

)s(VC =
)s(B

)s(A
=

22

2

11

1

ss

1

)s(B

)s(A

ss

1

)s(B

)s(A

−
⋅

′
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−
⋅

′ 33

3

ss

1

)s(B

)s(A

−
⋅

′
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αντικαθιστώ τιµές στον πρώτο όρο:   ( θέτω  s1 = 0 ) 

 

)s(VC =
)s(B

)s(A
=

22

2

ss

1

)s(B

)s(A

s

1

1

1

−
⋅

′
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33
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ss
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)s(A

−
⋅
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άρα:    =)t(vC  L-1 { )s(VC }   = L-1 { 
s

1
 } + L-1 






−
⋅

′



+

−
⋅

′ 33

3

22

2

ss

1

)s(B

)s(A

ss

1

)s(B

)s(A      

όπου:            L-1 { 
s

1
 } = u ( t ) 

και  επειδή  οι ρίζες   s2  και s3 είναι συζυγείς µιγαδικές    ο όρος                                                       

L-1 





−
⋅

′



+

−
⋅

′ 33

3

22

2

ss

1

)s(B

)s(A

ss

1

)s(B

)s(A
   δίνει αντίστροφο:  

L-1 





−
⋅

′
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
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−
⋅
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ss

1

)s(B

)s(A

ss

1

)s(B

)s(A
 = )t(coseM2 t ϕ+ωσ  

όπου, ως γνωστόν, η ρίζα µε το θετικό φανταστικό µέρος:      
2

3
j

2

1
js2 +−=ω+σ=  

άρα                                         
2

1
−=σ             και          

2

3
=ω  

 

και επίσης                                               ϕ=
′

j

2

2 eM
)s(B

)s(A
 

 

και µετά από τις σχετικές µιγαδικές πράξεις θα βρούµε:             

Μ = 2.5166     και      φ =  - 0.932  rad    ή     φ =  - 53.4ο 
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Άρα τελικά η απόκριση )t(vC γράφεται: 

=)t(vC  L-1 { )s(VC }  = L-1 { 
s

1
 } + L-1 






−
⋅

′
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−
⋅
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ss

1

)s(B

)s(A
   

ή                                   )4.53t
2

3
(cose033.5)t(u)t(v ot

2

1

C −+=
−

 

 

Η µόνιµη απόκριση είναι η βηµατική συνάρτηση  u ( t )  και η µεταβατική απόκριση είναι η 

εκθετικά  αποσβενύµενη ταλάντωση  

Η γραφική παράσταση της τάσης )t(vC  φαίνεται παρακάτω: 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  9 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΥΤΟΜΑΤΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ  

 
 
9. 1. Η έννοια του Συστήµατος Αυτοµάτου Ελέγχου 
 
Η αρχική  έννοια του συστήµατος θεωρείται γνωστή και στο σηµείο αυτό την 

επαναλαµβάνουµε: 

- Καλούµε σύστηµα  ένα σύνολο στοιχείων και διατάξεων οι οποίες συνδέονται µεταξύ τους 

και έχουν σκοπό να επιτελέσουν κάποια διαδικασία ( ή  έργο ). 

Τα συστήµατα περιγράφονται από µαθηµατικές σχέσεις, που συνδέουν κάποιο «αίτιο» µε 

κάποιο «αποτέλεσµα» ,  µε χρήση  διαφόρων «δυναµικών» µεταβλητών (δηλ. µεταβλητών 

που είναι συναρτήσεις του χρόνου). Οι µεταβλητές αυτές είναι φυσικά µεγέθη, η φυσική 

διάσταση των οποίων εξαρτάται από το ίδιο το σύστηµα.   

Κάποιες από τις µεταβλητές αυτές θεωρούνται ως διεγέρσεις ( ή είσοδοι, ή  αίτια ) και 

κάποιες άλλες ως  αποκρίσεις  ( ή έξοδοι, ή αποτελέσµατα ). Ένα σύστηµα µπορεί να έχει 

µία ή περισσότερες εισόδους και εξόδους. Επίσης  αναφέρουµε ότι οι είσοδοι και οι έξοδοι 

ονοµάζονται και σήµατα. 

Στις πρακτικές εφαρµογές επιδιώκεται πάντοτε τα σήµατα εξόδου ( ή οι αποκρίσεις )  του 

συστήµατος να ακολουθούν κάποιες συγκεκριµένες  µορφές ώστε να επιτυγχάνεται η σωστή 

και επιθυµητή  «λειτουργία» του συστήµατος, και έτσι να πραγµατοποιείται , και µάλιστα µε 

τον βέλτιστο τρόπο,   ο συγκεκριµένος σκοπός τον οποίο το σύστηµα πρέπει να επιτελέσει.  Η 

διαδικασία µε βάση την οποία επιτυγχάνεται αυτός ο σκοπός,  ονοµάζεται έλεγχος του 

συστήµατος.  Ο όρος «σύστηµα υπό έλεγχο» αναφέρεται στην Αγγλική ορολογία  µε τον όρο 

“plant”.    

 

- Όταν η διαδικασία του ελέγχου ενός συστήµατος γίνεται χωρίς την  µεσολάβηση 

ανθρώπινου παράγοντα, τότε το σύστηµα αποκαλείται   Σύστηµα  Αυτοµάτου Ελέγχου   

( ή Σ.Α.Ε. )     

 

Ο όρος «διαδικασία ελέγχου» του συστήµατος  σηµαίνει την παρακολούθηση των τιµών των 

µεταβλητών  (ή σηµάτων)  εξόδου  του συστήµατος  και την προσπάθεια διατήρησης  των 

τιµών αυτών  εντός συγκεκριµένων περιοχών. Κατά την λειτουργία ενός συστήµατος  

εµφανίζονται οι λεγόµενες «διαταραχές»,  οι οποίες είναι σήµατα που επηρεάζουν τις εξόδους 

του συστήµατος  αποµακρύνοντας τις  από τις επιθυµητές τιµές. Οι διαταραχές µπορούν να 
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οφείλονται είτε σε εξωτερικά αίτια  ( που δεν έχουν σχέση µε το σύστηµα )  είτε σε 

εσωτερικά αίτια  του ίδιου του συστήµατος. 

Μια βασικότατη έννοια της θεωρίας των συστηµάτων αυτοµάτου ελέγχου είναι η έννοια της 

ανάδρασης  ή ανατροφοδότησης ,  (Αγγλικός όρος:  feedback ). Με τον όρο ανάδραση 

εννοούµε την «επικοινωνία»  της εισόδου ενός  συστήµατος  µε την, υπό έλεγχο,  έξοδο του. 

Με την διαδικασία  αυτή  επιτυγχάνεται παρακολούθηση του σήµατος  εξόδου,  σύγκριση µε 

την επιθυµητή τιµή  που πρέπει να έχει,  και στην περίπτωση διαφοράς τιµών,  «επίδραση»  

στο σήµα  εισόδου  µε σκοπό την εξάλειψη της διαφοράς αυτής. 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η γενική  µορφή ενός συστήµατος αυτοµάτου ελέγχου.      

 

         

)t(y
)
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ΒΑΘΜΙ∆Α

ΣΥΣΤΗΜΑΠΛΗΡΕΣ

ΣΥΓΚΡΙΣΗΣ

ΒΑΘΜΙ∆Α

+
±

)t(f
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ΕΙΣΟ∆ΟΥ

∆ΙΑΝΥΣΜΑ

ΕΞΟ∆ΟΥ

∆ΙΑΝΥΣΜΑ

ΕΛΕΓΧΟΥΒΑΘΜΙ∆Α

 

 

Παρατηρούµε ότι το πλήρες σύστηµα αποτελείται από ένα αριθµό υποσυστηµάτων (που 

αναφέρονται και σαν «βαθµίδες»). Τα βέλη  δείχνουν την πορεία των διαφόρων σηµάτων µε 

την ανάλογη κατεύθυνση. Στη λεγόµενη βαθµίδα σύγκρισης γίνεται πρόσθεση ή αφαίρεση 

δύο σηµάτων δηλ. το σήµα εξόδου της βαθµίδας αυτής είναι το άθροισµα ή η διαφορά των 

σηµάτων αυτών.  
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9. 2 )  Η συνάρτηση µεταφοράς ( Trasnfer  function) 
 
Μια από τις βασικότερες έννοιες των Σ.Α.Ε. είναι η έννοια της συνάρτησης µεταφοράς. Για 

την συνάρτηση µεταφοράς έχει ήδη  γίνει λόγος στο Κεφάλαιο 5 ( εδαφ. 7 ) όπου εκεί δόθηκε 

ο ορισµός της για την περίπτωση ηλεκτρικών δικτύων που βρίσκονται στην Ηµιτονική 

Μόνιµη Κατάσταση. Παρακάτω θα γενικεύσουµε αυτό τον ορισµό για το πεδίο της µιγαδικής 

συχνότητας. Επαναλαµβάνουµε ότι η συνάρτηση µεταφοράς  ορίζεται µόνον για  γραµµικά 

συστήµατα  και ο γενικός  ορισµός της είναι ο ακόλουθος:  

Ας θεωρήσουµε αρχικά, για απλότητα, ένα σύστηµα µε µία είσοδο f ( t )  και µία έξοδο y ( t ) 

)t(f )t(y
)s(H

)s(F )s(Y

 
Οι µετασχηµατισµοί  Laplace των µεγεθών εισόδου και εξόδου θα είναι: 

F ( s ) =L { f ( t ) }    και   Υ ( s ) =L { y ( t ) } 

θεωρούµε την προϋπόθεση  ότι οι αρχικές συνθήκες δηλ. οι τιµές των µεγεθών f ( t ) ,  y ( t ) 

και των παραγώγων τους , οποιασδήποτε τάξης,  για  t  = 0+,  έχουν µηδενική τιµή     

Τότε η συνάρτηση µεταφοράς  H ( s )   του συστήµατος  ορίζεται ως εξής:    
 

)s(F

)s(Y
)s(H =  

Εποµένως  η συνάρτηση µεταφοράς ενός γραµµικού συστήµατος  ισούται µε το πηλίκο 

του µετασχηµατισµού Laplace του σήµατος εξόδου προς το  µετασχηµατισµό Laplace 

του σήµατος εισόδου µε την προϋπόθεση µηδενικών αρχικών συνθηκών.  

Η συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος δεν εξαρτάται από τα µεγέθη εισόδου και 

εξόδου αλλά µόνον από την εσωτερική δοµή του συστήµατος.  

Παρατηρούµε ότι αν γνωρίζουµε την συνάρτηση µεταφοράς  H ( s ) ενός συστήµατος τότε η 

εύρεση της εξόδου, για µια δεδοµένη είσοδο, στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας,  

υπολογίζεται  από την απλούστατη σχέση: 

 

Y ( s ) =  H (s ) F ( s ) 

 

Στο σηµείο αυτό αναφερόµαστε σε µία βασική ιδιότητα του µετασχηµατισµού Laplace και 

συγκεκριµένα στην ιδιότητα της συνέλιξης  (convolution).  Επαναλαµβάνουµε εδώ αυτή την 

ιδιότητα: 
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Η συνέλιξη δύο συναρτήσεων  f 1 ( t )  και  f 2 ( t ) ορίζεται ώς εξής:   

συνέλιξη  των  [ f 1 ( t ) ,  f 2 ( t ) ] =  ∫∫ τττ−=ττ−τ
t

0

21

t

0

21 d)(f)t(fd)t(f)(f  

Παρατηρούµε ότι η συνέλιξη έχει την αντιµεταθετική ιδιότητα 

Αποδεικνύεται ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση: 

L  )s(F)s(F}d)t(f)(f{ 21

t

0

21 ⋅=ττ−τ∫  

και    

L-1 ∫ ττ−τ=⋅
t

0

2121 d)t(f)(f})s(F)s(F{  

Με βάση την ιδιότητα αυτή θα έχουµε το ακόλουθο σκεπτικό: 

εφ’ όσον  ισχύει                                          Y ( s ) =  H (s ) F ( s )    

τότε                   L-1 { Y ( s ) } =  y ( t ) = L-1 { H ( s ) F ( s ) } = ∫ ττ−τ
t

0

d)t(h)(f  

όπου βέβαια     h ( t ) = L-1 { Η ( s ) }    και      f ( t ) = L-1 { F ( s ) } 

∆ηλαδή  η απόκριση του συστήµατος στο πεδίο του χρόνου ισούται µε την συνέλιξη του 

σήµατος εισόδου f ( t )  και της συνάρτησης  h ( t ) που είναι ο αντίστροφος 

µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης µεταφοράς.  

 

Θα δούµε στα επόµενα τη ακριβή σηµασία της συνάρτησης  h ( t ) 

 

 

Στην περίπτωση που έχουµε σύστηµα µε πολλές εισόδους  k...2,1i)t(f i =   και πολλές 

εξόδους   m...2,1j)t(y j =    τότε ορίζονται οι  «επί µέρους»  συναρτήσεις µεταφοράς       

Η i j ( s )  ως εξής: 

)s(F

)s(Y
)s(H

i

j
ji =    ,     όπου  iq0)s(Fq ≠για= ,   (δηλ. επιδρά µόνον η είσοδος Fi (s) ) 

Μπορούµε να γράψουµε την ακόλουθη εξίσωση πινάκων 

 

)s(F)s(H)s(Y
)))

⋅=  
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)s(Y
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k221

k11211
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όπου ο πίνακας   )s(H
)

  µε διαστάσεις  )km( ×  έχει ως στοιχεία τις επί µέρους συναρτήσεις 

µεταφοράς. Ο πίνακας αυτός λέγεται και «µήτρα µεταφοράς». 

 

9. 3 )  Σχέση  συνάρτησης  µεταφοράς και ∆.Ε. συστήµατος  
 

Αναφέραµε στα προηγούµενα ότι η συνάρτηση µεταφοράς ορίζεται µόνον για την περίπτωση 

γραµµικού συστήµατος. Είναι όµως γνωστό ότι στα γραµµικά συστήµατα η είσοδος και η 

έξοδος συνδέονται µε µία γραµµική διαφορική εξίσωση  n - τάξεως της µορφής: 

 

)t(fb
td

)t(fd
b...

td

)t(fd
b

td

)t(fd
b

)t(ya
td

)t(yd
a....

td

)t(yd
a

td

)t(yd
a

011m

1m

1mn

m

m

011n

1n

1nn

n

n

++++=

=++++

−

−

−

−

−

−

όπου  ισχύει mn ≥  

Λαµβάνοντας τον µετασχηµατισµό Laplace των δύο µελών της διαφορικής εξίσωσης και 

έχοντας  υπ’ όψη την προϋπόθεση µηδενικών αρχικών συνθηκών, πράγµα που σηµαίνει ότι η 

παράγωγος  n – τάξεως µιας συναρτήσεως  ισοδυναµεί, στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας,  

µε πολλαπλασιασµό επί ns   θα πάρουµε: 

)s(Fb)s(Fsb...)s(Fsb)s(Fsb

)s(Ya)s(Ysa...)s(Ysa)s(Ysa

01
1m

1m
m

m

01
1n

1n
n

n

++++=

=++++
−

−

−
−   

άρα η συνάρτηση µεταφοράς θα  είναι: 

01
1n

1n
n

n

01
1m

1m
m

m

asa...sasa

bsb...sbsb

)s(F

)s(Y
)s(H

+++

+++
==

−
−

−
−  

δηλαδή θα έχει πάντοτε  τη µορφή ρητής συναρτήσεως ( πηλίκο πολυωνύµων) 

 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι όταν γνωρίζουµε τη διαφορική εξίσωση ενός γραµµικού 

συστήµατος τότε µπορούµε να βρούµε αµέσως τη συνάρτηση µεταφοράς και 

αντίστροφα.  
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Η συνάρτηση µεταφοράς  H ( s )  µπορεί να γραφεί ως εξής:  

)ps()ps()ps(a

)zs()zs()zs(b
)s(H

n21n

m21m

−⋅⋅⋅−⋅−
−⋅⋅⋅−⋅−

=  

όπου   m21 z,,z,z  οι ρίζες του αριθµητή οι οποίες αποκαλούνται και  µηδενικά  (zeros) της   

H ( s )  και   αντίστοιχα   n21 p,,p,p   οι ρίζες του παρονοµαστή οι οποίες αποκαλούνται και 

πόλοι (poles)  της  H ( s ) 

 

9. 4 )  Γραφική παράσταση της  συνάρτησης  µεταφοράς  
 

Η συνάρτηση µεταφοράς είναι γενικά µια µιγαδική συνάρτηση και γράφεται: 

)s(je)s(H)s(H ϕ=  

όπου   s = σ + j ω   η µιγαδική συχνότητα 

Στην πράξη ενδιαφέρει πολύ η περίπτωση όπου έχουµε  s = j ω   (δηλαδή ηµιτονοειδή 

σήµατα) και µε βάση  την προϋπόθεση αυτή προκύπτει η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης µεταφοράς γνωστή ως διάγραµµα  Bode  ( Bode plot ). Το διάγραµµα Bode  

αποτελείται  ουσιαστικά από δύο διαφορετικά διαγράµµατα, ένα  για το µέτρο )s(H   και 

ένα για το όρισµα  )s(ϕ  της συνάρτησης µεταφοράς, συναρτήσει της συχνότητας  ω.  

Συνήθως στον άξονα της συχνότητας  χρησιµοποιείται λογαριθµική κλίµακα.   

Παρακάτω φαίνονται τα διαγράµµατα  Bode για ένα παράδειγµα συναρτήσεως  µεταφοράς 
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∆ιάγραµµα του µέτρου  H ( j ω) 
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∆ιάγραµµα του ορίσµατος  φ ( j ω ) 

 
 
9. 5 )  Αποκρίσεις συστηµάτων στα στοιχειώδη σήµατα  
 
Στο σηµείο αυτό θα εξετάσουµε τις αποκρίσεις γραµµικών συστηµάτων όταν ως διεγέρσεις 

χρησιµοποιούνται γνωστά µας στοιχειώδη  σήµατα. 

 

9. 5. 1 ) Απόκριση σε  είσοδο κρουστική συνάρτηση      δ( t ) 

Αρχικά θα θεωρήσουµε ως  σήµα εισόδου την µοναδιαία κρουστική συνάρτηση  δ ( t ). 

Είναι γνωστό ότι:                                  L { δ ( t ) }  = 1 

Άρα η σχέση:                                      Y ( s ) =  H ( s ) F ( s ) 

όταν είναι:                                f ( t )  = δ ( t )      άρα    F ( s )  = 1 

θα δώσει:    Y ( s ) =  H ( s )  άρα  και   y ( t ) = L-1 { Υ ( s ) } = L-1 { H ( s ) } =  h ( t )  

όπου  y ( t ) = h ( t )   η απόκριση σε κρουστική διέγερση ή διαφορετικά  «κρουστική 

απόκριση» . ∆ηλαδή προκύπτει η ακόλουθη σηµαντικότατη πρόταση: 

- Σε ένα γραµµικό σύστηµα η κρουστική απόκριση είναι ίση µε τον αντίστροφο 

µετασχηµατισµό Laplace  της συνάρτησης µεταφοράς  ή  διαφορετικά η συνάρτηση 

µεταφοράς  είναι ίση µε τον µετασχηµατισµό Laplace της κρουστικής απόκρισης του 

συστήµατος. 

{ Συνάρτηση µεταφοράς } = L    { Κρουστικής απόκρισης } 

{ Κρουστική απόκριση } = L-1    { Συνάρτησης  µεταφοράς } 

Η σχέση αυτή συνδέει το πεδίο του χρόνου µε το πεδίο της συχνότητας 
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9. 5. 2 ) Απόκριση σε τυχαία είσοδο µε χρήση του συνελικτικού ολοκληρώµατος 

Όταν γνωρίζουµε την κρουστική απόκριση ενός συστήµατος, µπορούµε να βρούµε την 

απόκρισή του σε οποιοδήποτε σήµα εισόδου κάνοντας χρήση της ιδιότητας της συνέλιξης. 

Παρακάτω εξηγείται η διαδικασία αυτή. 

-   Έστω ένα γραµµικό σύστηµα µε κρουστική απόκριση h ( t )  και  συνάρτηση µεταφοράς   

H ( s )  =  L { h ( t ) } 

)t(f )t(y

)t(h

)s(H

)s(F )s(Y

)s(F)s(H)s(Y ⋅=

ττ−⋅τ= ∫ d)t(h)(f)t(y
t

0

 

Η απόκριση του συστήµατος σε τυχούσα είσοδο   y ( t )  υπολογίζεται από τις σχέσεις: 

 - Στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας:    Y ( s ) =  H ( s ) F ( s ) 

 - Στο πεδίο του χρόνου:     ∫ ττ−τ=
t

0

d)t(h)(f)t(y  ( δηλαδή είναι η συνέλιξη µεταξύ    

    της κρουστικής απόκρισης και της εισόδου  y ( t ) ) 

Παρατηρούµε ότι όταν γνωρίζουµε την κρουστική απόκριση ενός συστήµατος  

µπορούµε να βρούµε µέσω της συνέλιξης την απόκρισή του, στο πεδίο του χρόνου,  σε 

οποιοδήποτε σήµα εισόδου f ( t ).  

Η πρόταση αυτή  δείχνει το πόσο σηµαντική είναι για ένα σύστηµα η κρουστική απόκριση. 

 

Στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας  το αντίστοιχο πρόβληµα, δηλ η εύρεση της 

απόκρισης σε τυχούσα είσοδο  Y ( s ),  όταν είναι γνωστή η συνάρτηση µεταφοράς         

H ( s ),   λύνεται µε ένα απλό πολλαπλασιασµό  Y ( s ) =  H ( s ) F ( s )  πράγµα που 

δείχνει και πάλι την απλότητα του µαθηµατικού φόρτου στο πεδίο αυτό.   

 

9. 5. 3 ) Απόκριση σε  είσοδο βηµατική  συνάρτηση     u ( t ) 

 Όταν η είσοδος  f ( t ) = u ( t ) , άρα και   
s

1
)s(F =    τότε  η  απόκριση θα είναι: 

- Στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας     
s

1
)s(H)s(Y ⋅=  
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- Στο πεδίο του χρόνου:  ∫ ττ−τ=
t

0

d)t(h)(f)t(y = ∫ τττ−
t

0

d)(h)t(f = 

∫∫ ττ=τττ−=
t

0

t

0

d)(hd)(h)t(u     ( διότι  u ( t – τ ) = 1 , εφ΄ όσον  η µεταβλητή  τ  

κυµαίνεται από 0 έως t ). 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η απόκριση, στο πεδίο του χρόνου,  σε είσοδο  βηµατική 

συνάρτηση, που ονοµάζεται και βηµατική απόκριση είναι ίση µε το ολοκλήρωµα της 

κρουστικής απόκρισης  h ( t ) 

 

9. 5. 4 ) Απόκριση σε  είσοδο ηµιτονοειδή  συνάρτηση    f ( t ) =  sin ωt 

Στην περίπτωση αυτή,  αν περιοριστούµε στην απόκριση µόνιµης κατάστασης, τότε 

προκύπτει, όπως είδαµε και στο Κεφ. 5,  ότι η απόκριση  y ( t )  θα  είναι επίσης  

ηµιτονοειδής µε την  ίδια κυκλική συχνότητα  ω αλλά µε διαφορετικό πλάτος και 

διαφορετική αρχική φάση. 

Έτσι αν η συνάρτηση µεταφοράς είναι    )s(je)s(H)s(H ϕ=  

Θέτοντας   s = jω  και  εφ’ όσον ο παραστατικός µιγαδικός του σήµατος εισόδου θα είναι: 

1)j(F =ω  

ο παραστατικός µιγαδικός του σήµατος εξόδου  θα είναι αντίστοιχα : 

)j(je)j(H1)j(H)j(F)j(Y ωϕω=ωω=ω  

άρα:                                               ))j(t(sin)j(H)t(y ωϕ+ω⋅ω=  

η απόκριση στην περίπτωση αυτή λέγεται και αρµονική απόκριση    
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9. 6 ) ∆ιαγράµµατα  βαθµίδων 
 
Ένα σύστηµα αυτοµάτου ελέγχου αποτελείται, πάντοτε,   από πολλά υποσυστήµατα τα οποία 

συνδέονται µεταξύ τους και συνεργάζονται µε σκοπό την επίτευξη του τελικού σκοπού που 

πρέπει να επιτελέσει το σύστηµα. Τα υποσυστήµατα αυτά ονοµάζονται και «βαθµίδες» και 

στην παρούσα ανάλυση θα θεωρήσουµε ότι όλες αυτές οι βαθµίδες, όπως και ολόκληρο το 

υπό µελέτη σύστηµα,  ακολουθούν τον κανόνα της γραµµικότητας,  εποµένως για κάθε 

βαθµίδα θα ορίζεται η συνάρτηση µεταφοράς  H ( s ).       

Ένα πρόβληµα που τίθεται εδώ είναι το ακόλουθο:  

- Για ένα  δεδοµένο διάγραµµα  συνδεσµολογίας γραµµικών βαθµίδων, µε δεδοµένες 

συναρτήσεις µεταφοράς, να γίνει απλοποίηση του διαγράµµατος και να βρεθεί η ολική 

συνάρτηση µεταφοράς. 

Παρακάτω παρατίθενται οι  βασικότερες περιπτώσεις συνδέσεων βαθµίδων και δίδεται για 

κάθε περίπτωση η ολική συνάρτηση µεταφοράς. 

 

9. 6. 1 ) Σύνδεση βαθµίδων εν σειρά 

• • •)s(H1 )s(H2 )s(Hn

)s(F )s(Y

 

Εδώ η έξοδος της πρώτης βαθµίδας χρησιµοποιείται ως είσοδος στη δεύτερη βαθµίδα  κ.λ.π.   

Εύκολα προκύπτει ότι η ολική συνάρτηση µεταφοράς θα είναι: 

)s(H)s(H)s(H
)s(F

)s(Y
)s(H n21 ⋅⋅⋅⋅==  

 

9. 6. 2)  Σύνδεση βαθµίδων παράλληλα 

)s(H2

)s(F )s(Y

)s(H1

+

±
A•

 

Το σηµείο Α είναι «λήψη» δηλαδή από το σηµείο αυτό φεύγουν δύο ίδια σήµατα F (s ) και 

τροφοδοτούν τις εισόδους των δύο  βαθµίδων  H1 ( s ) και H2 ( s ). Οι έξοδοι των δύο αυτών 

βαθµίδων αθροίζονται και µπορούµε να γράψουµε: 

)s(H)s(F)s(H)s(F)s(Y 21 ±=  

άρα  η ολική  συνάρτηση µεταφοράς θα είναι: 
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)s(H)s(H
)s(F

)s(Y
)s(H 21 ±==  

9. 6. 3)  Ανάδραση ( θετική ή αρνητική ) 

)s(H2

)s(F )s(Y)s(H1
+

±
•

)s(E

)s(Y  

Για να υπολογίσουµε την ολική συνάρτηση µεταφοράς σκεπτόµαστε ώς εξής: 

Το σήµα  E ( s ), το οποίο ονοµάζεται ενεργό σφάλµα, θα είναι ίσο µε:  

)s(H)s(Y)s(F)s(E 2⋅±=  

και επίσης θα ισχύει:                       )s(H)s(E)s(Y 1⋅=  

Συνδυάζοντας αυτές τις δύο σχέσεις θα  πάρουµε: 

)s(H))s(H)s(Y)s(F()s(Y 12 ⋅⋅±=  

 

άρα τελικά:                         
)s(H)s(H1

)s(H

)s(F

)s(Y
)s(H

21

1

⋅
==

m
 

 

σχεδόν πάντοτε στο σηµείο άθροισης χρησιµοποιείται το  ( - ), οπότε έχουµε την λεγόµενη 

αρνητική ανάδραση. Στην περίπτωση αυτή η ολική συνάρτηση µεταφοράς γράφεται:  

 

)s(H)s(H1

)s(H

)s(F

)s(Y
)s(H

21

1

⋅+
==  

 
 
 

9. 7 ) Ελεγκτές  

9. 7. 1 ) Γενικά για τους ελεγκτές  
  
Αρχικά θα επαναλάβουµε εδώ την γενική µορφή ενός συστήµατος αυτοµάτου ελέγχου για 

την περίπτωση συστήµατος µιας εισόδου – µιας εξόδου: 
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)t(y

)plant(

ΕΛΕΓΧΟ

ΥΠΟ

ΣΥΣΤΗΜΑ

ΑΝΑ∆ΡΑΣΗΣ

ΕΛΕΓΧΟΥ

ΒΑΘΜΙ∆Α

ΣΕΙΡΑΕΝ

ΕΛΕΓΧΟΥ

ΒΑΘΜΙ∆Α

ΣΥΣΤΗΜΑΠΛΗΡΕΣ

+
−

ΕΛΕΓΧΟΥΒΑΘΜΙ∆Α

)t(y1

)t(w
)t(y)t(w 1− )t(r

 

Η βαθµίδα ελέγχου ( ή «ελεγκτής» Αγγλ. controller  ) δέχεται σαν είσοδο ένα σήµα που είναι 

η διαφορά µεταξύ δύο σηµάτων. Το ένα σήµα είναι το  y1 ( t ), που είναι ουσιαστικά  µια 

τροποποιηµένη µορφή του  «πραγµατικού»  σήµατος  εξόδου  y ( t ), του υπό έλεγχο 

συστήµατος (plant), αφού αυτό διέλθει από την βαθµίδα ανάδρασης,  . Το άλλο  σήµα, είναι 

ένα σήµα  «αναφοράς» w ( t ),  που εκφράζει την «επιθυµητή» τιµή που θα πρέπει να έχει το 

σήµα       y1 ( t ) ( άρα και το y ( t ) ).  Ο ελεγκτής δηµιουργεί στην έξοδό του ένα σήµα 

ελέγχου  r ( t ),  το οποίο τροφοδοτεί την είσοδο του  υπό έλεγχο συστήµατος  και έχει σαν 

σκοπό την ελαχιστοποίηση ή και τον µηδενισµό της διαφοράς  µεταξύ  της πραγµατικής τιµής  

y ( t )    και της επιθυµητής  τιµής  w ( t ).    

 

9.7.2 ) Τύποι ελεγκτών 

α) Συνεχείς ελεγκτές 

Στην περίπτωση αυτή υπάρχει µια συνεχής σχέση µεταξύ του σήµατος εισόδου                       

f ( t )  = w ( t )  - y1 (  t )  και  του σήµατος εξόδου  r ( t ), του  ελεγκτή. Θεωρώντας πάντοτε 

ότι  οι ελεγκτές  που  µελετάµε εδώ  είναι γραµµικά συστήµατα διακρίνουµε τις ακόλουθες 

περιπτώσεις: 

 

α1)  Ελεγκτής τύπου P  ( Αναλογικός -  Proportional ) 

Η σχέση µεταξύ εισόδου και εξόδου έχει τη µορφή:   )t(fK)t(r p=      

όπου pK = σταθερά.   ∆ηλαδή  η έξοδος είναι ανάλογη µε την είσοδο.  

Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος θα είναι: pK
)s(F

)s(R
=  
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α2)  Ελεγκτής τύπου Ι  ( Ολοκληρωτικός -  Integral ) 

Η σχέση µεταξύ εισόδου και εξόδου έχει τη µορφή:   td)t(fK)t(r
t

0

i ′′= ∫   

όπου iK = σταθερά.   ∆ηλαδή  η έξοδος είναι ανάλογη µε το ολοκλήρωµα της  εισόδου. 

Συνάρτηση µεταφοράς:   
s

1
K

)s(F

)s(R
i=  

 

α3)  Ελεγκτής τύπου D  ( ∆ιαφορικός -  Differential ) 

Η σχέση µεταξύ εισόδου και εξόδου έχει τη µορφή:   
td

)t(fd
K)t(r d=   

όπου dK = σταθερά.   ∆ηλαδή  η έξοδος είναι ανάλογη µε την παράγωγο  της εισόδου.  

Συνάρτηση µεταφοράς:   sK
)s(F

)s(R
d=  

 

Υπάρχουν όµως και συνδυασµοί των ανωτέρω περιπτώσεων: 

 

α4)  Ελεγκτής τύπου PΙ   ( Αναλογικός – Ολοκληρωτικός )  

Η σχέση µεταξύ εισόδου και εξόδου έχει τη µορφή:   td)t(fK)t(fK)t(r
t

0

ip ′′+= ∫   

α5)  Ελεγκτής τύπου PD   ( Αναλογικός – ∆ιαφορικός )  

Η σχέση µεταξύ εισόδου και εξόδου έχει τη µορφή:   
td

)t(fd
K)t(fK)t(r dp +=   

α6)  Ελεγκτής τύπου PΙD   ( Αναλογικός – ∆ιαφορικός -  Ολοκληρωτικός )  

Η σχέση µεταξύ εισόδου και εξόδου έχει τη µορφή:    

td

)t(fd
Ktd)t(fK)t(fK)t(r d

t

0

ip +′′+= ∫  

 
Οι ανωτέρω τύποι ελεγκτών αποτελούν εξιδανικευµένες καταστάσεις διότι δεν λαµβάνεται 

υπ’ όψη η  καθυστέρηση  που παρατηρείται πάντοτε στην µετάδοση των σηµάτων δια µέσου 

των διαφόρων συστηµάτων.   

Έτσι αν π.χ  εξετάσουµε τον ελεγκτή τύπου P και  θεωρήσουµε ότι έχει καθυστέρηση 1ης  

τάξεως  η σχέση µεταξύ εισόδου και εξόδου θα πάρει την µορφή: 
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Ιδανικός  ελεγκτής τύπου P:         )t(fK)t(r p=  

Ελεγκτής τύπου P µε καθυστέρηση 1ης  τάξεως:  )t(fK)t(r
td

)t(rd
T p1 =+   

όπου  Τ1  η σταθερά χρόνου του συστήµατος. 

Η αντίστοιχη συνάρτηση µεταφοράς θα είναι:  
1sT

K

)s(F

)s(R

1

p

+
=  

Αν εξετάσουµε την βηµατική απόκριση ( δηλ. την απόκριση σε είσοδο f ( t ) = u ( t ) )  ενός 

ιδανικού ελεγκτή τύπου P, και ενός τύπου P µε  καθυστέρηση 1ης  τάξεως , εύκολα 

προκύπτουν  τα ακόλουθα:  

Βηµατική απόκριση ιδανικού ελεγκτή τύπου  P:        )t(uK)t(r p=  

Βηµατική απόκριση ελεγκτή τύπου  P µε καθυστέρηση 1ης τάξεως:    )e1(K)t(r 1T

t

p

−

−=  

 
 
 

 

0

pK

t

)t(r

 
Βηµατική απόκριση ιδανικού ελεγκτή τύπου P 

 

 

 0
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 0.6

 0.8
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pK

1T
t

)t(r

 
Βηµατική απόκριση ελεγκτή τύπου P µε 

καθυστέρηση 1ης τάξεως 

                                                                                               

 

Αντίστοιχα για ελεγκτή τύπου  Ι  µε  καθυστέρηση 1ης  τάξεως µπορούµε να γράψουµε: 

td)t(fK)t(r
td

)t(rd
T

t

0

i1 ′′=+ ∫  

µε συνάρτηση µεταφοράς:  
ssT

K

1sT
s

1
K

)s(F

)s(R
2

1

i

1

i

+
=

+
=  

 

Ανάλογες σχέσεις ισχύουν και για τις υπόλοιπες περιπτώσεις ελεγκτών. 
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Μπορούµε να θεωρήσουµε και ελεγκτές µε καθυστέρηση 2ας , ή και ανωτέρας τάξεως. Για 

παράδειγµα ένας ελεγκτής τύπου  P  µε καθυστέρηση 2ας τάξεως θα περιγράφεται από µια  

διαφορική εξίσωση της µορφής:  

)t(fK)t(ra
td

)t(rd
a

td

)t(rd
a p012

2

2 =++  

και  θα έχει δύο σταθερές χρόνου Τ1 και  Τ2.  

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται  δύο περιπτώσεις βηµατικών αποκρίσεων ελεγκτών τύπου 

P   µε καθυστέρηση  2ας   τάξεως.  

 

0
t

)t(r

 0

 0. 5

 1

 1. 5

 2

 2. 5

 3

 0  1  2  3  4  5  6

 

 

0
t

)t(r

 0

 0. 2

 0. 4

 0. 6

 0. 8

 1

 1. 2

 1. 4

 1. 6

 1. 8

 0  1  2  3  4  5  6

 

 

Ποιά είναι η βασική διαφορά των ελεγκτών τύπου P  µε την καθυστέρηση 1ης τάξεως από 

αυτούς που έχουν καθυστέρηση 2ας τάξεως   ; 

 

Κατασκευή συνεχών ελεγκτών 

Οι απλοί αυτοί  ελεγκτές  τύπου P, I, και D µπορούν εύκολα να κατασκευαστούν από τα 

στοιχειώδη ηλεκτρικά στοιχεία R, L, C.  Παρακάτω  δίνουµε  παραδείγµατα: 

 

Ελεγκτής τύπου P 

Μπορεί να πραγµατοποιηθεί µε ένα απλό ποτενσιόµετρο:  

+

+

− −

1V

2V

R

•

•

• •  

 

 

 

Η τάση V1 είναι η είσοδος και η τάση V2  η έξοδος. 

Ισχύει  V2 = k V1   όπου εδώ   0 < k < 1  



 280 

Ελεγκτής τύπου Ι 

Μπορεί να πραγµατοποιηθεί µε ένα πυκνωτή: 

)t(iC

C )t(VC

+

−

 

 

 

Το ρεύµα  )t(i C  είναι η είσοδος  και η τάση  

)t(VC   η έξοδος.  Θεωρείται  0)0(VC =−  

Ισχύει  ∫ ′′=
t

0

CC td)t(i
C

1
)t(V   

 

 

Ελεγκτής τύπου D 

Μπορεί να πραγµατοποιηθεί µε ένα πηνίο: 

)t(iL

)t(VL

+

−

L

 

 

 

Το ρεύµα  )t(i L  είναι η είσοδος  και η τάση  

)t(VL   η έξοδος.  Θεωρείται  0)0(i L =−  

Ισχύει  
td

)t(id
L)t(V L

L =  

 

 

 

 

Ελεγκτής τύπου   P I D 

Μπορεί να πραγµατοποιηθεί µε ένα κύκλωµα R-L-C 

 
)t(i

)t(V

+

−

L

C

R

 

 

 

Το ρεύµα  )t(i  είναι η είσοδος  και η τάση  

)t(V   η έξοδος.  Θεωρείται  0)0(i L =−  και  

0)0(VC =− . 

Ισχύει  ++=
td

)t(id
L)t(iR)t(V LL  

∫ ′′+
t

0

C td)t(i
C

1
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Ελεγκτής τύπου P µε καθυστέρηση 1ης  τάξεως 

Μπορεί να πραγµατοποιηθεί µε ένα κύκλωµα R-C 

 

)t(V2

+

−

C

R

)t(V1

+

−  

 

   

Η τάση V1  ( είσοδος ) και η τάση V2  ( έξοδος) 

συνδέονται µε τη σχέση: 

)t(V)t(V
td

)t(Vd
CR 12

2 =+  

Η σταθερά χρόνου είναι  T = RC 

 

 

β) Ασυνεχείς ελεγκτές 

Οι ελεγκτές αυτοί δεν ακολουθούν τη γραµµικότητα και το σήµα εξόδου τους παίρνει ένα 

περιορισµένο αριθµό τιµών ( π.χ. 2 ή 3) ανάλογα µε την είσοδο. 
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9. 8 ) Χαρακτηριστικά µεγέθη της αποκρίσεως συστηµάτων 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται µια τυπική καµπύλη  βηµατικής απόκρισης  ενός  

συστήµατος. Το σύστηµα αυτό προφανώς έχει τάξη ανώτερη της πρώτης  και  διακρίνεται 

καθαρά το µόνιµο και το µεταβατικό τµήµα.  

Ορίζονται εδώ  κάποια  χαρακτηριστικά µεγέθη µε τα οποία περιγράφεται η απόκριση αυτή. 

0 t

)t(y

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 0  1  2  3  4  5  6

St

mY

•

•

rt

τελy

 

St : Χρόνος αποκαταστάσεως .  Είναι ο χρόνος που διαρκεί, πρακτικά, το µεταβατικό  

φαινόµενο. Μετά τη χρονική στιγµή St  η απόκριση κυµαίνεται σε ένα ποσοστό %a±  γύρω 

από την τελική τιµή της  yτελ . Το a µπορεί να είναι π.χ.  2% ή 5% 

 

rt : Χρόνος ανόδου.  Είναι ο χρόνος που απαιτείται ώστε η απόκριση να µεταβληθεί από το 

10% έως το 90% της τελικής της τιµής 

 

Υm : Υπερύψωση.  Είναι η µέγιστη διαφορά Υm , που εµφανίζεται  µεταξύ των τιµών  της 

µεταβατικής απόκρισης  και της τελικής τιµής της απόκρισης. Μπορεί να οριστεί και σαν 

ποσοστό  ε (%) επί της τελικής τιµής της απόκρισης  100
y

y)yY(
(%) m ×

−+
=ε

τελ

τελτελ  
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ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

ΑΣΚΗΣΗ  1 

∆ίδεται το ακόλουθο δίκτυο: 

E ( t )

+

( )−0i 1L

( )−0VC

+

_ ( )tVC

+

_

1L 2L

C

( )−0i 2L

•

•

A

B

( )ti ( )ti C

( )ti 1L ( )ti 2L

1 2
R

1 2

+

_

( )tVAB

 

 
Είσοδος ( διέγερση ) θεωρείται η  τάση της πηγής   Ε( t ) η οποία είναι φραγµένη 

συνάρτηση και έξοδος (απόκριση)   η τάση του πυκνωτή )t(Vc . 

Θεωρούνται γνωστές οι τιµές των  R , L1, L2  και  C,  καθώς και οι αρχικές καταστάσεις 

)0(V),0(i),0(i C2L1L
−−−   

 

α) Ζητείται να γίνει µια κατάλληλη εκλογή µεταβλητών καταστάσεως και στη συνέχεια  

γραφούν οι εξισώσεις καταστάσεως και οι εξισώσεις εξόδου του δικτύου σε µορφή 

πινάκων. 

Λύση: 

Το δίκτυο περιέχει 3 δυναµικά στοιχεία ( 2 πηνία  και 1 πυκνωτή) άρα είναι 3ης  τάξεως και 

θα περιγράφεται από 3 µεταβλητές καταστάσεως.  

 Εκλέγονται εδώ, ως µεταβλητές καταστάσεως τα µεγέθη )t(V),t(i),t(i C2L1L  διότι γι’ 

αυτά δίδονται οι αρχικές  καταστάσεις για  −= 0t , αλλά θα ισχύει λόγω της φραγµένης 

διέγερσης  E ( t ).    

)0(V)0(V),0(i)0(i),0(i)0(i CC2L2L1L1L
+−+−+− ===  

 

Παρακάτω γράφουµε τις εξισώσεις καταστάσεως: 

Ο  Ν.Τ.Κ. για τον βρόχο 1 γράφεται:   0R)t(i
td

)t(id
L)t(E 1L

1 =++−     ( 1 ) 
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Ο Ν.Ρ.Κ. για τον κόµβο Α γράφεται:  

)t(i)t(i)t(i0)t(i)t(i)t(i 2L1L2L1L −=⇒=−−            ( 2 ) 

συνδυάζοντας τις σχέσεις  ( 1 ) και ( 2 )  παίρνουµε την σχέση: 

                  )t(E)t(iR)t(iR
td

)t(id
L 2L1L

1L
1 =−+            ( 3 ) 

Η σχέση αυτή είναι η 1η  εξίσωση καταστάσεως , διότι συνδέει την πρώτη παράγωγο του 

)t(i 1L  ( 1η µεταβλητή καταστάσεως )  µε τα µεγέθη  )t(i 1L , )t(i 2L  ( 2 από τις 3 

µεταβλητές καταστάσεως - δεν είναι απαραίτητο να συνδέεται µε όλες τις µεταβλητές 

καταστάσεως  )  και µε το µέγεθος εισόδου E ( t ).   

Ο  Ν.Τ.Κ. για τον βρόχο 2 γράφεται:   0)t(V
td

)t(id
LR)t(i C

2L
2 =++−      ( 4 ) 

και πάλι  µε χρήση της σχέσης  ( 2 )  η  ( 4 )  γίνεται: 

                      0)t(V
td

)t(id
L)t(iR)t(iR C

2L
22L1L =+++−                        ( 5 ) 

Αυτή είναι η δεύτερη εξίσωση καταστάσεως   διότι  συνδέει την πρώτη παράγωγο του 

)t(i 2L  ( 2η µεταβλητή καταστάσεως )  µε τα µεγέθη  )t(i 1L , )t(i 2L  και  VC ( t ) ( τις 3 

µεταβλητές καταστάσεως ). 

Η 3η εξίσωση καταστάσεως θα προκύψει αµέσως µε την εφαρµογή της σχέσης τάσεως- 
ρεύµατος στον πυκνωτή C.  

Ισχύει προφανώς:                          
td

)t(Vd
C)t(i)t(i C

C2L ==                         ( 6 ) 

Συνοψίζοντας ξαναγράφουµε,  µε κάποια ανακατάταξη των όρων, τις εξισώσεις ( 3 ) , ( 5 ) 

και ( 6 ) που αποτελούν τις 3 εξισώσεις καταστάσεως. 

η   ( 3 ) γράφεται:           )t(E
L

1
)t(i

L

R
)t(i

L

R

td

)t(id

1
2L

1
1L

1

1L ++−=  

η   ( 5 ) γράφεται:           )t(V
L

1
)t(i

L

R
)t(i

L

R

td

)t(id
C

2
2L

2
1L

2

2L −−=  

η   ( 6 ) γράφεται:          )t(i
C

1

td

)t(Vd
2L

C =  

Σε µορφή πινάκων οι εξισώσεις καταστάσεως γράφονται: 

 

)t(E

0

0

L/1

)t(V

)t(i

)t(i

0C/10

L/1L/RL/R

0L/RL/R

)t(V

)t(i

)t(i

td

d
1

C

2L

1L

222

11

C

2L

1L

















+

















⋅

















−−

−

=
















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και οι εξισώσεις εξόδου:       [ ]
















⋅=

)t(V

)t(i

)t(i

100)t(V

C

2L

1L

C  

β) Να βρεθεί η διαφορική εξίσωση που συνδέει τη διέγερση  Ε( t )  µε την απόκριση 

)t(Vc  και οι αρχικές συνθήκες οι απαραίτητες για την επίλυσή της. 

 

Λύση: 

Βρίσκουµε πρώτα την τάση )t(VAB  εφαρµόζοντας το θεώρηµα Millman  στα σηµεία Α – Β 

DC
1

DL

1
R
1

DL
1

DL
1

)t(E
)t(V

2
1

1
AB

+
++

=         ( 7 ) 

όπου ως γνωστόν  
dt
d

D =     ο τελεστής της παραγώγου και  
D
1

  ο τελεστής του 

ολοκληρώµατος.  

Αν  η τάση )t(VAB   είναι γνωστή τότε η τάση )t(Vc  µπορεί να υπολογιστεί µε τον κανόνα 

του διαιρέτη τάσεως: 

DC
1

DL

DC
1

)t(V)t(V

2

ABC

+
=           ( 8 ) 

συνδυάζοντας τις σχέσεις ( 7 ) και  ( 8 ) και µετά από αρκετές, αλλά απλές, αλγεβρικές 

πράξεις θα καταλήξουµε στη  γραµµική διαφορική εξίσωση, µε σταθερούς συντελεστές,  που 

συνδέει το µέγεθος εισόδου  Ε( t ) µε το µέγεθος εξόδου )t(Vc . 

Η εξίσωση θα είναι προφανώς 3ης  τάξεως: 

)t(ER)t(V]RDLDCR)LL(DCLL[ C1
2

21
3

21 =++++   ( 9 ) 

για την επίλυσή της απαιτείται η γνώση 3 αρχικών συνθηκών για τη χρονική στιγµή  t = 0 + 

και συγκεκριµένα των τιµών: 

)0(VD,)0(DV),0(V C
2

CC
+++  

Οι συγκεκριµένες αυτές τιµές για τη χρονική στιγµή  t = 0 +   ( που είναι η αρχική χρονική 

στιγµή της απόκρισης ) πρέπει να υπολογιστούν συναρτήσει γνωστών µεγεθών και αυτά 

είναι: 
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- οι αρχικές καταστάσεις:  )0(V),0(i),0(i C2L1L
−−−   (προσέξτε ότι δίδονται για  t = 0 - ) 

- οι τιµές της συναρτήσεως  εισόδου  E ( t ) αλλά και παραγώγων αυτής µέχρι 2ας  τάξεως  για  

   τη χρονική στιγµή  t = 0 +    

Το πρόβληµα της εύρεσης των αρχικών συνθηκών, σε ένα ηλεκτρικό δίκτυο, γενικά  δεν είναι 

εύκολο και απαιτεί  γενικά αρκετή εµπειρία. Τα µαθηµατικά «εργαλεία» που 

χρησιµοποιούνται είναι, και εδώ, οι Νόµοι του Kirchhoff  και οι σχέσεις τάσεως – ρεύµατος 

των ηλεκτρικών στοιχείων.       

Παρακάτω θα υπολογίσουµε τις ζητούµενες αρχικές συνθήκες: 

Αρχικά αναφέρουµε ότι εφ’ όσον η τάση  E ( t ) ( διέγερση )  είναι  φραγµένη, θα ισχύουν οι 

σχέσεις: 

)0(i)0(i 1L1L
+− =  

)0(i)0(i 2L2L
+− =  

                                                            )0(V)0(V CC
+− =  

∆ηλαδή οι συναρτήσεις   )t(V),t(i),t(i C2L1L  θα είναι συνεχείς για  t = 0. 

Παρατηρούµε ότι η πρώτη αρχική συνθήκη  ),0(VC
+

προκύπτει  απ’ ευθείας από τα 

δεδοµένα του προβλήµατος , διότι συµβαίνει το µέγεθος εξόδου να είναι τάση πυκνωτή. 

 

Για να υπολογίσουµε τη δεύτερη αρχική συνθήκη,  ),0(VD C
+

σκεπτόµαστε ως εξής: 

Ισχύει    )t(i
C

1
)t(VD CC =  αλλά   από το κύκλωµα  είναι προφανές  ότι 

)t(i)t(i 2LC = . Άρα για  += 0t  θα έχουµε: 

    )0(i
C

1
)0(VD 2LC

++ =     ( 10 ) 

Η τρίτη αρχική συνθήκη  ),0(VD C
2 +

υπολογίζεται ως εξής: 

Θα  ισχύουν:   

)t(iD
C

1
)t(iD

C

1
)t(i

C

1

td

d

td

)t(Vd

td

d
)t(VD 2LCC

C
C

2 ==






=







=  

αλλά                                              )t(Vi
L

1
)t(iD 2L

2
2L =  

εποµένως                                    )t(V
CL

1
)0(VD 2L

2
C

2 =+  ( 11 ) 
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Πρέπει να βρούµε µια σχέση για την τάση  )t(V 2L  συναρτήσει των γνωστών µεγεθών 

 

 Σε µια τροποποιηµένη µορφή από την σχέση ( 4 )  ο  Ν.Τ.Κ. για τον βρόχο 2 γράφεται:  

0)t(V)t(VR)t(i C2L =++−  

και από την σχέση ( 2 )                 )t(i)t(i)t(i 2L1L −=  

άρα   µε συνδυασµό των δύο τελευταίων σχέσεων θα πάρουµε: 

)t(VR)t(iR)t(i)t(V C2L1L2L −−=    ( 12 ) 

και από τις σχέσεις  ( 11 ) και  (12 )  τελικά θα προκύψει , θέτοντας   t = 0 + , η ζητούµενη  

τρίτη αρχική συνθήκη.   

CL

1
)0(VD

2
C

2 =+ [ ])0(VR)0(iR)0(i C2L1L
+++ −−     ( 13 ) 

 

Επαναλαµβάνουµε εδώ, συνοπτικά, την διαφορική εξίσωση (∆.Ε.)  που συνδέει την είσοδο    

E ( t )  µε την έξοδο )t(VC ,  και τις 3 αρχικές συνθήκες  (Α.Σ.)  που την συνοδεύουν. 

 

 

∆.Ε.:      )t(ER)t(V]RDLDCR)LL(DCLL[ C1
2

21
3

21 =++++  

 

Α.Σ.:    )0(VC
+   ( = γνωστό από τα δεδοµένα ) 

            )0(i
C

1
)0(VD 2LC

++ =  

            
CL

1
)0(VD

2
C

2 =+ [ ])0(VR)0(iR)0(i C2L1L
+++ −−  

 

Παρατηρούµε ότι οι αριθµητικές τιµές των  τριών  αρχικών  συνθηκών υπολογίζονται αµέσως 

συναρτήσει γνωστών µεγεθών από τα δεδοµένα του προβλήµατος.   
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γ) Έστω ότι, για τα δεδοµένα του προβλήµατος, δίδονται οι ακόλουθες αριθµητικές 

τιµές: 

F5.0C,H2L,H1L,4R 21 ===Ω=  

και                   ,Volts10)0(V,Amp2.0)0(i,Amp5.0)0(i C2L1L === −−−  

να υπολογιστεί η απόκριση )t(vC  για είσοδο  την βηµατική συνάρτηση   )t(u)t(E = . 

 

Λύση: 

Αντικαθιστώντας τις αριθµητικές τιµές η διαφορική εξίσωση γράφεται:  

)t(u4)t(V4)t(VD)t(VD6)t(VD CCC
2

C
3 =+++              ( 14 ) 

και οι αρχικές συνθήκες: 

V10)0(VC =+  

           sec/V4.0)0(VD C =+  

                  2
C

2 sec/V8.8)0(VD −=+  

 

Η χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε.  θα είναι: 

04ss6s 23 =+++  

µε ρίζες                                8198.0j0275.0s,945.5s 3,21 ±−=−=  

 

( Σηµ. Οι ρίζες αυτές υπολογίστηκαν µε κάποιον αλγόριθµο εύρεσης ριζών πολυωνύµων) 

 

Η γενική λύση της οµογενούς ∆.Ε. θα είναι: 

 

VC,οµογ ( t )  =  C 1 e
 – 5.945 t  +  e – 0.0275 t  [ C 2 sin ( 0.8198 t ) + C 3 cos ( 0.8198 t ) ] 

 

Αναζητούµε µια µερική λύση της ∆.Ε. 

Επειδή για  t > 0  η  ∆.Ε. γράφεται: 

4)t(V4)t(VD)t(VD6)t(VD CCC
2

C
3 =+++  

η µερική λύση θα είναι της µορφής: 

 

VC,µερ ( t )  =  Κ = σταθ. 

 

Αντικαθιστώντας την VC,µερ ( t ) στην ∆.Ε. αµέσως  θα προκύψει  VC,µερ ( t )  = 1 
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Εποµένως η γενική λύση της ∆.Ε. γράφεται: 

VC ( t )  =  VC,οµογ ( t ) +  VC,µερ ( t ) = 

=  C 1 e
 – 5.945 t  +  e – 0.0275 t  [ C 2 sin ( 0.8198 t ) + C 3 cos ( 0.8198 t ) ]  +  1 

 

Οι σταθερές  C 1, C 2,  C 3  υπολογίζονται από τις Α.Σ. 

 V10)0(VC =+  ,    

            sec/V4.0)0(VD C =+ ,  

                    2
C

2 sec/V8.8)0(VD −=+  

Έτσι θα έχουµε: 

VC ( 0 + ) = C 1 + C 3 + 1 = 10 

D VC ( 0 + ) = - 5.945 C 1 – 0.0275 C 3 + 0.8198 C 2 = 0.4 

D 2 VC ( 0 + )  = ( 5.945) 2 C 1 + ( 0.0275 ) 2 C 3 – 0.0275 ( 0.8198) C 2 – 0.0275 ( 0.8198) C 2    

                                 – ( 0.8198) 2 C 3 = - 8.8 

 

άρα προκύπτει το γραµµικό σύστηµα: 

 

C 1              +                      C 3  = 9 

- 5.945 C 1  + 0.8198 C 2 – 0.0275 C 3  = 0.4 

35.343 C 1    –   0.0450 C 2 –  0.6713 C 3  = - 8.8 

µε λύση: 

   C 1 =  – 0.0764 

C 2 =  0.2386 

C 3 =  9.0764 

 

άρα η λύση της ∆.Ε. γράφεται τελικά 

 

VC ( t ) = – 0.0764 e
 – 5.945 t  +  e – 0.0275 t  [ 0.2386 sin ( 0.8198 t ) + 9.0764cos ( 0.8198 t ) ]  +  1 

 

ή ισοδύναµα 

 

VC ( t ) = – 0.0764 e
 – 5.945 t  +  9.0794 e – 0.0275 t  sin ( 0.8198 t  +  88.5 ο )  +  1 
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Παρακάτω φαίνεται   η γραφική της λύσης  

 

-10

-5

 0

 5

 10

 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180

)sec(t

)Volts()t(VC

1

 

Το δίκτυο έχει δύο σταθερές χρόνου:  Τ1 = 1 /  5.945 = 0.1682 sec και  Τ 2 = 1 / 0.0275 = 

36.36 sec. Η επικρατούσα σταθερά χρόνου είναι η µεγαλύτερη δηλ. η  Τ 2 . Το µεταβατικό 

φαινόµενο διαρκεί πρακτικά χρόνο ίσο µε 5 Τ 2 = 182 sec  περίπου.    
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ΑΣΚΗΣΗ  2 

Για ένα γραµµικό  σύστηµα  1ης  τάξεως, µε µία είσοδο f ( t ), και µία έξοδο y ( t )  η 

διαφορική εξίσωση είναι: 

)t(fb)t(ya
td

)t(yd
a 001 =+  

και η αρχική συνθήκη για  −= 0t             0)0(y =−  

Ζητούνται:             α) Η συνάρτηση µεταφοράς  H ( s )  του συστήµατος 

                                 β) Η κρουστική απόκριση  h ( t ) 

                                 γ) Η απόκριση στον παλµό του σχήµατος 

)t(p

t
0

K

τ  

Λύση: 

α) Από τη διαφορική εξίσωση προκύπτει αµέσως η συνάρτηση µεταφοράς, γιατί όπως είναι 

γνωστό οι συντελεστές της ∆.Ε. είναι και  οι συντελεστές των πολυωνύµων της συνάρτησης 

µεταφοράς, και επίσης οι τάξεις παραγώγισης “µεταφράζονται” σε δυνάµεις του s   Άρα θα 

έχουµε: 

)s(Fb)s(Ya)s(Ysa 001 =+  

και                                                 
01

0

asa

b

)s(F

)s(Y
)s(H

+
==  

 

 

β) Η κρουστική απόκριση θα είναι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace  της συνάρτησης 

µεταφοράς.   h ( t )  =  L 
-1 { H ( s ) }. 

Άρα:                            h ( t )  =  L 
-1 =









+ 01

0

asa

b
L 

-1
t

a

a

1

0

1

0

1

0

1

0

e
a

b

a

a
s

a

b
−

=



















+
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Με γραφική παράσταση: 

)t(h

1

0

a

b •

0 t• •• • • •
T T5  

Παρατηρήστε ότι:  h ( 0 - ) = 0  ενώ  h ( 0 + ) = b 0 / a 1 

 

γ)  Ο παλµός p ( t )  του σχήµατος γράφεται:  p ( t ) = K ( u ( t ) – u ( t – τ) )     

 

Για να βρούµε την απόκριση  Υ ( s )  στο πεδίο της µιγαδικής συχνότητας χρησιµοποιούµε  

τη σχέση:                                     

Y ( s ) = H ( s ) F ( s ) 

όπου εδώ το σήµα εισόδου f ( t ) είναι  ο παλµός   p ( t )  άρα: 

=)s(F L { }=)t(p  L { } τ−−=τ−− se
s

K

s

K
))t(u)t(u(K  

άρα:                        ( )τ−τ− −
+

=






 −
+

= s

0
2

1

0s

01

0 e1
sasa

bK
e

s

K

s

K

asa

b
)s(Y  

το κλάσµα  
sasa

bK

0
2

1

0

+
 µπορεί εύκολα να αναλυθεί µε τη µέθοδο Heaviside: 



















+
−=

+

1

00

0

0

0

0
2

1

0

a

a
s

1

a

bK

s

1

a

bK

sasa

bK
 

άρα:                                    ( )




































+
−−= τ−

1

0

s

0

0

a

a
s

1

s

1
e1

a

bK
)s(Y  

 

και τελικά   =)t(y  L 
-1 { Υ ( s ) } = 

0

0

a

bK
L 

-1 { 
s

1
 } - 

0

0

a

bK
L 

-1 { τ−se
s

1
 } - 

                                             - 
0

0

a

bK
L 

-1 



















+
1

0

a

a
s

1
  +  

0

0

a

bK
 L 

-1 





































+

τ−s

1

0
e

a

a
s

1
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ή:                   =)t(y













τ−+−τ−−

τ−−−

)t(uee)t(u)t(u
a

bK )t(
a

a
t

a

a

0

0 1

0

1

0

 

 

ΑΣΚΗΣΗ  3 

∆ίδεται το παρακάτω ηλεκτρικό δίκτυο.  

E ( t )

+

( )−0V 1C

+ _

( )tV

+

_

1C
•

•

A

B

( )ti 2

( )ti1 ( )ti3

1R1 2
+

_

( )tVAB 2R

2C

( )−0V 2C

+ _

33

 

Είσοδος θεωρείται η τάση της πηγής  E ( t )  και έξοδος η τάση V ( t ) στα άκρα της R2. 

Θεωρούνται γνωστές οι τιµές: )0(V),0(V,C,C,R,R 2C1C2121
−−  

Ζητούνται:    

α) Η συνάρτηση µεταφοράς     
)s(E

)s(V
)s(H =     

β) Η διαφορική εξίσωση που συνδέει την είσοδο  µε την έξοδο και οι αρχικές συνθήκες 

οι απαραίτητες για την επίλυσή της  

 

Λύση 

α) Για να βρούµε τη συνάρτηση µεταφοράς αρχικά µετασχηµατίζουµε το δίκτυο στην 

περιοχή της µιγαδικής συχνότητας  s,  λαµβάνοντας όµως αρχικές καταστάσεις µηδενικές.   

Έτσι το δίκτυο γίνεται: 

E ( s )

+
( )sV

+

_

1Cs

1

•

•

A

B

1R

+

_

( )sVAB 2R

2Cs

1

 

 

Η τάση  VAB , µε χρήση του θεωρήµατος Millman,  θα δίνεται από τη σχέση: 
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( )2211

1
AB

Cs/1R

1

R

1

Cs/1

1
Cs/1

1
)s(E

)s(V

+
++

=       ( 1 ) 

 

και µε χρήση του κανόνα του διαιρέτη τάσεως: 






+

=

2
2

2
AB

Cs
1R

R
)s(V)s(V                     ( 2 ) 

συνδυάζοντας τις σχέσεις  ( 1 )  και  ( 2 )  και µετά από αρκετή άλγεβρα θα καταλήξουµε στη 

σχέση: 

( )[ ] )s(EsCCRR1sCRCRCRsCCRR)s(V 2
2121212211

2
2121 =++++  

 

άρα η ζητούµενη συνάρτηση µεταφοράς θα είναι: 

 

( ) 1sCRCRCRsCCRR

sCCRR

)s(E

)s(V
)s(H

212211
2

2121

2
2121

++++
==      ( 3 ) 

 

β) Εφ’ όσον γνωρίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς µπορούµε αµέσως να βρούµε τη 

διαφορική  εξίσωση, κατά τα γνωστά, αντικαθιστώντας τις δυνάµεις του s  µε τάξεις 

παραγώγισης. Έτσι θα προκύψει η ∆.Ε.: 

 

( ) )t(EDCCRR)t(V)t(VDCRCRCR)t(VDCCRR 2
2121212211

2
2121 =++++

 

πρόκειται για ∆.Ε. 2ας  τάξεως γιατί και το δίκτυο είναι 2ας τάξεως. 

 

Οι αρχικές συνθήκες, απαραίτητες για την επίλυσή της, είναι οι ακόλουθες 2: 

 

)0(V +           και         )0(VD +  

 

Η εύρεσή τους , ιδίως της 2ης, απαιτεί αρκετή εµπειρία στη θεωρία κυκλωµάτων. Όπως 

έχουµε ήδη αναφέρει πρέπει να υπολογιστούν για τη χρονική στιγµή  += 0t   συναρτήσει 

γνωστών µεγεθών δηλαδή των R1, R2, C1, C2  , των τιµών  )0(V),0(V 2C1C
−−  ( αρχικές 
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καταστάσεις )   καθώς και των τιµών της  διέγερσης  E ( t )  και παραγώγων αυτής µέχρι 2ας 

τάξεως για  += 0t . 

Εφ΄ όσον η διέγερση E ( t )  είναι φραγµένη συνάρτηση θα ισχύουν:    

)0(V)0(V 1C1C
+− =          και         )0(V)0(V 2C2C

+− =  

Για τον υπολογισµό της πρώτης Α.Σ. σκεπτόµαστε ως εξής: 

O N.T.K. στον σύνθετο βρόχο 3 γράφεται:   

0)t(V)t(V)t(V)t(E 2C1C =+++−  

άρα για  += 0t  θα έχουµε:  

)0(V)0(V)0(E)0(V 2C1C
++++ −−=    ( 4 ) 

που είναι η 1η ζητούµενη αρχική συνθήκη.  

Για να βρούµε τη δεύτερη αρχική συνθήκη γράφουµε αρχικά τη σχέση: 

 

)t(VD)t(VD)t(ED)t(VD 2C1C −−=                                    ( 5 ) 

 

αλλά:          )t(i
C

1
)t(VD 1

1
1C =    ( 6 )       και         )t(i

C

1
)t(VD 3

2
2C =     ( 7 ) 

Το ρεύµα )t(i3 µπορεί να γραφεί:       
2

3 R

)t(V
)t(i =                                       ( 8 )   

( η τιµή  )0(V +  είναι γνωστή! ) 

Ενώ το ρεύµα  )t(i1 γράφεται  ( µέσω  του Ν.Ρ.Κ. στον κόµβο Α ) 

                                         )t(i)t(i)t(i 321 +=                                                   ( 9 )  

όπου από τον Ν.Τ.Κ. στον βρόχο  1:   

           
1

1C
2121C R

)t(V)t(E
)t(i0R)t(i)t(V)t(E

−
=⇒=++−                ( 10 ) 

 

συνδυάζοντας τις σχέσεις ( 5 ) έως ( 10 )  θα πάρουµε: 

 

)t(i
C

1
))t(i)t(i(

C

1
)t(ED)t(i

C

1
)t(i

C

1
)t(ED)t(VD 3

2
32

1
3

2
1

1

−+−=−−=  
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ή                  
2221

1C

1 R

)t(V

C

1

R

)t(V

R

)t(V)t(E

C

1
)t(ED)t(VD −








+

−
−=  

και για  += 0t  : 

2221

1C

1 R

)0(V

C

1

R

)0(V

R

)0(V)0(E

C

1
)0(ED)0(VD

++++
++ −








+

−
−=    ( 11 ) 

αυτή είναι η δεύτερη ζητούµενη αρχική συνθήκη. (   Η τιµή  )0(V +  δίνεται από    τη σχέση 

( 4) ). 

 

Συνοψίζουµε  τα  προηγούµενα : 

∆.Ε. 

( ) )t(EDCCRR)t(V)t(VDCRCRCR)t(VDCCRR 2
2121212211

2
2121 =++++  

 

Α.Σ. 

)0(V)0(V)0(E)0(V 2C1C
++++ −−=  

2221

1C

1 R

)0(V

C

1

R

)0(V

R

)0(V)0(E

C

1
)0(ED)0(VD

++++
++ −








+

−
−=  

 

 

Αριθµητική Εφαρµογή:  Να υπολογιστεί η απόκριση του δικτύου για είσοδο την 

βηµατική συνάρτηση  u ( t )   και    τιµές στοιχείων:   

V0)0(V,V0)0(V,F1C,F1C,1R,1R 2C1C2121 ====Ω=Ω= −−  
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ΑΣΚΗΣΗ  4  
 
∆ίδεται το ακόλουθο γραµµικό, και χρονικά σταθερό  σύστηµα µε συνάρτηση 
µεταφοράς   H ( s ) 

)t(f )t(y
)s(H

)s(F )s(Y

 
 

13s4s

1s

)s(F

)s(Y
)s(H

2 ++

+
==  

 
1) Να γίνουν τα διαγράµµατα  Bode  (  για µέτρο  και φάση ) της συνάρτησης µεταφοράς 

του συστήµατος. 

Υπενθυµίζεται  ότι η συνάρτηση µεταφοράς  )s(je)s(H)s(H ϕ=  είναι µια µιγαδική 

συνάρτηση του s, όπου  s = σ + j ω,  η µιγαδική συχνότητα.  

Για να κατασκευάσουµε τα διαγράµµατα  Bode θέτουµε  s = jω ( δηλαδή αναφερόµαστε στην 

Ηµιτονική  Μόνιµη Κατάσταση )  και λαµβάνουµε τα διαγράµµατα του µέτρου  )j(H ω   

και της φάσης  φ ( jω )  της συνάρτησης µεταφοράς. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα      

θεωρήσαµε πεδίο µεταβολής του ω  από 0.1  έως  1000  rad / sec.  

Τα σχετικά διαγράµµατα φαίνονται παρακάτω. (Στον οριζόντιο άξονα των συχνοτήτων 

χρησιµοποιείται, για καλλίτερη ευκρίνεια,   λογαριθµική κλίµακα) 
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)sec/rad(ω

)
(

)
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(
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2) Να υπολογιστεί η κρουστική απόκριση  h ( t )  του συστήµατος 

Η κρουστική απόκριση είναι, ως γνωστόν, η απόκριση y ( t )  = h ( t ) του συστήµατος  µε 

είσοδο την κρουστική συνάρτηση  δ ( t ) , και µε αρχικές συνθήκες για  −= 0t   µηδενικές. 

Εποµένως στο παράδειγµά µας  (σύστηµα 2ας  τάξεως ) θα έχουµε 0)0(h =−  και     

0
td

)0(hd
=

−

.   

Είναι γνωστή η σχέση που συνδέει την κρουστική απόκριση  h ( t )  µε την συνάρτηση 

µεταφοράς  H ( s )  ενός γραµµικού συστήµατος.  

h ( t ) = L-1 { H ( s ) } 

άρα                                               h ( t ) = L-1  








++

+

13s4s

1s
2  

θα  έχουµε      
)s(B

)s(A
)s(H =     όπου: 

1s)s(A +=  

13s4s)s(B 2 ++=     µε ρίζες:   ω±σ=±−= j3j2s 2,1    ( ζεύγος  συζυγών µιγαδικών ) 

4s2)s(B +=′  

 
Άρα  τελικά                                   )t(coseM2)t(h t ϕ+ω= σ  

όπου:  σ = -2 ,   ω = 3        και   ϕ=
′

j

1

1 eM
)s(B

)s(A
    µε      3j2s1 +−=  
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µετά τις πράξεις προκύπτουν οι τιµές: 

527.0M =           και            o4.18=ϕ  

άρα η κρουστική απόκριση θα είναι: 

 

)4.18t3(cose054.1)t(h ot2 += −        ( 1 ) 

 

Στο παρακάτω διάγραµµα  φαίνεται η κρουστική απόκριση h ( t ) του συστήµατος 
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)sec(t

)t
(

h

 
β’ τρόπος εύρεσης της κρουστικής απόκρισης 

Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε την κρουστική απόκριση και µε έναν άλλο τρόπο. 

Συγκεκριµένα η διαφορική εξίσωση του συστήµατος θα είναι: 

 

)t(f)t(fD)t(y13)t(yD4)t(yD 2 +=++  

 

και θέτοντας  f ( t ) = δ ( t ), και για την περίπτωσή µας  y ( t )  = h ( t )     θα πάρουµε: 

 

)t()t(D)t(h13)t(hD4)t(hD 2 δ+δ=++  

 

Προφανώς  για  0t > , ή  ισοδύναµα για  +≥ 0t ,   η διαφορική εξίσωση γράφεται: 

=++ )t(h13)t(hD4)t(hD 2 0 
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Το πρόβληµα λοιπόν ανάγεται στην επίλυση µιας οµογενούς διαφορικής εξισώσεως µε 

άγνωστες , κατ’ αρχήν,  αρχικές συνθήκες:   )0(h +  και     )0(hD +             

Εφαρµόζοντας τη σχετική µεθοδολογία που αναφέρεται στο κεφάλαιο 4 ( εδάφιο 8 )  θα 

βρούµε τελικά τις τιµές  

1)0(h =+ ,            3)0(hD −=+  
Άρα λοιπόν το πρόβληµα που έχουµε να επιλύσουµε είναι: 
 
                                        ∆.Ε.           =++ )t(h13)t(hD4)t(hD 2 0 
 

                                        Α.Σ.          1)0(h =+ ,            3)0(hD −=+  
 

Η επίλυση δίνει  για +≥ 0t :       





−= − )t3(sin

3

1
)t3(cose)t(h t2     ( 2 ) 

 
Η έκφραση αυτή είναι ταυτόσηµη , για κάθε  t,   µε την έκφραση της  σχέσης   (1)   
 
 
 
3) Να υπολογιστεί η βηµατική απόκριση  α ( t )  του συστήµατος 

Η βηµατική απόκριση είναι η απόκριση y ( t )  = α ( t ) του συστήµατος  µε είσοδο την 

βηµατική συνάρτηση  u ( t ) , και µε αρχικές συνθήκες για  −= 0t   µηδενικές. Εποµένως στο 

παράδειγµά µας  (σύστηµα 2ας  τάξεως )  θα έχουµε 0)0( =α −  και     0
td

)0(d
=

α −

.   

Από την θεµελειώδη σχέση, για κάθε γραµµικό σύστηµα,   Y ( s ) =   H ( s ) F ( s )  

όπου εδώ  f ( t )  = u ( t )  άρα   F ( s ) = L { f ( t ) }  = L { u ( t ) }  = 
s

1
    

θα πάρουµε:  Y ( s ) =  A ( s ) = H ( s ) F ( s )  = 
s13s4s

1s

s

1

13s4s

1s
232 ++

+
=







⋅
++

+
 

άρα   η βηµατική απόκριση θα είναι: 

α ( t ) = L-1 { Α ( s ) } = L-1  








++

+

s13s4s

1s
23

 

θα έχουµε: 

1s)s(A +=  

s13s4s)s(B 23 ++=    µε ρίζες:    0s1 =  ,  ω±σ=±−= j3j2s 3,2     

13s8s3)s(B 2 ++=′  
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και  τελικά:                              
( )
( )

)t(coseM2)t(u
sB

sA
)t(h t

1

1 ϕ+ω+
′

= σ  

όπου:  σ = -2 ,   ω = 3        και   ϕ=
′

j

2

2 eM
)s(B

)s(A
    µε      3j2s2 +−=  

µετά τις πράξεις προκύπτουν οι τιµές: 

1462.0M =           και            o3.105−=ϕ  

άρα η βηµατική απόκριση θα είναι: 

 

)t(u0769.0)3.105t3(cose2924.0)t( ot2 +−=α −        ( 3 ) 

 

Στο παρακάτω διάγραµµα  φαίνεται η βηµατική απόκριση  α ( t ) του συστήµατος. 

 

)sec(t

)t
(

α
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Γνωρίζοντας τις εκφράσεις που µας δίνουν την κρουστική h ( t ) και την βηµατική απόκριση 

α( t )  µπορούµε εύκολα να επαληθεύσουµε τις σχέσεις:  

td

)t(d
)t(h

α
=              και       ∫ ′′=α

t

0

td)t(h)t(  

 

 Υπόδειξη  ∆ίδεται το αόριστο ολοκλήρωµα: 

)t(sine
a

)t(cose
a

a
td)t(cose at

22
at

22
at ϕ+ω

ω+

ω
+ϕ+ω

ω+
=ϕ+ω∫       
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4) Να υπολογιστεί η απόκριση  y ( t )  του συστήµατος στο σήµα εισόδου: 

                                                       f ( t ) = u ( t – 1 ) – u ( t – 3 )  

Γνωρίζοντας την απόκριση α ( t ) ,σε βηµατική είσοδο u ( t ),  και εφ’ όσον το σύστηµά µας 

είναι γραµµικό και χρονικά σταθερό  η απόκριση y ( t ), στην είσοδο  f ( t ) = u ( t – 1 ) –       

u ( t – 3 ) µπορεί να γραφεί  αµέσως ως εξής: ( βλ. σχετικά  και σελ 108 )  

y  (  t  ) = α ( t – 1 ) u ( t – 1 )  – α  ( t – 3 ) u ( t – 3 )   

  ή : 

−−+−−−= −− )1t(u0769.0)1t(u)3.105)1t(3(cose2924.0)t(y o)1t(2   

                          )3t(u0769.0)3t(u)3.105)3t(3(cose2924.0 o)3t(2 −−−−−− −−  

Στα παρακάτω διαγράµµατα  φαίνονται το σήµα εισόδου  f ( t ) = u ( t – 1 ) – u ( t – 3 )            

( τετραγωνικός παλµός ) και η απόκριση y ( t )  στο σήµα αυτό. 
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