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Βασικοί Ορισμοί
Ορισμός:

Έστω μία ακολουθία πραγματικών αριθμών 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ .

Η ακολουθία με γενικό όρο

𝑆𝑛 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + ⋯ + 𝛼𝑛 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖

ονομάζεται ακολουθία μερικών αθροισμάτων της 
ακολουθίας 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗
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Βασικοί Ορισμοί
Ορισμός:

Ονομάζουμε σειρά των αριθμών 𝜶𝟏, 𝜶𝟐, 𝜶𝟑, … , 𝜶𝒏, …
το όριο της ακολουθίας 

𝑆𝑛 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + ⋯ + 𝛼𝑛 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖

lim
𝒏⟶+∞

𝑆𝑛 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + ⋯ + 𝛼𝑛 + ⋯ = ෍

𝑖=1

∞

𝑎𝑖
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Βασικοί Ορισμοί

▪ Ο αριθμός 𝜶𝒏 ονομάζεται 𝒏 −οστός όρος ή γενικός όρος
της σειράς και το άθροισμα 𝑠𝑛 𝒏 −οστό μερικό άθροισμα
της σειράς.
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Σύγκλιση Σειράς
▪Για τη σύγκλιση της σειράς διακρίνουμε τις παρακάτω 
περιπτώσεις:

➢Αν το όριο lim
𝒏⟶+∞

𝑆𝑛 = 𝒔, όπου 𝑠 πραγματικός αριθμός τότε 

λέμε ότι η σειρά συγκλίνει προς το 𝒔, ή ότι η σειρά έχει 
άθροισμα το 𝒔, δηλαδή 

෍

𝑖=1

∞

𝑎𝑖 = 𝑠
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Σύγκλιση Σειράς
➢Αν το όριο lim

𝒏⟶+∞
𝑆𝑛 = +∞ τότε λέγεται ότι η σειρά 

συγκλίνει κατ’ εκδοχή προς το +∞ ή ότι απειρίζεται 
θετικά.

෍

𝑖=1

∞

𝑎𝑖 = +∞
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Σύγκλιση Σειράς
➢Αν το όριο lim

𝒏⟶+∞
𝑆𝑛 = −∞ τότε λέγεται ότι η σειρά 

συγκλίνει κατ’ εκδοχή προς το −∞ ή ότι απειρίζεται 
αρνητικά

෍

𝑖=1

∞

𝑎𝑖 = −∞

➢Αν δεν υπάρχει το lim
𝒏⟶+∞

𝑆𝑛 τότε λέμε ότι η σειρά 

αποκλίνει.
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Ιδιότητες Σύγκλισης
Πρόταση 𝟏:

Αν σ𝑛=1
+∞ 𝑎𝑛 = 𝑎 και σ𝑛=1

+∞ 𝑏𝑛 = 𝑏 όπου 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ τότε για 
κάθε

𝑘, 𝑙 ∈ ℝ ισχύει

෍

𝑛=1

+∞

𝑘𝑎𝑛 + 𝑙𝑏𝑛 = 𝑘𝑎 + 𝑙𝑏
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Ιδιότητες Σύγκλισης
Παρατήρηση:

Πρέπει να τονισθεί ότι αν δύο σειρές σ𝑛=1
+∞ 𝑎𝑛 , σ𝑛=1

+∞ 𝑏𝑛 , δεν 
συγκλίνουν, τότε αυτό δεν συνεπάγεται ότι η σειρά 
σ𝑛=1

+∞ 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

δεν συγκλίνει. 
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Ιδιότητες Σύγκλισης
▪Για παράδειγμα, αν  𝑎𝑛 = 𝑛, 𝑏𝑛 = −𝑛, τότε σ𝑛=1

+∞ 𝑎𝑛 =
+ ∞, σ𝑛=1

+∞ 𝑏𝑛 = − ∞, αλλά

෍

𝑛=1

+∞

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = ෍

𝑛=1

+∞

𝑛 − 𝑛 = 0
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Αξιοσημείωτες Σειρές – Γεωμετρική Σειρά
▪Κάθε σειρά της μορφής 

1 + 𝑎 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ = ෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛−1

ονομάζεται γεωμετρική σειρά. 
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Αξιοσημείωτες Σειρές – Γεωμετρική Σειρά
Αποδεικνύεται ότι: 

➢κάθε γεωμετρική σειρά συγκλίνει αν και μόνο αν 𝑎 < 1. 

Ειδικά για 𝑎 < 1 αποδεικνύεται ότι 

෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛−1 =
1

1 − 𝛼
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Αξιοσημείωτες Σειρές – Γεωμετρική Σειρά

➢Αν 𝛼 > 1 τότε

෍

𝑛=1

∞

𝛼𝑛−1 = +∞

➢Αν 𝛼 < −1 η σειρά αποκλίνει
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Αξιοσημείωτες Σειρές – Γεωμετρική Σειρά

Γενικότερα έχουμε:

Αν 𝛼 < 1, ෍

𝑛=1

∞

𝛼𝑛−1 =
1

1 − 𝛼

Αν 𝛼 < 1, ෍

𝑛=1

∞

𝛼𝑛 =
𝛼

1 − 𝛼
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Αξιοσημείωτες Σειρές – Γεωμετρική Σειρά

Αν 𝛼 < 1, ෍

𝑛=1

∞

𝛼𝑛+𝑘 =
𝛼𝑘+1

1 − 𝛼
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Παραδείγματα

1. σ𝑛=1
∞ 1

3𝑛 = σ𝑛=1
∞ 1

3

𝑛
=

1

3

1−
1

3

=
1

2

2. σ𝑛=1
∞ 2𝑛 = +∞

3. Η σειράσ𝑛=1
∞ −1 𝑛 αποκλίνει.

4. σ𝑛=1
∞ 1+2𝑛

3𝑛 = σ𝑛=1
∞ 1

3

𝑛
+

2

3

𝑛
=

1

3

1−
1

3

+
2

3

1−
2

3

=
1

2
+ 2 =

5

2
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Παράδειγμα 𝟓
Να υπολογίσετε τη σειρά

෍

𝑛=1

∞
1 + 3𝑛+1 + 4𝑛−1

5𝑛+1
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Παράδειγμα 𝟓
Λύση

෍

𝑛=1

∞
1 + 3𝑛+1 + 4𝑛−1

5𝑛+1
= ෍

𝑛=1

∞
1 + 3 ∙ 3𝑛 +

1
4

∙ 4𝑛

5 ∙ 5𝑛
=

෍

𝑛=1

∞
1

5

1

5

𝑛

+
3

5

3

5

𝑛

+
1

20

4

5

𝑛

=
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Παράδειγμα 𝟓
Δηλαδή,

෍

𝑛=1

∞
1 + 3𝑛+1 + 4𝑛−1

5𝑛+1
=

=
1

5
෍

𝑛=1

∞
1

5

𝑛

+
3

5
෍

𝑛=1

∞
3

5

𝑛

+
1

20
෍

𝑛=1

∞
4

5

𝑛
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Παράδειγμα 𝟓
Οι τελευταίες σειρές είναι γεωμετρικές σειρές με 𝑎 < 1, επομένως 
έχουμε

=
1

5
෍

𝑛=1

∞
1

5

𝑛

+
3

5
෍

𝑛=1

∞
3

5

𝑛

+
1

20
෍

𝑛=1

∞
4

5

𝑛

=

=
1

5

1
5

1 −
1
5

+
3

5

3
5

1 −
3
5

+
1

20

4
5

1 −
4
5

=
1

20
+

9

10
+

1

5
=

23

20
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Παράδειγμα 𝟓
Άρα

෍

𝑛=1

∞
1 + 3𝑛+1 + 4𝑛−1

5𝑛+1
=

23

20
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Αξιοσημείωτες Σειρές – Αρμονική Σειρά
Η σειρά

෍

𝑛=1

+∞
1

𝑛𝜌

ονομάζεται αρμονική σειρά τάξης p.

Αποδεικνύεται ότι η αρμονική σειρά 

➢Συγκλίνει για 𝜌 > 1 και

➢Απειρίζεται θετικά για 𝜌 ≤ 1.
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Παραδείγματα

6. Η σειρά σ𝑛=1
+∞ 1

𝑛2 συγκλίνει, αφού είναι αρμονική με 𝜌 =

2 > 1

7. Η σειρά σ𝑛=1
+∞ 1

𝑛3
συγκλίνει, αφού είναι αρμονική με 𝜌 =

3

2
> 1
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Παραδείγματα
8. Η σειρά

෍

𝑛=1

+∞
1

𝑛
= +∞

αφού είναι αρμονική με 𝜌 = 1
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Παραδείγματα
9. ΄Η σειρά

෍

𝑛=1

+∞
1

𝑛
= +∞

αφού είναι αρμονική με 𝜌 =
1

2
< 1

ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΩΝ , Α ΜΑΧΙΜΟΙ, Α ΜΗΧΑΝΙΚΟΙ 25



Ιδιότητες Σύγκλισης – Συνέχεια 
Πρόταση 𝟐:

Αν μια σειρά σ𝑛=1
+∞ 𝑎𝑛 συγκλίνει (σε πραγματικό αριθμό) 

τότε lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 0.
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Ιδιότητες Σύγκλισης

Παρατηρήσεις:

Το αντίστροφο της ιδιότητας αυτής δεν ισχύει. Για 
παράδειγμα,

lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0 ενώ η  σειρά σ𝑛=1

∞ 1

𝑛
= + ∞ , δηλαδή

απειρίζεται θετικά.
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Ιδιότητες Σύγκλισης

▪Η παραπάνω ιδιότητα αυτή χρησιμοποιείται για την 
απόδειξη της μη σύγκλισης ορισμένων σειρών. 
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Παράδειγμα 𝟏𝟎
Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

෍

𝑛=1

+∞
4𝑛2 − 3𝑛 + 4

𝑛2 + 1
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Παράδειγμα 𝟏𝟎

Λύση:

Αν 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗ ακολουθία με

𝛼𝑛 =
4𝑛2−3𝑛+4

𝑛2+1
, 𝑛𝜖ℕ∗ έχουμε ότι 
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Παράδειγμα 𝟏𝟎

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 =

= lim
𝑛→+∞

4𝑛2 − 3𝑛 + 4

𝑛2 + 1
= lim

𝑛→+∞

𝑛2 4 −
3
𝑛

+
4

𝑛2

𝑛2 1 +
1

𝑛2

= lim
𝑛→+∞

4 −
3
𝑛

+
4

𝑛2

1 +
1

𝑛2

= 4

≠ 0

Άρα η σειρά σ𝑛=1
+∞ 4𝑛2−3𝑛+4

𝑛2+1
δεν συγκλίνει.
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Κριτήρια Σύγκλισης
Πρόταση 𝟑 (Κριτήριο Σύγκρισης):

Για δύο σειρές σ𝑛=1
+∞ 𝑎𝑛 , σ𝑛=1

+∞ 𝑏𝑛 με 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 για κάθε 
𝑛 ≥ 𝑛0, όπου 𝑛0 ∈ ℕ ισχύουν τα παρακάτω:

➢Αν η σειρά , σ𝑛=1
+∞ 𝑏𝑛 συγκλίνει τότε συγκλίνει και η σειρά  

σ𝑛=1
+∞ 𝑎𝑛

➢ Αν σ𝑛=1
+∞ 𝑎𝑛 = +∞, τότε και  σ𝑛=1

+∞ 𝑏𝑛 = +∞
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Παράδειγμα 𝟏𝟏

Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά σ𝑛=1
∞ 1

𝑛2+1

Λύση:

Έχουμε ότι 0 <
1

𝑛2+1
<

1

𝑛2 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ∗

Επιπλέον η σειρά  σ𝑛=1
∞ 1

𝑛2 συγκλίνει, (αρμονική σειρά με 𝑛 =

2 > 1).
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Παράδειγμα 𝟏𝟏

Άρα και η σειρά σ𝑛=1
∞ 1

𝑛2+1
συγκλίνει από κριτήριο σύγκρισης. 
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Παράδειγμα 𝟏𝟐

Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά σ𝑛=1
∞ 2

2 𝑛−1

Λύση:

Έχουμε ότι 0 <
1

𝑛
<

2

2 𝑛−1
για κάθε 𝑛 ∈ ℕ∗

Επιπλέον η σειρά  σ𝑛=1
∞ 1

𝑛
= + ∞ , 

(αρμονική σειρά με 𝑛 =
1

2
< 1).
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Παράδειγμα 𝟏𝟐

Άρα και η σειράσ𝑛=1
∞ 2

2 𝑛−1
= +∞

από κριτήριο σύγκρισης. 
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Κριτήρια Σύγκλισης – Κριτήριο λόγου D’ 
Alembert

Πρόταση 𝟒 (Κριτήριο λόγου D’ Alembert):

Έστω η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛με όλους τους όρους της θετικούς και

𝜌 = lim
𝑛⟶+∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
,

ισχύουν τα παρακάτω:
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Κριτήρια Σύγκλισης – Κριτήριο λόγου D’ 
Alembert

Πρόταση 𝟒 (Κριτήριο λόγου D’ Alembert):

(i) Αν 𝑝 < 1 τότε η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 συγκλίνει,

(ii) Αν 𝜌 > 1 τότε η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 απειρίζεται θετικά 

(Ακόμα και αν 𝜌 = +∞)

▪Τονίζεται ότι όταν 𝝆 = 𝟏 το κριτήριο λόγου δεν δίδει απάντηση για 
τη σύγκλιση της σειράς.
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Παράδειγμα 𝟏𝟑

Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά σ𝑛=1
∞ 2𝑛−1

3𝑛

Λύση:

Η σειρά σ𝑛=1
∞ 2𝑛−1

3𝑛 έχει όλους τους όρους της 𝑎𝑛 =
2𝑛−1

3𝑛 θετικούς.

Επιπλέον 𝜌 = lim
𝑛⟶+∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim

𝑛⟶+∞

2𝑛+1

3𝑛+1
2𝑛−1

3𝑛

= lim
𝑛⟶+∞

2𝑛+1

3 2𝑛−1
=

1

3
< 1.

Επομένως σύμφωνα με το κριτήριο λόγου η σειρά συγκλίνει.
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Παράδειγμα 𝟏𝟒

Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑛2+2𝑛−3

2𝑛

Λύση:

Η σειράσ𝑛=1
∞ 𝑛2+2𝑛−3

2𝑛 έχει όλους τους όρους της 𝑎𝑛 =
𝑛2+2𝑛−3

2𝑛

θετικούς.
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Παράδειγμα 𝟏𝟒
Επιπλέον

𝜌 = lim
𝑛⟶+∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
=

lim
𝑛⟶+∞

𝑛+1 2+2 𝑛+1 −3

2𝑛+1

𝑛2+2𝑛−3

2𝑛

= lim
𝑛⟶+∞

𝑛+1 2+2 𝑛+1 −3

2 𝑛2+2𝑛−3
=

1

2
< 1.

Επομένως σύμφωνα με το κριτήριο λόγου η σειρά συγκλίνει.
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Κριτήρια Σύγκλισης – Κριτήριο ρίζας Cauchy
Πρόταση 𝟓 (Κριτήριο ρίζας Cauchy):

Για μια σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛, η οποία έχει όλους τους όρους της θετικούς με

𝑙 = lim
𝑛⟶+∞

𝑛 𝑎𝑛 , ισχύουν τα παρακάτω:
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Κριτήρια Σύγκλισης – Κριτήριο ρίζας Cauchy
Πρόταση 𝟓 (Κριτήριο ρίζας Cauchy):

(i) Αν 𝑙 < 1 τότε η σειρά  σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 συγκλίνει.

(ii) Αν 𝑙 > 1 τότε η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 απειρίζεται θετικά.

▪Τονίζεται ότι όταν 𝒍 = 𝟏 το κριτήριο ρίζας δεν δίδει απάντηση για 
τη σύγκλιση της σειράς.
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Παράδειγμα 𝟏𝟓

Να μελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑛+1

2𝑛−1

𝒏

Λύση:

Η σειράσ𝑛=1
∞ 𝑛+1

2𝑛−1

𝒏
έχει όλους τους όρους της 𝑎𝑛 =

𝑛+1

2𝑛−1

𝒏
θετικούς.
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Παράδειγμα 𝟏𝟓
Επιπλέον

𝑙 = lim
𝑛⟶+∞

𝑛 𝑎𝑛 = lim
𝑛⟶+∞

𝑛 𝑛+1

2𝑛−1

𝒏
= lim

𝑛⟶+∞

𝑛+1

2𝑛−1
=

1

2
< 1.

Επομένως σύμφωνα με το κριτήριο ρίζας η σειρά συγκλίνει.
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Παράδειγμα 𝟏𝟔

Να μελετηθεί ως προς  τη σύγκλιση η σειρά σ𝑛=1
∞ 1

2𝑛 1 +
1

𝑛

𝑛2

Λύση:

Η σειρά σ𝑛=1
∞ 1

2𝑛 1 +
1

𝑛

𝑛2

έχει όλους τους όρους της

𝑎𝑛 =
1

2𝑛 1 +
1

𝑛

𝑛2

θετικούς.
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Παράδειγμα 𝟏𝟔
Επιπλέον

𝑙 = lim
𝑛⟶+∞

𝑛 𝑎𝑛 = lim
𝑛⟶+∞

𝑛 1

2𝑛 1 +
1

𝑛

𝑛2

= lim
𝑛⟶+∞

1

2
1 +

1

𝑛

𝑛
=

𝑒

2
> 1.

Επομένως σύμφωνα με το κριτήριο ρίζας η σειρά απειρίζεται θετικά.
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Μελέτη Σειράς ως προς τη Σύγκλιση –
Σύνοψη

Για την  μελέτη μιας σειράς σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛, η οποία έχει όλους τους όρους 

της θετικούς έχουμε:

❑Αν lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 ≠ 0 , τότε η σειρά δεν συγκλίνει. 
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Μελέτη Σειράς ως προς τη Σύγκλιση –
Σύνοψη

❑ (Κριτήριο Λόγου) Θεωρούμε  

𝜌 = lim
𝑛⟶+∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛

➢Αν 𝑝 < 1 τότε η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 συγκλίνει,

➢Αν 𝜌 > 1 τότε η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 απειρίζεται θετικά.
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Μελέτη Σειράς ως προς τη Σύγκλιση –
Σύνοψη

❑ (Κριτήριο Ρίζας) Θεωρούμε
𝑙 = lim

𝑛⟶+∞

𝑛 𝑎𝑛

➢Αν 𝑙 < 1 τότε η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 συγκλίνει,

➢Αν 𝑙 > 1 τότε η σειρά σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 απειρίζεται θετικά.
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Μελέτη Σειράς ως προς τη Σύγκλιση –
Σύνοψη

❑Η αρμονική σειρά

෍

𝑛=1

+∞
1

𝑛𝜌

➢Συγκλίνει για 𝜌 > 1 και

➢Απειρίζεται θετικά για 𝜌 ≤ 1.
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Μελέτη Σειράς ως προς τη Σύγκλιση –
Σύνοψη

❑Η γεωμετρική σειρά

෍

𝑛=1

∞

𝛼𝑛 , 𝛼 > 0

➢Συγκλίνει για 0 < 𝛼 < 1 και

➢Απειρίζεται θετικά  για α ≥ 1
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Μελέτη Σειράς ως προς τη Σύγκλιση –
Σύνοψη

▪Ειδικά για 𝑎 < 1 , ισχύει ότι

෍

𝑛=1

∞

𝛼𝑛 =
𝑎

1 − 𝑎
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Μελέτη Σειράς ως προς τη Σύγκλιση –
Σύνοψη

❑ (Κριτήριο Σύγκρισης) Για δύο σειρές σ𝑛=1
+∞ 𝑎𝑛 , σ𝑛=1

+∞ 𝑏𝑛 με

0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 για κάθε 𝑛 ≥ 𝑛0, όπου 𝑛0 ∈ ℕ

➢Αν η σειρά , σ𝑛=1
+∞ 𝑏𝑛 συγκλίνει τότε συγκλίνει και η σειρά  σ𝑛=1

+∞ 𝑎𝑛

➢ Αν σ𝑛=1
+∞ 𝑎𝑛 = +∞, τότε και  σ𝑛=1

+∞ 𝑏𝑛 = +∞
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