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Σειρές Fourier
▪Ένας άλλος τρόπος για την προσέγγιση μιας 
συνάρτησης 𝑓 είναι η χρήση τριγωνομετρικών 
συναρτήσεων με το ανάπτυγμα σε σειρές Fourier της 𝑓.
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Σειρές Fourier
▪Σε αυτή την περίπτωση αντί να χρησιμοποιήσουμε
πολυώνυμα του 𝑥 ως βασικές συναρτήσεις,
χρησιμοποιούμε τριγωνομετρικές συναρτήσεις. 

▪Δηλαδή συναρτήσεις της μορφής 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑥 για 
𝑘 ∈ ℕ.
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Περιοδικές Συναρτήσεις
▪Υπενθυμίζεται ότι μία συνάρτηση 𝒇 με πεδίο ορισμού 
το 𝑨 ονομάζεται περιοδική με περίοδο 𝑻, αν

➢Για κάθε 𝒙 ∈ 𝑨 και 𝒙 + 𝑻 ∈ 𝑨 και 

➢𝒇 𝒙 + 𝑻 = 𝒇 𝒙 για κάθε 𝒙 ∈ 𝑨.
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Περιοδικές Συναρτήσεις
▪Οι συναρτήσεις 𝑓 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 και 𝑔 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 με 

𝑛 ∈ ℕ είναι περιοδικές συναρτήσεις με περίοδο 𝑇 =
2𝜋

𝑛
.

▪Δύο παραδείγματα τριγωνομετρικών συναρτήσεων είναι 
οι συναρτήσεις  𝑓 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 5𝑥 και 𝑔 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 .

Στα επόμενα σχήματα βλέπουμε τα γραφήματα τους.
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Περιοδικές Συναρτήσεις
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Περιοδικές Συναρτήσεις
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Σειρές Fourier
Ορισμός

Έστω μία συνάρτηση 𝑓, ορισμένη στο διάστημα −𝐿, 𝐿 , όπου 
𝐿 > 0. Η σειρά Fourier της συνάρτησης 𝒇 ορίζεται να είναι η 

𝒇 𝒙 =
𝒂𝟎
𝟐
+

𝒏=𝟏

+∞

𝒂𝒏𝒄𝒐𝒔
𝒏𝝅𝒙

𝑳
+ 𝒃𝒏𝒔𝒊𝒏

𝒏𝝅𝒙

𝑳

Όπου:
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Σειρές Fourier

𝒂𝟎 =
𝟏

𝑳
න
−𝑳

𝑳

𝒇 𝒙 𝒅𝒙

𝒂𝒏 =
𝟏

𝑳
න
−𝑳

𝑳

𝒇 𝒙 𝒄𝒐𝒔
𝒏𝝅𝒙

𝑳
𝒅𝒙

𝒃𝒏 =
𝟏

𝑳
න
−𝑳

𝑳

𝒇 𝒙 𝒔𝒊𝒏
𝒏𝝅𝒙

𝑳
𝒅𝒙
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Σύγκλιση Σειράς Fourier
▪Ένα βασικό ερώτημα που τίθεται είναι υπό ποιες 
συνθήκες η τιμή της 𝑓 𝑥 ισούται με την τιμή της σειράς 
Fourier της 𝑓 στο σημείο αυτό.

▪Απάντηση στο παραπάνω ερώτημα δίνει η παρακάτω 
πρόταση.
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Σύγκλιση Σειράς Fourier
Πρόταση

Έστω μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓, ορισμένη στο 
διάστημα −𝐿, 𝐿 , όπου 𝐿 > 0. Αν η 𝑓 και η 𝑓′ είναι 
τμηματικά συνεχής τότε: 

▪Σε όλα τα σημεία που η 𝑓 είναι συνεχής ισούται με τη 
σειρά Fourier που της αντιστοιχεί. Δηλαδή,

𝒇 𝒙 =
𝒂𝟎
𝟐
+

𝒏=𝟏

+∞

𝒂𝒏𝒄𝒐𝒔
𝒏𝝅𝒙

𝑳
+ 𝒃𝒏𝒔𝒊𝒏

𝒏𝝅𝒙

𝑳
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Σύγκλιση Σειράς Fourier
▪Στα σημεία 𝑥0 ∈ −𝐿, 𝐿 που η 𝑓 δεν είναι συνεχής, η  
σειρά Fourier της 𝑓 ισούται με 

lim
𝑥→𝑥0

+
𝑓 𝑥 + lim

𝑥→𝑥0
−
𝑓 𝑥

2
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Σύγκλιση Σειράς Fourier
Δηλαδή, 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

+
𝒇 𝒙 + 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝟎
−
𝒇 𝒙

𝟐
=
𝒂𝟎
𝟐
+

𝒏=𝟏

+∞

𝒂𝒏𝒄𝒐𝒔
𝒏𝝅𝒙𝟎
𝑳

+ 𝒃𝒏𝒔𝒊𝒏
𝒏𝝅𝒙𝟎
𝑳

Για όλα τα 𝑥0 ∈ −𝐿, 𝐿 που η 𝑓 δεν είναι συνεχής.
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Χρήσιμα Τριγωνομετρικά Ολοκληρώματα

∎න
−𝑳

𝑳

𝒄𝒐𝒔
𝒏𝝅𝒙

𝑳
𝒅𝒙 = 𝟎

∎ න
−𝑳

𝑳

𝒔𝒊𝒏
𝒏𝝅𝒙

𝑳
𝒅𝒙 = 𝟎
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Χρήσιμα Τριγωνομετρικά Ολοκληρώματα

∎ න
−𝑳

𝑳

𝒔𝒊𝒏
𝒏𝝅𝒙

𝑳
𝒄𝒐𝒔

𝒎𝝅𝒙

𝑳
𝒅𝒙 = 𝟎

∎ න
−𝑳

𝑳

𝒔𝒊𝒏
𝒏𝝅𝒙

𝑳
𝒔𝒊𝒏

𝒎𝝅𝒙

𝑳
𝒅𝒙 = ቊ

𝟎,𝒎 ≠ 𝒏
𝟏,𝒎 = 𝒏
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Χρήσιμα Τριγωνομετρικά Ολοκληρώματα

∎ න
−𝑳

𝑳

𝒄𝒐𝒔
𝒏𝝅𝒙

𝑳
𝒄𝒐𝒔

𝒎𝝅𝒙

𝑳
𝒅𝒙 = ቊ

𝟎,𝒎 ≠ 𝒏
𝟏,𝒎 = 𝒏
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Χρήσιμες Τριγωνομετρικές Σχέσεις

∎𝒔𝒊𝒏 𝒏𝝅 = 𝟎, ∀𝒏 ∈ ℕ
∎ 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝝅 = −𝟏 𝒏 , ∀𝒏 ∈ ℕ
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Υπενθύμιση – Ολοκλήρωμα Άρτιας και 
Περιττής Συνάρτησης

𝑳−▪
𝑳
𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝟎_𝟐

𝑳
𝒇 𝒙 𝒅𝒙, αν 𝒇 άρτια στο −𝑳, 𝑳

𝑳−▪
𝑳
𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝟎, αν 𝒇 περιττή στο −𝑳, 𝑳
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Παράδειγμα 𝟏:

Α. Να βρεθεί το ανάπτυγμα της σειράς 𝐹𝑜𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟 της συνάρτησης

𝑓 𝑥 = ቊ
1,−𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 0
𝑥, 0 < 𝑥 ≤ 𝜋

.

Β. Να ελέγξετε τη σύγκλιση  της σειράς Fourier της 𝑓.
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Παράδειγμα 𝟏:
Γ. Να δείξετε ότι



𝑛=1

+∞
1

2𝑛 − 1 2
=
𝜋2

8
.
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Παράδειγμα 𝟏:

Λύση

Α. Η 𝑓 ορίζεται στο διάστημα −𝜋, 𝜋 . Επομένως, 

η σειρά Fourier της συνάρτησης 𝑓 είναι η 

𝒇 𝒙 =
𝒂𝟎
𝟐
+

𝒏=𝟏

+∞

𝒂𝒏𝒄𝒐𝒔
𝒏𝝅𝒙

𝝅
+ 𝒃𝒏𝒔𝒊𝒏

𝒏𝝅𝒙

𝝅
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Παράδειγμα 𝟏:

Δηλαδή η 

መ𝑓 𝑥 =
𝑎0
2
+

𝑛=1

+∞

𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 .
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Παράδειγμα 𝟏:

Όπου:

𝑎0 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
න
−𝜋

0

1𝑑𝑥 +
1

𝜋
න
0

𝜋

𝑥𝑑𝑥

Επομένως,

𝒂𝟎 = 𝟏 +
𝝅

𝟐
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Παράδειγμα 𝟏:

Επίσης έχουμε, 

𝒂𝒏 =
𝟏

𝝅
න
−𝝅

𝝅

𝒇 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 𝒅𝒙

=
𝟏

𝝅
න
−𝝅

𝟎

𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 𝒅𝒙 +
𝟏

𝝅
න
𝟎

𝝅

𝒙𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 𝒅𝒙
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Παράδειγμα 𝟏:
Δηλαδή,

𝒂𝒏 =
𝟏

𝝅

𝟏

𝒏
𝒔𝒊𝒏 𝒏𝒙

−𝝅

𝟎
+

𝟏

𝒏𝝅
𝒙𝒔𝒊𝒏 𝒏𝒙 −𝝅

𝟎 −
𝟏

𝒏𝝅
𝟎
𝝅
𝒔𝒊𝒏 𝒏𝒙 𝒅𝒙

Άρα,

𝒂𝒏 = −
𝟏

𝒏𝟐𝝅
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 −𝝅

𝟎 =
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝝅 − 𝟏

𝒏𝟐𝝅

𝒂𝒏 =
−𝟏 𝒏 − 𝟏

𝒏𝟐𝝅
.
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Παράδειγμα 𝟏:

Για τον υπολογισμό του συντελεστή 𝑏𝑛 έχουμε ότι, 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥

=
1

𝜋
න
−𝜋

0

𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 𝑑𝑥 +
1

𝜋
න
0

𝜋

𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 𝑑𝑥
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Παράδειγμα 𝟏:
Δηλαδή,

𝑏𝑛 =
1

𝜋
−

1

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥

−𝜋

0
−

1

𝑛𝜋
𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 −𝜋

0 +
1

𝑛𝜋
0
𝜋
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 𝑑𝑥

Άρα,

𝑏𝑛 =
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋 − 1

𝑛𝜋
−

𝜋𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋

𝑛𝜋
ή

𝒃𝒏 =
𝟏 − 𝝅 −𝟏 𝒏 − 𝟏

𝒏𝝅
.
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Παράδειγμα 𝟏:
Συνεπώς η ζητούμενη σειρά Fourier είναι η 

𝒇 𝒙

=
𝟏

𝟐
+
𝝅

𝟒
+

𝒏=𝟏

+∞
−𝟏 𝒏 − 𝟏

𝒏𝟐𝝅
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 +

𝟏 − 𝝅 −𝟏 𝒏 − 𝟏

𝒏𝝅
𝒔𝒊𝒏 𝒏𝒙 .
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Παράδειγμα 𝟏:
Β. Για 𝑥 ∈ ሾ−𝜋, ሻ0 ∪ሺ0, ሿ𝜋 η 𝑓 είναι συνεχής. Άρα,

𝑓 𝑥

=
1

2
+
𝜋

4
+

𝑛=1

+∞
−1 𝑛 − 1

𝑛2𝜋
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 +

1 − 𝜋 −1 𝑛 − 1

𝑛𝜋
𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 .

Για κάθε 𝑥 ∈ ሾ−𝜋, ሻ0 ∪ሺ0, ሿ𝜋 .
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Παράδειγμα 𝟏:
Για 𝑥 = 0,

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓 𝑥 + 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑓 𝑥

2
=
1

2
.

Γ. Άρα,

1

2
=
1

2
+
𝜋

4
+

𝑛=1

+∞
−1 𝑛 − 1

𝑛2𝜋
.
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Παράδειγμα 𝟏:
Δηλαδή, 



𝑛=1

+∞
−1 𝑛 − 1

𝑛2𝜋
= −

𝜋

4

ή



𝑛=1

+∞
−1 𝑛 − 1

𝑛2
= −

𝜋2

4
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Παράδειγμα 𝟏:
Επομένως

−2 −
2

9
−

2

25
−

2

49
= −

𝜋2

4

1 +
1

9
+

1

25
+

1

49
+⋯ =

𝜋2

8
ή



𝒏=𝟏

+∞
𝟏

𝟐𝒏 − 𝟏 𝟐
=
𝝅𝟐

𝟖
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Παράδειγμα 𝟐:

Να βρεθεί το ανάπτυγμα της σειράς Fourier της συνάρτησης

f 𝑥 =
𝑥2

4
, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

Στη συνέχεια να δείξετε ότι



𝑛=1

+∞
1

𝑛2
=
𝜋2

6
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Παράδειγμα 𝟐:

Λύση

Η 𝑓 ορίζεται στο διάστημα −𝜋, 𝜋 . Επομένως, 

η σειρά Fourier της συνάρτησης 𝑓 είναι η 

𝒇 𝒙 =
𝒂𝟎
𝟐
+

𝒏=𝟏

+∞

𝒂𝒏𝒄𝒐𝒔
𝒏𝝅𝒙

𝝅
+ 𝒃𝒏𝒔𝒊𝒏

𝒏𝝅𝒙

𝝅
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Παράδειγμα 𝟐:

Δηλαδή η 

መ𝑓 𝑥 =
𝑎0
2
+

𝑛=1

+∞

𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 .
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Παράδειγμα 𝟐:

Όπου:

𝑎0 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
න
−𝜋

π 𝑥2

4
𝑑𝑥 =

2

𝜋
න
0

π 𝑥2

4
𝑑𝑥 =

1

2𝜋

𝜋3

3

Επομένως,

𝒂𝟎 =
𝝅𝟐

𝟔
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Παράδειγμα 𝟐:

Επίσης έχουμε, 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋 𝑥2

4
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

1

2𝜋
න
0

𝜋

𝑥2𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 𝑑𝑥
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Παράδειγμα 𝟐:
Δηλαδή,

𝑎𝑛 =
1

2𝜋
𝑥2

1

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥

0

𝜋
−

1

2𝑛𝜋
0
𝜋
2𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 𝑑𝑥

Άρα,

𝑎𝑛 =
1

𝑛2𝜋
𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 0

𝜋 −
1

𝑛2𝜋
න
0

𝜋

𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 𝑑𝑥
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Παράδειγμα 𝟐:
Δηλαδή,

𝑎𝑛 =
1

𝑛2𝜋
𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 0

𝜋

Άρα,

𝒂𝒏 =
−𝟏 𝒏

𝒏𝟐
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Παράδειγμα 𝟐:

Επίσης έχουμε, 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 =

1

𝜋
න
−𝜋

𝜋 𝑥2

4
𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 0

Διότι η συνάρτηση 
𝑥2

4
𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 είναι περιττή.
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Παράδειγμα 𝟐:
Συνεπώς η ζητούμενη σειρά Fourier είναι η 

𝒇 𝒙 =
𝝅𝟐

𝟏𝟐
+

𝒏=𝟏

+∞
−𝟏 𝒏

𝒏𝟐
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 .
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Παράδειγμα 𝟐:
Για 𝑥 ∈ −𝜋, 𝜋 , η 𝑓 είναι συνεχής. 

Άρα,

𝒙𝟐

𝟒
=
𝝅𝟐

𝟏𝟐
+

𝒏=𝟏

+∞
−𝟏 𝒏

𝒏𝟐
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙

για κάθε 𝑥 ∈ −𝜋, 𝜋 .
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Παράδειγμα 𝟐:
Για 𝑥 = 𝜋, έχουμε

𝝅𝟐

𝟒
=
𝝅𝟐

𝟏𝟐
+

𝒏=𝟏

+∞
−𝟏 𝒏

𝒏𝟐
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝝅

Δηλαδή, 

𝝅𝟐

𝟔
= 

𝒏=𝟏

+∞
−𝟏 𝒏

𝒏𝟐
−𝟏 𝒏
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Παράδειγμα 𝟐:
Συνεπώς, 



𝒏=𝟏

+∞
𝟏

𝒏𝟐
=
𝝅𝟐

𝟔
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