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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
 
Προτείνεται µέθοδος για την εύρεση λύσεων γραµµικού συστήµατος µερικών 
διαφορικών εξισώσεων (Μ∆Ε). Η µέθοδος συνίσταται στην εύρεση κατάλληλων 
παραµετρικών λύσεων των υψηλότερης τάξης γραµµικών Μ∆Ε που εκφράζουν τις 
συνθήκες συµβατότητας του συστήµατος. Ως σηµαντική εφαρµογή της µεθόδου, 
περιγράφεται αναλυτικά η επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων του Maxwell 
στον ηλεκτροµαγνητισµό, µε χρήση απλών παραµετρικών λύσεων (µονοχρωµατικά 
επίπεδα κύµατα) των κυµατικών εξισώσεων για το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο.  
 
 
 
 
 

ABSTRACT 
 
 
A method is proposed for finding solutions of a linear system of partial differential 
equations (PDEs). The method consists in finding suitable, parameter-dependent 
solutions of the higher-order linear PDEs that express the consistency conditions of 
the system. As an important application of the method, the Maxwell system of 
equations of electromagnetism is solved analytically by using simple, parameter-
dependent solutions (monochromatic plane waves) of the wave equations for the 
electric and the magnetic field.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 
Η επίλυση µη-γραµµικών µερικών διαφορικών εξισώσεων (Μ∆Ε) είναι ένα από τα 
δυσκολότερα προβλήµατα των µαθηµατικών. Για την εύρεση λύσεων τέτοιων Μ∆Ε 
έχουν αναπτυχθεί διάφορες τεχνικές. Μία από αυτές συνίσταται στη χρήση 
µετασχηµατισµών Bäcklund (βλ., π.χ., [1,2]). Η µέθοδος αυτή βασίζεται στην εύρεση 
ενός συστήµατος Μ∆Ε το οποίο συνδέει λύσεις µιας δοσµένης µη-γραµµικής Μ∆Ε 
µε λύσεις µιας άλλης Μ∆Ε, ή µε άλλες λύσεις της ίδιας της µη-γραµµικής Μ∆Ε. 
Έτσι, αν γνωρίζουµε είτε µία λύση της άλλης Μ∆Ε, είτε µία απλούστερη λύση της 
µη-γραµµικής Μ∆Ε, µπορούµε να βρούµε µια πιο σύνθετη λύση της τελευταίας χωρίς 
να επιλύσουµε την ίδια την εξίσωση, ολοκληρώνοντας το σύστηµα εξισώσεων του 
µετασχηµατισµού Bäcklund (πράγµα που, στις περισσότερες των περιπτώσεων, είναι 
πιο εύκολο).  
 
Ένας µετασχηµατισµός Bäcklund είναι στην ουσία ένα σύστηµα Μ∆Ε για δύο 
άγνωστες συναρτήσεις (ας τις ονοµάσουµε u και v). Η συµβατότητα των εξισώσεων 
του συστήµατος µεταξύ τους επιβάλλει στα u και v να ικανοποιούν δύο αντίστοιχες 
Μ∆Ε, έστω F[u]=0 και G[v]=0. Ας υποθέσουµε ότι η F[u]=0 είναι µία µη-γραµµική 
Μ∆Ε της οποίας ζητούµε λύσεις, ενώ η G[v]=0 είναι µια άλλη Μ∆Ε της οποίας 
κάποιες λύσεις είναι ήδη γνωστές. Εισάγοντας, τότε, µια λύση v της G[v]=0 στον 
µετασχηµατισµό Bäcklund, και ολοκληρώνοντας το σύστηµα ως προς u, βρίσκουµε 
µια αντίστοιχη λύση u της F[u]=0, χωρίς να χρειαστεί να επιλύσουµε την ίδια την µη-
γραµµική Μ∆Ε (πράγµα που, γενικά, είναι πιο δύσκολο).  
 
Συχνά, οι Μ∆Ε F[u]=0 και G[v]=0 ταυτίζονται. ∆ηλαδή, η συµβατότητα των 
εξισώσεων του µετασχηµατισµού Bäcklund επιβάλλει στα u και v να ικανοποιούν την 
ίδια µη-γραµµική Μ∆Ε. Έτσι, αν γνωρίζουµε µία λύση u της εξίσωσης αυτής, 
βρίσκουµε µια άλλη λύση v της ίδιας εξίσωσης ολοκληρώνοντας το σύστηµα 
Bäcklund.  
 
Θα µπορούσε κάποιος να αναρωτηθεί αν οι µετασχηµατισµοί Bäcklund είναι 
χρήσιµοι στην περίπτωση γραµµικών Μ∆Ε. Πράγµατι, για την επίλυση τέτοιων 
εξισώσεων υπάρχουν µέθοδοι (π.χ., αναζήτηση λύσης στη µορφή αθροίσµατος 
στοιχειωδών συναρτήσεων, χρήση µετασχηµατισµών Laplace και Fourier, κλπ.) οι 
οποίες κατά βάση αξιοποιούν την ιδιότητα ότι το άθροισµα ενός αυθαίρετου αριθµού 
λύσεων µιας γραµµικής Μ∆Ε είναι επίσης λύση της Μ∆Ε.  
 
Όµως, αν η επίλυση καθαυτή µιας γραµµικής Μ∆Ε δεν παρουσιάζει, ίσως, ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον, δεν ισχύει το ίδιο για την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος Μ∆Ε. Για 
να υπάρχει λύση στο γραµµικό σύστηµα θα πρέπει οι εξισώσεις που το αποτελούν να 
είναι συµβατές µεταξύ τους. Οι συνθήκες συµβατότητας του συστήµατος επιβάλλουν 
τότε σε κάθε µία από τις άγνωστες συναρτήσεις που υπεισέρχονται σε αυτό να 
ικανοποιεί µια αντίστοιχη γραµµική Μ∆Ε υψηλότερης τάξης.  
 
Στην περίπτωση αυτή, το γραµµικό σύστηµα αποτελεί µετασχηµατισµό Bäcklund που 
συνδέει µεταξύ τους δύο γραµµικές Μ∆Ε, οι οποίες υποτίθεται ότι έχουν γνωστές 
λύσεις – ή, σε κάθε περίπτωση, που οι λύσεις τους είναι εύκολο να βρεθούν. Οι 
λύσεις αυτές εξαρτώνται, γενικά, από ένα σύνολο παραµέτρων. Το πρόβληµα είναι να 
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βρεθεί ο κατάλληλος συνδυασµός παραµέτρων έτσι ώστε οι αντίστοιχες λύσεις των 
δύο γραµµικών Μ∆Ε να ικανοποιούν µαζί το δοσµένο γραµµικό σύστηµα.  
 
Παρατηρούµε ότι εδώ το πρόβληµα των µετασχηµατισµών Bäcklund, έτσι όπως τους 
περιγράψαµε προηγουµένως σε σχέση µε τις µη-γραµµικές Μ∆Ε, έχει κατ’ ουσίαν 
αντιστραφεί, αφού είναι το ίδιο το γραµµικό σύστηµα που µας ενδιαφέρει να 
επιλύσουµε, όχι κάποια από τις υψηλότερης τάξης Μ∆Ε που εκφράζουν τις συνθήκες 
συµβατότητάς του.  
 
Στο παραπάνω γενικό πλάνο βασίζεται µία µέθοδος ολοκλήρωσης γραµµικών 
συστηµάτων Μ∆Ε που περιγράφηκε πρόσφατα [1,2]. Στην ιδέα αυτή οδήγησε µια 
προσεκτική εξέταση του συστήµατος των εξισώσεων του Maxwell στον 
ηλεκτροµαγνητισµό. Όπως διαπιστώθηκε, το γραµµικό αυτό σύστηµα είναι στην 
ουσία ένας µετασχηµατισµός Bäcklund που συνδέει µεταξύ τους τις λύσεις των 
κυµατικών εξισώσεων για το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο. Έτσι, ξεκινώντας 
από απλές παραµετρικές λύσεις των κυµατικών εξισώσεων (µονοχρωµατικά επίπεδα 
ηλεκτροµαγνητικά κύµατα) οδηγούµαστε σε µια λύση του ίδιου του συστήµατος 
Maxwell.  
 
Στην επόµενη ενότητα παρουσιάζουµε αναλυτικά την µέθοδο ολοκλήρωσης 
γραµµικών συστηµάτων Μ∆Ε, στην οποία αναφερθήκαµε πιο πάνω. Στη συνέχεια, ως 
σηµαντική εφαρµογή της µεθόδου θα µελετήσουµε την εύρεση λύσεων των 
εξισώσεων του Maxwell, τόσο στον κενό χώρο όσο και στο εσωτερικό ενός 
ηλεκτρικά αγώγιµου υλικού µέσου.  
 
Σηµείωση: Η έκφραση «γραµµική Μ∆Ε» θα εννοείται εδώ ως «γραµµική και οµογενής 
Μ∆Ε». Σε κάθε όρο µιας γραµµικής – µε την έννοια αυτή – Μ∆Ε, η άγνωστη 
συνάρτηση [ας την ονοµάσουµε u(x,y,...)], ή οι µερικές παράγωγοί της, εµφανίζονται 
στην πρώτη δύναµη. ∆ηλαδή, ένας όρος της Μ∆Ε δεν µπορεί να περιέχει δυνάµεις 
του u ή των παραγώγων του, ούτε γινόµενα ανάµεσα στο u και τις παραγώγους του. 
Επίσης, επειδή η εξίσωση είναι οµογενής, δεν περιέχει όρους από τους οποίους 
απουσιάζει το u (όπως, π.χ., σταθερούς όρους ή όρους που εξαρτώνται µόνο από τις 
ανεξάρτητες µεταβλητές x, y,...).  
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ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΜΕΡΙΚΩΝ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ (Μ∆Ε) 
ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΕΩΣ: ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 

 
 

Συµβολισµός 
 
Έστω συνάρτηση Φ(x,y,...). Θα συµβολίζουµε τις µερικές παραγώγους της 
χρησιµοποιώντας κάτω δείκτες, ως εξής:  
 
 ∂Φ/∂x ≡ Φx ,   ∂Φ/∂y ≡ Φy ,   ∂

2
Φ/∂x2 ≡ Φxx ,   ∂

2
Φ/∂y2 ≡ Φyy ,   ∂

2
Φ/∂x∂y ≡ Φxy= Φyx ,   

 
κλπ.  
 
 

Αναλυτική µιγαδική συνάρτηση και σχέσεις Cauchy-Riemann 
 
Έστω  z=x+iy ≡ (x, y)  σηµείο του µιγαδικού επιπέδου, και έστω µιγαδική συνάρτηση  
 

w = f (z) = u(x, y) + i  v(x, y)                                               (1) 
 
όπου  u, v  πραγµατικές συναρτήσεις. Καλούµε ∆z=∆x+i∆y µία µεταβολή τού z, και 
θέτουµε ∆w=f (z+∆z) – f (z). Αν υπάρχει το όριο του πηλίκου ∆w/∆z για ∆z→0, η 
συνάρτηση f (z) καλείται παραγωγίσιµη στο σηµείο z, και η παράγωγός της, f ΄(z), 
ισούται µε το όριο αυτό. Μία συνάρτηση f (z) παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο µιας 
περιοχής G του µιγαδικού επιπέδου, λέγεται αναλυτική (ή ολόµορφη) στην περιοχή G.  
 
Αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι η  f (z) αναλυτική, είναι να ικανοποιούνται 
οι σχέσεις Cauchy-Riemann, που αποτελούν σύστηµα δύο µερικών διαφορικών 
εξισώσεων (Μ∆Ε) πρώτης τάξεως για τις συναρτήσεις u(x,y) και v(x,y):  
 

         ux = vy    (a)        uy = – vx    (b)                                         (2) 
 
ή, αναλυτικά,  
 

                        ∂u/∂x = ∂v/∂y    (a)        ∂u/∂y = – ∂v/∂x    (b)                              (2΄) 
 
Εδώ τώρα θα πρέπει να προσέξουµε το εξής (σε αυτή την παρατήρηση βασίζεται η 
µέθοδος που θα αναπτύξουµε στη συνέχεια): Αν είχαµε µόνο µία από τις παραπάνω 
δύο εξισώσεις, π.χ. την (2a), τότε για κάθε δοσµένη συνάρτηση v θα βρίσκαµε την 
αντίστοιχη συνάρτηση u µε απλή ολοκλήρωση ως προς x. Όµοια, για κάθε δοσµένο u 
θα βρίσκαµε το αντίστοιχο v µε ολοκλήρωση ως προς y. Το πρόβληµα είναι ότι κάθε 
µία από τις δύο συναρτήσεις εµφανίζεται σε δύο εξισώσεις. Ας πούµε, λοιπόν, ότι 
διαλέγουµε τυχαία µια οποιαδήποτε συνάρτηση v(x,y). Μπορούµε τότε να 
ολοκληρώσουµε χωριστά τις (2a) και (2b) ως προς u, για να βρούµε την αντίστοιχη 
συνάρτηση u(x,y). Εδώ, όµως, ανακύπτει ένα θεµελιώδες ερώτηµα: θα ταιριάζουν 
(δηλαδή, θα είναι συµβατές) µεταξύ τους οι δύο λύσεις που θα προκύψουν για το u; Η 
λογική λέει πως, γενικά, όχι, για τυχαία επιλογή τού v!  
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Ερώτηση: Πώς πρέπει να επιλέξουµε την συνάρτηση v(x,y), έτσι ώστε το σύστηµα να 
έχει λύση ως προς u; Για να απαντήσουµε, θα πρέπει µε κάποιον τρόπο να 
συγκρίνουµε τις δύο εξισώσεις του συστήµατος µεταξύ τους. Επειδή ζητούµε µια 
συνθήκη για την συνάρτηση v(x,y), θα πρέπει κάπως να απαλείψουµε το u από το 
πρόβληµα. Αυτό θα το πετύχουµε αν παραγωγίσουµε την (2a) ως προς y και την (2b) 
ως προς x, και στη συνέχεια εξισώσουµε τις µεικτές παραγώγους τού u:  
 

(2a)y  ⇒  uxy = vyy   ,    (2b)x ⇒  uyx = – vxx 
 

uxy = uyx  ⇒  vyy = – vxx  ⇒  vxx + vyy = 0 . 
 
Αντίστροφα, τώρα, ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να λύσουµε το σύστηµα (2) ως προς 
v, για δοσµένη συνάρτηση u(x,y). Προφανώς, για να υπάρχει λύση ως προς v, το u δεν 
µπορεί να επιλεγεί τυχαία. Για να βρούµε τη συνθήκη που πρέπει να ικανοποιεί το u, 
θα πρέπει τώρα να απαλείψουµε το v από το σύστηµα. ∆ουλεύοντας µε όµοιο τρόπο 
όπως πριν, έχουµε:  
 

(2a)x  ⇒  uxx = vyx   ,    (2b)y ⇒  uyy = – vxy 
 

vyx = vxy  ⇒  uxx = – uyy  ⇒  uxx + uyy = 0 . 
 
Ας ανακεφαλαιώσουµε: Για να είναι οι δύο εξισώσεις του συστήµατος (2) συµβατές 
µεταξύ τους (ή, όπως λέµε, για να είναι το σύστηµα αυτό ολοκληρώσιµο), θα πρέπει 
να ικανοποιούνται ανεξάρτητα οι παρακάτω συνθήκες συµβατότητας (ή συνθήκες 
ολοκληρωσιµότητας):  
 

    uxx + uyy = 0  ,        vxx + vyy = 0                                          (3) 
 
Με άλλα λόγια, κάθε µία από τις συναρτήσεις u και v θα πρέπει να ικανοποιεί την 
εξίσωση του Laplace (δηλαδή, να είναι αρµονική συνάρτηση):  
 

          Φxx + Φyy = 0                                                        (4) 
 
Έτσι, αν επιλέξουµε οποιαδήποτε αρµονική συνάρτηση v(x,y) και ολοκληρώσουµε το 
σύστηµα (2) ως προς u για το δοσµένο αυτό v, θα βρούµε µια αρµονική συνάρτηση 
u(x,y) τέτοια ώστε η µιγαδική συνάρτηση στη σχέση (1) να είναι αναλυτική. 
Αντίστροφα, αν επιλέξουµε οποιαδήποτε αρµονική συνάρτηση u(x,y) και 
ολοκληρώσουµε το σύστηµα (2) ως προς v για το δοσµένο αυτό u, θα βρούµε µια 
αρµονική συνάρτηση v(x,y) τέτοια ώστε η µιγαδική συνάρτηση (1) να είναι 
αναλυτική.  
 
Πιο γενικά, και ανεξάρτητα από τη θεωρία των µιγαδικών συναρτήσεων, το σύστηµα 
(2) έχει την εξής ιδιότητα: Αν γνωρίζουµε µία λύση v(x,y) της εξίσωσης του Laplace, 
τότε µπορούµε να βρούµε µια άλλη λύση u(x,y) χωρίς καν να ολοκληρώσουµε την 
ίδια την εξίσωση του Laplace: απλά ολοκληρώνουµε το σύστηµα (2) ως προς u για το 
δοσµένο v. Έχουµε εδώ την πιο απλή περίπτωση ενός µετασχηµατισµού Bäcklund, 
µιας τεχνικής που χρησιµοποιείται για την εύρεση λύσεων µη-γραµµικών Μ∆Ε. 
Επειδή εδώ όλες οι εξισώσεις µας είναι γραµµικές, θα καλούµε το σύστηµα (2) απλά 
γραµµικό σύστηµα για την εξίσωση του Laplace.  
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Παράδειγµα:  
 
Όπως είναι εύκολο να δείξουµε, η συνάρτηση v(x,y)=xy είναι αρµονική, δηλαδή, 
ικανοποιεί την εξίσωση (4) του Laplace. Με την επιλογή αυτή, το σύστηµα (2) 
γράφεται:  
 

 ∂u/∂x = x    (a)        ∂u/∂y = – y    (b)   
 
Η (a) δίνει:   
 

u = x2/2 + φ(y). 
 
Αντικαθιστώντας αυτό στην (b), παίρνουµε:  
 

φ΄ (y) = – y    ⇒    φ (y) = – y2/2 + C .     
 
Άρα, τελικά,  
 

u = (x2 –y2)/2 + C .  
 
που είναι επίσης αρµονική συνάρτηση, αφού ικανοποιεί την εξίσωση (4) του Laplace. 
Συµπέρασµα: Η συνάρτηση  
 

w = u + i v = (x2 –y2)/2 + i  xy   
 
(όπου θέσαµε C=0) είναι αναλυτική. Θέτοντας  z=x+iy,  βλέπουµε ότι η συνάρτηση 
αυτή γράφεται:  w = f (z) = z2/2 .   
 
 

Μία νέα προσέγγιση στα γραµµικά συστήµατα 
 
Όπως είδαµε, το γραµµικό σύστηµα (2) συνδέει λύσεις της εξίσωσης του Laplace 
µεταξύ τους, έτσι ώστε αν γνωρίζουµε µία λύση v(x,y), να βρίσκουµε µια άλλη λύση 
u(x,y) χωρίς να ολοκληρώσουµε την ίδια την εξίσωση του Laplace (που είναι µια 
Μ∆Ε δευτέρας τάξεως), ολοκληρώνοντας αντ’ αυτής το σύστηµα (2) (που είναι 
πρώτης τάξεως, άρα πιο εύκολα επιλύσιµο). Το ζητούµενο εδώ είναι να βρούµε νέες 
λύσεις της εξίσωσης του Laplace, και για το σκοπό αυτό το σύστηµα (2) είναι ένα 
βοηθητικό «εργαλείο».  
 
Γενικότερα µιλώντας, ένα γραµµικό σύστηµα Μ∆Ε πρώτης τάξεως ως προς u και v 
συνδέει δύο συναρτήσεις που υπακούουν είτε την ίδια γραµµική Μ∆Ε δευτέρας 
τάξεως (όπως η εξίσωση του Laplace), είτε δύο ξεχωριστές γραµµικές Μ∆Ε, µία για 
το u και µία για το v. Έτσι, αν γνωρίζουµε µία από τις δύο συναρτήσεις, έστω την v, 
µπορούµε να βρούµε την u µε ολοκλήρωση του γραµµικού συστήµατος, χωρίς να 
χρειαστεί να επιλύσουµε την ίδια την Μ∆Ε που αφορά το u.  
 
Πρόσφατα [1,2] εξετάστηκε µία αντίστροφη, κατά µία έννοια, θεώρηση του 
προβλήµατος, µε βάση την παρατήρηση ότι είναι συχνά το ίδιο το γραµµικό σύστηµα 
που µας ενδιαφέρει να επιλύσουµε. Σηµαντικό παράδειγµα είναι οι εξισώσεις του 
Maxwell στο κενό ή µέσα στην ύλη, ένα γραµµικό σύστηµα τεσσάρων Μ∆Ε πρώτης 
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τάξεως για το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο. Πριν µιλήσουµε γι’ αυτές, όµως, ας 
επιστρέψουµε στο απλούστερο παράδειγµα των σχέσεων Cauchy-Riemann (2) και ας 
υποθέσουµε ότι ζητούµε ένα ζεύγος συναρτήσεων (u,v) που ικανοποιούν το σύστηµα 
αυτό. Θέλουµε τώρα, δηλαδή, να επιλύσουµε το ίδιο το σύστηµα (2), όχι να βρούµε 
µία νέα συνάρτηση u(x,y) γνωρίζοντας ήδη µια άλλη συνάρτηση v(x,y).  
 
Καταρχήν, όπως είδαµε νωρίτερα, η συµβατότητα των εξισώσεων του συστήµατος 
µεταξύ τους απαιτεί ότι τόσο το u, όσο και το v, ικανοποιούν την εξίσωση του 
Laplace (4). Βέβαια, αν επιλέξουµε δύο τυχαίες λύσεις u και v της Μ∆Ε (4) και τις 
αντικαταστήσουµε στο σύστηµα (2), το πιθανότερο είναι ότι το σύστηµα δεν θα 
ικανοποιείται! Αν, όµως, επιλέξουµε κατάλληλα τις αρµονικές συναρτήσεις u και v, 
έτσι ώστε να επαληθεύουν µαζί το γραµµικό σύστηµα (2), τότε θα λέµε ότι οι 
συναρτήσεις u και v είναι συζυγείς ως προς το σύστηµα αυτό.  
 
Ας γενικεύσουµε το πρόβληµα: Θεωρούµε ένα γραµµικό σύστηµα δύο Μ∆Ε πρώτης 
τάξεως ως προς τις συναρτήσεις u(x,y) και v(x,y). Γράφουµε, συµβολικά,  
 

       B1 [u, v] = 0   (a)         B2 [u, v] = 0   (b)                                  (5) 
 
Κάνουµε επίσης την υπόθεση ότι η συµβατότητα των εξισώσεων (5a) και (5b) του 
συστήµατος απαιτεί τα u και v να επαληθεύουν, χωριστά, τις αντίστοιχες γραµµικές 
Μ∆Ε δευτέρας τάξεως,  
 

               P [u] = 0   (a)         Q [v] = 0   (b)                                       (6) 
 
(Στην περίπτωση που οι εκφράσεις για τα P και Q είναι συναρτησιακά όµοιες, τα u 
και v είναι λύσεις της ίδιας Μ∆Ε.) Καθώς οι Μ∆Ε (6) είναι γραµµικές, είναι 
(θεωρητικά τουλάχιστον) σχετικά εύκολο να βρούµε κάποιες λύσεις τους. Βέβαια, αν 
πάρουµε µία τυχαία λύση u της (6a) και µία τυχαία λύση v της (6b) και τις 
αντικαταστήσουµε στο σύστηµα (5), το πιο πιθανό είναι ότι το σύστηµα δεν θα 
επαληθεύεται. Θα πρέπει, λοιπόν, να δώσουµε στα u και v µια τόσο γενική µορφή που 
να µας επιτρέπει αρκετή ευελιξία ώστε να αναγκάσουµε τις συναρτήσεις αυτές να 
επαληθεύουν µαζί το γραµµικό σύστηµα (5).  
 
Προς το σκοπό αυτό, αναζητούµε παραµετρικές λύσεις των Μ∆Ε (6). Υποθέτουµε ότι 
τέτοιες λύσεις υπάρχουν και είναι της µορφής  
 

     u = f (x, y ; α, β, ...)  ,      v = g (x, y ; κ, λ, ...)                             (7) 
 
όπου  α, β, κ, λ, κλπ., είναι (πραγµατικές ή µιγαδικές) παράµετροι.  
 
Ορισµός: Αν υπάρχουν τιµές των παραµέτρων, τέτοιες ώστε οι λύσεις u και v των 
Μ∆Ε (6) να ικανοποιούν µαζί το γραµµικό σύστηµα (5), θα λέµε ότι οι συναρτήσεις u 
και v είναι συζυγείς ως προς το σύστηµα (5).  
 
Προφανώς, η εύρεση ενός ζεύγους συζυγών συναρτήσεων (u,v) ισοδυναµεί 
αυτοµάτως µε επίλυση του γραµµικού συστήµατος (5). Το πρόβληµα, λοιπόν, 
ανάγεται σε µία «έξυπνη» επιλογή των παραµετρικών λύσεων (7) των αντίστοιχων 
Μ∆Ε (6).  
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Παράδειγµα:  
 
Ας ξαναγυρίσουµε στις σχέσεις Cauchy-Riemann (2), τις οποίες γράφουµε ως εξής:  
 

B1 [u, v] ≡ ux – vy = 0  ,      B2 [u, v] ≡ uy + vx = 0                            (8) 
 
Όπως έχουµε δείξει, η συµβατότητα του συστήµατος (8) επιβάλλει τόσο στο u, όσο 
και στο v, να είναι λύσεις της εξίσωσης του Laplace (4). Γράφουµε τις αντίστοιχες 
σχέσεις (3) στη µορφή:  
 

       P [u] ≡ uxx + uyy = 0  ,      P [v] ≡ vxx + vyy = 0                               (9) 
 
όπου, γενικά,  P [w] = wxx + wyy   (εδώ, οι συναρτήσεις P και Q ταυτίζονται).  
 
∆οκιµάζουµε, τώρα, τις εξής παραµετρικές λύσεις των Μ∆Ε (9):  
 

u(x,y) = α (x
2 – y2) + βx + γy  , 

v(x,y) = κxy + λx + µy  . 
 
Αντικαθιστώντας τις συναρτήσεις αυτές στο σύστηµα (8), βρίσκουµε ότι θα πρέπει να 
ισχύουν οι εξής σχέσεις ανάµεσα στις παραµέτρους:  
 

κ=2α ,    λ= –γ ,    µ=β . 
 
Έχουµε, έτσι, δύο συναρτήσεις συζυγείς ως προς το γραµµικό σύστηµα (8):  
 

u(x,y) = α (x
2 – y2) + βx + γy  , 

v(x,y) = 2αxy – γx + βy  , 
 
όπου α, β, γ αυθαίρετες σταθερές. Το ζεύγος (u,v) αποτελεί λύση του συστήµατος (8).  
 
Ας υποθέσουµε, όµως, ότι είχαµε κάνει µία διαφορετική επιλογή παραµετρικών 
λύσεων των Μ∆Ε (9), π.χ.,  
 

u(x,y) = αxy ,     v(x,y) = βxy . 
 
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις αυτές στο σύστηµα (8) και λαµβάνοντας υπόψη ότι οι 
µεταβλητές x και y είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, βρίσκουµε ότι οι µόνες αποδεκτές 
τιµές των παραµέτρων α και β είναι οι  α=β=0,  πράγµα που οδηγεί στις τετριµµένες 
λύσεις  u(x,y)=0  και  v(x,y)=0. Με άλλα λόγια, η πιο πάνω παραµετροποίηση των 
λύσεων των Μ∆Ε (9) δεν οδηγεί σε µη-τετριµµένες συζυγείς συναρτήσεις, άρα δεν 
προσφέρει µη-τετριµµένη λύση στο γραµµικό σύστηµα (8).  
 
Συµπέρασµα: Η µέθοδος επίλυσης του γραµµικού συστήµατος Μ∆Ε πρώτης τάξεως 
(5) βασίζεται σε αναζήτηση κατάλληλων παραµετρικών λύσεων των Μ∆Ε δευτέρας 
τάξεως (6), οι οποίες εκφράζουν τις συνθήκες συµβατότητας του συστήµατος. 
Αναζητούµε µία σχέση ανάµεσα στις παραµέτρους, τέτοια ώστε οι λύσεις (7) των 
Μ∆Ε (6) να ικανοποιούν µαζί το σύστηµα (5).  
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Οι Μ∆Ε (6) βρίσκονται µε παραγώγιση των εξισώσεων του συστήµατος (5), έτσι 
ώστε να απαλείψουµε τη µία συνάρτηση (u ή v) προς όφελος της άλλης (v ή u, 
αντίστοιχα). Έτσι, π.χ., παραγωγίζοντας τις σχέσεις Cauchy-Riemann µε τρόπο ώστε 
να απαλείψουµε το v, βρήκαµε ότι το u πρέπει να υπακούει την εξίσωση του Laplace, 
η οποία είναι δευτέρας τάξεως. Όµοια, παραγωγίζοντας το σύστηµα και 
απαλείφοντας το u, βρήκαµε ότι το v θα πρέπει επίσης να ικανοποιεί την εξίσωση του 
Laplace.  
 
Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε το εξής: Το αρχικό σύστηµα (5) είναι πρώτης 
τάξεως και πεπλεγµένο ως προς τα u και v (δηλαδή, εµπλέκει και τις δύο αυτές 
συναρτήσεις, σχετίζοντας παραγώγους της µίας µε παραγώγους της άλλης). Αντίθετα, 
οι Μ∆Ε (6) που εκφράζουν τις σχέσεις συµβατότητας του συστήµατος είναι χωριστές 
εξισώσεις για τα u και v, αλλά µε ένα τίµηµα: είναι Μ∆Ε δευτέρας τάξεως! Αυτό που 
κάνει εδώ τα πράγµατα πιο εύκολα είναι το γεγονός ότι οι Μ∆Ε αυτές είναι 
γραµµικές, πράγµα που επιτρέπει να βρούµε παραµετρικές λύσεις τους µε σχετική 
ευκολία.  
 
Ας συνοψίσουµε τη µέθοδο:  
 
Έστω ότι µας δίνεται το γραµµικό σύστηµα Μ∆Ε πρώτης τάξεως (5), ως προς τις 
συναρτήσεις u και v.  
 
1. Με κατάλληλη παραγώγιση του συστήµατος, απαλείφουµε το v και βρίσκουµε την 
γραµµική Μ∆Ε δευτέρας τάξεως (6a) για το u. Όµοια, παραγωγίζοντας το σύστηµα 
και απαλείφοντας το u, βρίσκουµε την γραµµική Μ∆Ε δευτέρας τάξεως (6b) για το v. 
Οι σχέσεις (6) είναι οι συνθήκες συµβατότητας του γραµµικού συστήµατος (5).  
 
2. Αναζητούµε παραµετρικές λύσεις (7) των Μ∆Ε (6). Τέτοιες λύσεις δεν 
προσδιορίζονται µονοσήµαντα, προσπαθούµε όµως οι εκφράσεις µας να είναι κατά το 
δυνατόν γενικές.  
 
3. Αντικαθιστούµε τις παραµετρικές λύσεις (7) στο σύστηµα (5) και εξετάζουµε αν 
υπάρχουν συσχετισµοί ανάµεσα στις παραµέτρους, τέτοιοι ώστε το σύστηµα να 
ικανοποιείται. Αν συµβαίνει αυτό, οι λύσεις u και v των Μ∆Ε (6) είναι συζυγείς ως 
προς το σύστηµα (5), και το ζεύγος (u,v) αποτελεί µία λύση του συστήµατος αυτού. 
Μια διαφορετική επιλογή παραµετρικών λύσεων (7) είτε θα δώσει µια άλλη λύση του 
συστήµατος (5), είτε θα οδηγήσει σε τετριµµένη λύση.  
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ MAXWELL ΣΤΟ ΚΕΝΟ  
 
 
Η µέθοδος ολοκλήρωσης γραµµικών συστηµάτων Μ∆Ε, την οποία περιγράψαµε, 
βρίσκει σηµαντική εφαρµογή σε ένα από τα σπουδαιότερα συστήµατα εξισώσεων στη 
Φυσική: τις εξισώσεις του Maxwell για το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο.  
 
Στον κενό χώρο, όπου δεν υπάρχουν ηλεκτρικά φορτία ή ρεύµατα, οι εξισώσεις του 
Maxwell γράφονται, στο σύστηµα µονάδων S.I. [3]:  
 

        

0 0

( ) 0 ( )

( ) 0 ( )

B
a E c E

t

E
b B d B

t
ε µ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂
∇ ⋅ = ∇× =

∂

�

� � � �

�

� � � �

                           (1) 

 
όπου E

�

 και B
�

 το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο, αντίστοιχα. Έχουµε εδώ ένα 
σύστηµα τεσσάρων γραµµικών Μ∆Ε πρώτης τάξεως για τα δύο πεδία. Το κάθε πεδίο 
είναι συνάρτηση τεσσάρων µεταβλητών (x, y, z, t), δηλαδή, των συντεταγµένων του 
χώρου (x, y, z), και του χρόνου t.  
 
Ερώτηση: Ποιες είναι οι αναγκαίες συνθήκες που πρέπει να υπακούουν τα πεδία 
αυτά, έτσι ώστε οι εξισώσεις του συστήµατος (1) να είναι συµβατές µεταξύ τους; Με 
άλλα λόγια, ποιες είναι οι συνθήκες συµβατότητας του συστήµατος Maxwell;  
 
Με βάση την εµπειρία που έχουµε ήδη αποκτήσει, για να βρούµε τις παραπάνω 
συνθήκες θα παραγωγίσουµε µε διάφορους τρόπους τις εξισώσεις του συστήµατος 
(1) και θα απαιτήσουµε να ικανοποιούνται συγκεκριµένες διαφορικές ταυτότητες. 
(Στην περίπτωση Cauchy-Riemann, για παράδειγµα, είχαµε απαιτήσει την ισότητα 
των µεικτών παραγώγων uxy και uyx .) Στόχος µας είναι, βέβαια, να απαλείψουµε το 
ένα πεδίο (ηλεκτρικό ή µαγνητικό) προς όφελος του άλλου, ώστε να βρούµε την 
αντίστοιχη Μ∆Ε δευτέρας τάξεως που θα πρέπει να ικανοποιεί το κάθε πεδίο.  
 
Όπως µπορούµε να δείξουµε, ορισµένες διαφορικές ταυτότητες ικανοποιούνται 
αυτόµατα από το σύστηµα (1) χωρίς να επιβάλλουν πρόσθετους περιορισµούς:  
 

( ) 0 , ( ) 0 ,E B∇ ⋅ ∇× = ∇ ⋅ ∇× =
� � � � � �

 
 

( ) , ( ) .t t t tE E B B∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ ⋅ = ∇ ⋅
� � � � � � � �

 

 
Αυτές που όντως επιβάλλουν περιορισµούς είναι οι παρακάτω ταυτότητες:  
 

        2( ) ( )E E E∇× ∇× = ∇ ∇ ⋅ − ∇
� � � � � � �

                                          (2) 
 

        2( ) ( )B B B∇× ∇× = ∇ ∇ ⋅ − ∇
� � � � � � �

                                           (3) 
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Παίρνοντας το rot της (1c) και χρησιµοποιώντας τις (2), (1a) και (1d), βρίσκουµε:  
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                                               (4) 

 
Όµοια, παίρνοντας το rot της (1d) και χρησιµοποιώντας τις (3), (1b) και (1c), έχουµε:  
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                                               (5) 

 
Καµία πρόσθετη πληροφορία δεν παίρνουµε από τις δύο ταυτότητες που αποµένουν:  
 

( ) , ( ) .t t t tE E B B∇× = ∇× ∇× = ∇×
� � � � � � � �

 

 
Παρατηρούµε ότι έχουµε αποσυµπλέξει τις εξισώσεις για τα δύο πεδία του 
συστήµατος (1), παίρνοντας ξεχωριστές Μ∆Ε δευτέρας τάξεως για κάθε πεδίο.  
 
Θέτοντας  
                           

        0 0 2
0 0

1 1
c

c
ε µ

ε µ
≡ ⇔ =                                            (6) 

 
(όπου c η ταχύτητα του φωτός στο κενό) γράφουµε τις (4) και (5) σε µορφή 
εξισώσεων κύµατος:  
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Συµπέρασµα: Οι εξισώσεις του Maxwell (1) αποτελούν γραµµικό σύστηµα του 
οποίου οι συνθήκες συµβατότητας εκφράζονται από τις κυµατικές εξισώσεις (7) και 
(8). Τούτο σηµαίνει ότι τόσο το ηλεκτρικό, όσο και το µαγνητικό πεδίο, τα οποία 
υπεισέρχονται στο σύστηµα Maxwell, είναι ταυτόχρονα και λύσεις των αντίστοιχων 
κυµατικών εξισώσεων (7) και (8). Λέµε ότι οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν ένα 
ηλεκτροµαγνητικό (Η/Μ) κύµα.  
 
Θα επιχειρήσουµε τώρα να επιλύσουµε το σύστηµα (1) εφαρµόζοντας τη γενική 
µέθοδο ολοκλήρωσης γραµµικών συστηµάτων πρώτης τάξεως, την οποία 
περιγράψαµε νωρίτερα. Αυτή συνίσταται στην αναζήτηση κατάλληλων 
παραµετρικών λύσεων των Μ∆Ε δευτέρας τάξεως που εκφράζουν τις συνθήκες 
συµβατότητας του συστήµατος. Οι Μ∆Ε αυτές είναι οι κυµατικές εξισώσεις (7) και 

(8). Αυτές επιδέχονται επίπεδες κυµατικές λύσεις της µορφής ( )F k r tω⋅ −
��

�

, όπου  
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(βλ. [3], Κεφ. 10). Οι απλούστερες τέτοιες λύσεις είναι µονοχρωµατικά επίπεδα 
κύµατα κυκλικής συχνότητας ω, τα οποία διαδίδονται στην κατεύθυνση του 

κυµατοδιανύσµατος k
�

:  
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όπου τα 0E
�

 και 0B
�

 είναι σταθερά µιγαδικά πλάτη. Οι σταθερές που εµφανίζονται 

στις εξισώσεις (10), δηλαδή τα πλάτη, η κυκλική συχνότητα, και η κατεύθυνση του 
κυµατοδιανύσµατος, µπορούν να επιλέγονται αυθαίρετα. Έτσι, µπορούν να 
θεωρούνται ως παράµετροι των επίπεδων κυµατικών λύσεων (10). Οι σχέσεις (10), 
λοιπόν, είναι οι ζητούµενες παραµετρικές λύσεις των κυµατικών εξισώσεων (7) και 
(8) που εκφράζουν τις συνθήκες συµβατότητας του γραµµικού συστήµατος (1).  
 
Θα πρέπει να προσέξουµε το εξής: Παρόλο που κάθε ζεύγος πεδίων ( , )E B

� �

 που 
ικανοποιεί το σύστηµα Maxwell (1) αναγκαία ικανοποιεί και τις κυµατικές εξισώσεις 
(7) και (8) (συνθήκες συµβατότητας του συστήµατος), το αντίθετο δεν ισχύει. 
∆ηλαδή, αν θέσουµε µία τυχαία λύση της Μ∆Ε (7) και µία τυχαία λύση της Μ∆Ε (8) 
στο σύστηµα (1), το σύστηµα αυτό δεν θα ικανοποιείται. Έτσι, οι επίπεδες κυµατικές 
λύσεις (10) δεν είναι εκ των προτέρων λύσεις του συστήµατος Maxwell.  
 
Μια λύση του συστήµατος θα προκύψει µε κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων στις 
σχέσεις (10). Προς το σκοπό αυτό, θα πρέπει να αντικαταστήσουµε τις παραµετρικές 
λύσεις (10) στο γραµµικό σύστηµα (1) για να βρούµε τις επιπρόσθετες συνθήκες που 
το σύστηµα αυτό επιβάλλει στις παραµέτρους του προβλήµατος. Όταν οι συνθήκες 
αυτές ικανοποιούνται, οι δύο κυµατικές συναρτήσεις της σχέσης (10) καθίστανται 
συζυγείς ως προς το σύστηµα Maxwell (1). Όπως είναι φανερό, ακολουθούµε εδώ 
πιστά τη γενική µέθοδο ολοκλήρωσης γραµµικού συστήµατος Μ∆Ε, την οποία 
αναπτύξαµε στο προηγούµενο µέρος.  
 
Αντικαθιστώντας τις (10a) και (10b) στις (1a) και (1b), αντίστοιχα, και λαµβάνοντας 

υπόψη ότι i k r i k re i k e⋅ ⋅∇ =
� �

� �
��

, έχουµε:  
 

( )
0 0

( )
0 0

( ) 0 ( ) 0 ,

( ) 0 ( ) 0 ,

i t i k r i k r t

i t i k r i k r t

E e e k E e

B e e k B e

ω ω

ω ω

− ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ −

⋅∇ = ⇒ ⋅ =

⋅∇ = ⇒ ⋅ =

� �

� �

� �

� �

�� � �

�� � �
 

 
έτσι ώστε  

        0 00 , 0k E k B⋅ = ⋅ =
� �� �

.                                            (11) 

 
Οι σχέσεις (11) δηλώνουν ότι το µονοχρωµατικό επίπεδο Η/Μ κύµα είναι εγκάρσιο 
κύµα. ∆ηλαδή, τα διανύσµατα του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου 
«ταλαντώνονται» κάθετα προς τη διεύθυνση διαδόσεως του κύµατος. (Αυτό έρχεται 
σε αντίθεση µε τα διαµήκη κύµατα του ήχου.)   
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Επίσης, αντικαθιστώντας τις (10a) και (10b) στις (1c) και (1d), αντίστοιχα, 
βρίσκουµε:  
 

( )
0 0

( ) ( )
0 0

( )

( ) ,

i t i k r i k r t

i k r t i k r t

e e E i B e

k E e B e

ω ω

ω ω

ω

ω

− ⋅ ⋅ −

⋅ − ⋅ −

∇ × = ⇒

× =

� �

� �

� �

� �

� � �

� � �
 

 
( )

0 0 0 0

( ) ( )
0 02

( )

( ) ,

i t i k r i k r t

i k r t i k r t

e e B i E e

k B e E e
c

ω ω

ω ω

ω ε µ

ω

− ⋅ ⋅ −

⋅ − ⋅ −

∇ × = − ⇒

× = −

� �

� �

� �

� �

� � �

� � �
 

 
έτσι ώστε  

        0 0 0 02
,k E B k B E

c

ω
ω× = × = −

� �� � � �

                                  (12) 

 
Παρατηρούµε ότι τα πεδία E

�

 και B
�

 είναι κάθετα µεταξύ τους, όπως και κάθετα στη 
διεύθυνση διαδόσεως του κύµατος. Σηµειώνουµε επίσης ότι οι δύο διανυσµατικές 
εξισώσεις (12) δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Πράγµατι, παίρνοντας το 

εξωτερικό γινόµενο της πρώτης εξίσωσης µε το k
�

, βρίσκουµε τη δεύτερη εξίσωση.  
 

Εισάγοντας το µοναδιαίο διάνυσµα τ̂  στην κατεύθυνση του κυµατοδιανύσµατος k
�

,  
 

ˆ / ( | | / )k k k k cτ ω= = =
� �

 , 
 
γράφουµε την πρώτη από τις εξισώσεις (12) ως εξής:  
 

0 0 0
1

ˆ ˆ( ) ( )
k

B E E
c

τ τ
ω

= × = ×
� � �

 . 

 
Οι κυµατικές συναρτήσεις (10), συζυγείς ως προς το σύστηµα (1), παίρνουν τώρα τη 
µορφή:  
 

        
0

0

( , ) exp{ ( )} ,

1 1
ˆ ˆ( , ) ( )exp{ ( )}

E r t E i k r t

B r t E i k r t E
c c

ω

τ ω τ

= ⋅ −

= × ⋅ − = ×

�� �

� �

�� � �

� �

                           (13) 

 
Τα µιγαδικά διανυσµατικά πεδία (13) ικανοποιούν το σύστηµα Maxwell (1). Επειδή 
το σύστηµα αυτό είναι γραµµικό και οµογενές µε πραγµατικούς συντελεστές, τα 
πραγµατικά µέρη των πεδίων (13) θα είναι επίσης λύσεις του συστήµατος. Για να 
βρούµε τις εκφράσεις των πραγµατικών λύσεων (αυτές µόνο έχουν φυσική σηµασία!) 
θεωρούµε την απλούστερη περίπτωση ενός γραµµικά πολωµένου Η/Μ κύµατος (βλ. 
[3], Κεφ. 10) και γράφουµε:  
 

        0 0,
i

RE E e α=
� �

                                                   (14) 
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όπου τόσο το διάνυσµα 0,RE
�

, όσο και ο αριθµός α, είναι πραγµατικές ποσότητες. Οι 

πραγµατικές εκφράσεις των πεδίων (13) γράφονται:  
 

        
0,

0,

cos ( ) ,

1 1
ˆ ˆ( )cos ( )

R

R

E E k r t

B E k r t E
c c

ω α

τ ω α τ

= ⋅ − +

= × ⋅ − + = ×

�� �

�

�� � �

�

                          (15) 

 
Παρατηρούµε, ειδικά, ότι τα πεδία E

�

 και B
�

 «ταλαντώνονται» σε φάση.  
 
Τα αποτελέσµατά µας για τις εξισώσεις του Maxwell στο κενό µπορούν να 
επεκταθούν στην περίπτωση ενός γραµµικού και οµογενούς µη-αγώγιµου µέσου αν 
αντικαταστήσουµε τα ε0 και µ0 µε ε και µ, αντίστοιχα (βλ. [3], Κεφ. 10). Η ταχύτητα 
διάδοσης του Η/Μ κύµατος είναι, στην περίπτωση αυτή,  
 

1

k

ω
υ

εµ
= =                                                     (16) 

 
Θα µελετήσουµε στη συνέχεια την πιο σύνθετη περίπτωση των εξισώσεων Maxwell 
στο εσωτερικό ενός γραµµικού αγώγιµου µέσου.  
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ MAXWELL ΓΙΑ ΑΓΩΓΙΜΟ ΥΛΙΚΟ ΜΕΣΟ 
 
 
Θεωρούµε ένα γραµµικό αγώγιµο µέσο, ειδικής αγωγιµότητας σ. Μέσα σε ένα τέτοιο 

µέσο ικανοποιείται ο νόµος του Ohm: J Eσ=
� �

, όπου J
�

 η πυκνότητα του ρεύµατος. 
Οι εξισώσεις του Maxwell γράφονται (βλ. [3], Κεφ. 10):  
 

        

( ) 0 ( )

( ) 0 ( )

B
a E c E

t

E
b B d B E

t
µσ ε µ

∂
∇ ⋅ = ∇× = −

∂

∂
∇ ⋅ = ∇× = +

∂

�

� � � �

�

� � � � �

                        (1) 

 
Οι συνθήκες συµβατότητας  
 

2

2

( ) ( ) ,

( ) ( )

E E E

B B B

∇× ∇× = ∇ ∇ ⋅ − ∇

∇× ∇× = ∇ ∇ ⋅ − ∇

� � � � � � �

� � � � � � �  

 
του γραµµικού συστήµατος (1) οδηγούν στις τροποποιηµένες κυµατικές εξισώσεις  
 

        

2
2

2

2
2

2

0

0

E E
E

t t

B B
B

t t

ε µ µσ

ε µ µσ

∂ ∂
∇ − − =

∂ ∂

∂ ∂
∇ − − =

∂ ∂

� �

�

� �

�

                                       (2) 

 
που πρέπει να ικανοποιούνται χωριστά για κάθε πεδίο. Όπως στην περίπτωση του 
κενού, κανέναν πρόσθετο περιορισµό δεν επιβάλλουν οι υπόλοιπες συνθήκες 
συµβατότητας του συστήµατος.  
 
Το γραµµικό σύστηµα (1) συνδέει µεταξύ τους λύσεις των κυµατικών εξισώσεων (2). 
∆ηλαδή, η συµβατότητα του συστήµατος επιβάλλει στο ηλεκτρικό και το µαγνητικό 
πεδίο να ικανοποιούν τις αντίστοιχες τροποποιηµένες κυµατικές εξισώσεις. Ζητούµε 
τώρα παραµετρικές λύσεις των εξισώσεων (2), οι οποίες να είναι συζυγείς ως προς το 

σύστηµα (1). Ένα τέτοιο ζεύγος λύσεων ( , )E B
� �

 θα αποτελεί ταυτόχρονα λύση του 
συστήµατος Maxwell.  
 
Όπως µπορούµε να επαληθεύσουµε µε απευθείας αντικατάσταση στις σχέσεις (2), οι 
Μ∆Ε αυτές δέχονται παραµετρικές λύσεις της µορφής  
 

        

0

0

0

0

ˆ( , ) exp{ ( )}

exp exp( ) ,

ˆ( , ) exp{ ( )}

exp exp( )

E r t E s r i k r t

s
E i k r i t

k

B r t B s r i k r t

s
B i k r i t

k

τ ω

ω

τ ω

ω

= − ⋅ + ⋅ −

  = − ⋅ −  
  

= − ⋅ + ⋅ −

  = − ⋅ −  
  

�� �

� � �

��

�

�� �

� � �

��

�

                           (3) 
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όπου το τ̂  είναι µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του κυµατοδιανύσµατος k
�

:  
 

ˆ / ( | | / )k k k kτ ω υ= = =
� �

 
 
(µε υ συµβολίζουµε την ταχύτητα διάδοσης του Η/Μ κύµατος µέσα στο αγώγιµο 
υλικό) και όπου, για δοσµένες τιµές των φυσικών σταθερών ε, µ, σ, οι παράµετροι s, 
k και ω ικανοποιούν το αλγεβρικό σύστηµα  
 

        2 2 2 0 , 2 0s k skε µω µσ ω− + = − =                                  (4) 
 

Για αυθαίρετες επιλογές των πλατών 0E
�

 και 0B
�

, τα διανυσµατικά πεδία (3) δεν είναι 

εκ των προτέρων λύσεις του συστήµατος Maxwell (1), άρα δεν αποτελούν ζεύγος 
συζυγών συναρτήσεων ως προς το σύστηµα αυτό. Για να βρούµε συζυγείς λύσεις, 
αντικαθιστούµε τις εκφράσεις (3) στο σύστηµα (1). Με τη βοήθεια της σχέσης  
 

s s
i k r i k r

k ks
e i k e

k

   − ⋅ − ⋅   
    ∇ = − 

 

� �

� �

��

 

 
µπορεί να δειχθεί ότι οι εξισώσεις (1a) και (1b) απαιτούν να ισχύει  
 

        0 00 , 0k E k B⋅ = ⋅ =
� �� �

                                              (5) 
 
Όπως στην περίπτωση του κενού, το Η/Μ κύµα στο εσωτερικό αγώγιµου  µέσου 
είναι εγκάρσιο κύµα.  
 
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (3) στις εξισώσεις (1c) και (1d), βρίσκουµε δύο 
ακόµα συνθήκες:  
 

        0 0ˆ( )k is E Bτ ω+ × =
� �

                                                (6) 

 

        0 0ˆ( ) ( )k is B i Eτ εµω µσ+ × = − +
� �

                                       (7) 
 
Παρατηρούµε, όµως, ότι η (7) δεν δίνει ανεξάρτητη πληροφορία, αφού µπορεί να 
εξαχθεί παίρνοντας το εξωτερικό γινόµενο της (6) µε το τ̂  και λαµβάνοντας υπόψη 
τις αλγεβρικές σχέσεις (4).  
 
Οι συζυγείς λύσεις των κυµατικών εξισώσεων (2) γράφονται:  
 

        

ˆ ( )
0

ˆ ( )
0

( , ) ,

ˆ( , ) ( )

s r i k r t

s r i k r t

E r t E e e

k is
B r t E e e

τ ω

τ ωτ
ω

− ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ −

=

+
= ×

�

� �

�

� �

� �

�

� �

�

                                    (8) 

 
Οι λύσεις αυτές είναι µιγαδικές. Για να βρούµε τις αντίστοιχες πραγµατικές λύσεις, 
θεωρούµε όπως στην περίπτωση του κενού ότι το Η/Μ κύµα είναι γραµµικά 
πολωµένο, και θέτουµε  
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0 0,
i

RE E e α=
� �

. 

Θέτουµε επίσης  
 

2 2| | , tan /i ik i s k i s e k s e s kϕ ϕ ϕ+ = + = + = . 
 
Παίρνοντας τα πραγµατικά µέρη των διανυσµατικών εξισώσεων (8), βρίσκουµε 
τελικά ότι  
 

ˆ
0,

2 2
ˆ

0,

( , ) cos( ) ,

ˆ( , ) ( ) cos( )

s r
R

s r
R

E r t E e k r t

k s
B r t E e k r t

τ

τ

ω α

τ ω α ϕ
ω

− ⋅

− ⋅

= ⋅ − +

+
= × ⋅ − + +

�

�

�� �

� �

�� �

� �

                  (9) 

 
Όπως µπορούµε να δείξουµε, τα αποτελέσµατά µας ανάγονται σε εκείνα για ένα 
γραµµικό, µη-αγώγιµο µέσο, στο όριο που η ειδική αγωγιµότητα σ→0.  
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
 
Παραδοσιακά, η µέθοδος των µετασχηµατισµών Bäcklund έχει αναπτυχθεί και 
χρησιµοποιηθεί σαν χρήσιµο «εργαλείο» για την εύρεση λύσεων µη-γραµµικών 
µερικών διαφορικών εξισώσεων (Μ∆Ε). Οι εξισώσεις αυτές δεν είναι δυνατό να 
επιλυθούν µε µεθόδους που εφαρµόζονται σε γραµµικά προβλήµατα και βασίζονται 
στην ιδιότητα ότι το άθροισµα ενός αυθαίρετου αριθµού λύσεων µιας γραµµικής 
Μ∆Ε είναι επίσης λύση της Μ∆Ε.  
 
Πρόσφατα, προτάθηκε [1,2] µία διαφορετική εφαρµογή των µετασχηµατισµών 
Bäcklund, η οποία σχετίζεται µε την επίλυση γραµµικών συστηµάτων Μ∆Ε. Η 
µέθοδος αυτή βασίζεται στην ύπαρξη (ή, στη δυνατότητα εύρεσης) παραµετρικών 
λύσεων των γραµµικών Μ∆Ε που εκφράζουν τις συνθήκες συµβατότητας του 
γραµµικού συστήµατος που θέλουµε να επιλύσουµε. Αναζητούµε τότε κατάλληλο 
συσχετισµό των παραµέτρων, έτσι ώστε ένα ζεύγος λύσεων των αντίστοιχων 
γραµµικών Μ∆Ε να επαληθεύει και το ίδιο το γραµµικό σύστηµα. Αν τέτοιο ζεύγος 
λύσεων υπάρχει, λέµε ότι οι λύσεις αυτές είναι συζυγείς ως προς το γραµµικό 
σύστηµα.  
 
Σαν παράδειγµα εφαρµογής της παραπάνω µεθόδου ολοκλήρωσης γραµµικού 
συστήµατος Μ∆Ε, θεωρήσαµε το σύστηµα των εξισώσεων του Maxwell στον 
ηλεκτροµαγνητισµό. Οι συνθήκες συµβατότητας του συστήµατος οδηγούν στις 
κυµατικές εξισώσεις για το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο. Οι εξισώσεις αυτές 
έχουν παραµετρικές λύσεις (µονοχρωµατικά επίπεδα κύµατα), όπου ως «παράµετροι» 
θεωρούνται τα πλάτη, οι συχνότητες και τα κυµατοδιανύσµατα. Οι εξισώσεις του 
Maxwell επιβάλλουν συγκεκριµένες σχέσεις ανάµεσα στις παραµέτρους, έτσι ώστε τα 
ζεύγη λύσεων των αντίστοιχων κυµατικών εξισώσεων να είναι και λύσεις του 
συστήµατος Maxwell (να αποτελούν, δηλαδή, ζεύγη συζυγών συναρτήσεων ως προς 
το σύστηµα αυτό). Με τον τρόπο αυτό, χρησιµοποιώντας απλές λύσεις των 
κυµατικών εξισώσεων, βρίσκουµε λύσεις των εξισώσεων του Maxwell.  
 
Το ενδιαφέρον συµπέρασµα είναι ότι η έννοια των µετασχηµατισµών Bäcklund, που 
έχει αποδειχθεί τόσο χρήσιµη για την επίλυση µη-γραµµικών Μ∆Ε, έχει σηµαντικές 
εφαρµογές και σε γραµµικά προβλήµατα. (Σηµειώνουµε εδώ ότι µία επίσης 
σηµαντική εφαρµογή των µετασχηµατισµών αυτών σε γραµµικά προβλήµατα, στην 
οποία δεν έχουµε αναφερθεί στο παρόν άρθρο, είναι η εύρεση άπειρων 
µετασχηµατισµών συµµετρίας µιας Μ∆Ε – βλ., π.χ., [2].) Η έρευνα πάνω στα 
ζητήµατα αυτά βρίσκεται σε εξέλιξη...  
 
 
 
 
 
 
 



Κ. Ι. ΠΑΠΑΧΡΗΣΤΟΥ  –  Α. Ν. ΜΑΓΟΥΛΑΣ 

 18

ΑΝΑΦΟΡΕΣ 
 
 

[1] C. J. Papachristou, The Maxwell equations as a Bäcklund transformation, 
Advanced Electromagnetics, Vol. 4, No. 1 (2015), pages 52-58 
(http://www.aemjournal.org/index.php/AEM/article/view/311).  

[2] C. J. Papachristou, A. N. Magoulas, Bäcklund transformations: Some old and 
new perspectives, Nausivios Chora Vol. 6 (2016) pp. C3-C17 
(http://nausivios.snd.edu.gr/docs/2016C.pdf).  

[3] C. J. Papachristou, Introduction to Electromagnetic Theory and the Physics of 
Conducting Solids, META Publishing, Nov. 2017 
(http://metapublishing.org/index.php/MP/catalog/book/52), και  
arXiv:1711.09969 (https://arxiv.org/abs/1711.09969).  

 
 
 


