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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 
Αντικείµενο της σύντοµης αυτής µαθηµατικής µονογραφίας είναι τα ολοκληρώσιµα διαφορικά 
συστήµατα. Τονίζουµε εξαρχής ότι δεν πρόκειται για πλήρες σύγγραµµα που µελετά τη θεωρία 
ή τις µεθόδους επίλυσης διαφορικών εξισώσεων. Ο όρος «ολοκληρώσιµα» θα πρέπει εδώ να 
ερµηνευθεί, κατά κύριο λόγο, ως «δυνάµενα να ολοκληρωθούν». Έτσι, η δυνατότητα ολοκλήρω-
σης θα µας απασχολήσει εξίσου µε (αν όχι περισσότερο από) τη µέθοδο ολοκλήρωσης.  
 
    Το βιβλίο έχει καθαρά παιδαγωγικό χαρακτήρα και το επίπεδό του είναι εισαγωγικό. Απευθύ-
νεται κυρίως σε προχωρηµένους προπτυχιακούς και µεταπτυχιακούς σπουδαστές θετικών 
επιστηµών µε ενδιαφέροντα στην περιοχή των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών. Η παρουσίαση 
των θεµάτων θυσιάζει τη µαθηµατική αυστηρότητα προς χάριν της απλότητας που υπαγορεύει η 
παιδαγωγική λογική. Έτσι, πολλά θεωρήµατα ή προτάσεις παρατίθενται χωρίς απόδειξη, όταν 
κρίνεται ότι η αναλυτική παρουσίαση της απόδειξής τους θα δυσκόλευε τη µελέτη του κειµένου 
χωρίς απαραίτητα να αυξήσει την παιδαγωγική του αξία. Πληρέστερες και αυστηρότερες 
προσεγγίσεις µπορεί να βρει ο σπουδαστής στη βιβλιογραφία που παρατίθεται στο τέλος του 
βιβλίου.  
 
    Τα διαφορικά συστήµατα στα οποία θα εστιάσουµε την προσοχή µας εντάσσονται σε δύο 
κατηγορίες:  
 

• Ολοκληρώσιµα συστήµατα συνήθων διαφορικών εξισώσεων (Σ∆Ε) πρώτης τάξεως.  

• Ολοκληρώσιµα συστήµατα µερικών διαφορικών εξισώσεων (Μ∆Ε).  
 
Για την επίλυση των συστηµάτων Σ∆Ε, ιδιαίτερα σηµαντικός, όπως θα δούµε, είναι ο ρόλος του 
πρώτου ολοκληρώµατος. Στην περίπτωση των Μ∆Ε, µία έννοια στην οποία θα αναφερόµαστε 
συχνά είναι η συνθήκη συµβατότητας (ή συνθήκη ολοκληρωσιµότητας) του συστήµατος.  
 
    Μια άλλη έκφανση της ολοκληρωσιµότητας δίνουν τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα διανυ-
σµατικών πεδίων στο χώρο, καθώς και τα αντίστοιχα ολοκληρώµατα µιγαδικών συναρτήσεων 
στο µιγαδικό επίπεδο. Θα λέµε ότι ένα διανυσµατικό πεδίο (όµοια, µια µιγαδική συνάρτηση) 
είναι ολοκληρώσιµο, αν το επικαµπύλιο ολοκλήρωµά του είναι ανεξάρτητο της διαδροµής που 
συνδέει οποιαδήποτε δύο σηµεία του χώρου (αντίστοιχα, του µιγαδικού επιπέδου). Όπως θα 
δούµε στα Κεφάλαια 1 και 2, η ολοκληρωσιµότητα αυτού του τύπου σχετίζεται µε την ολοκλη-
ρωσιµότητα συγκεκριµένων συστηµάτων Μ∆Ε. Στην περίπτωση των µιγαδικών συναρτήσεων, 
το ολοκληρώσιµο σύστηµα Μ∆Ε είναι αυτό που καθορίζεται από τις σχέσεις Cauchy-Riemann.  
 
    Στο Κεφάλαιο 3, εισάγουµε την έννοια του πρώτου ολοκληρώµατος για µία Σ∆Ε και 
δείχνουµε πώς αυτό µπορεί να συµβάλει στην εύρεση της λύσης της. Σαν χαρακτηριστικό 
παράδειγµα, χρησιµοποιούµε τη διατήρηση της µηχανικής ενέργειας για να επιλύσουµε την 
εξίσωση που εκφράζει τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα σε µία διάσταση.  
 
    Η συζήτηση γενικεύεται στο Κεφάλαιο 4 για συστήµατα Σ∆Ε πρώτης τάξεως, όπου αναζη-
τούµε και πάλι τη λύση του προβλήµατος µε τη χρήση πρώτων ολοκληρωµάτων. Η µέθοδος 
βρίσκει σηµαντική εφαρµογή στις Μ∆Ε πρώτης τάξεως, των οποίων τη διαδικασία επίλυσης 
περιγράφουµε συνοπτικά. Τέλος, µελετούµε την περίπτωση ενός γραµµικού συστήµατος Σ∆Ε, η 
επίλυση του οποίου ανάγεται σε ένα πρόβληµα ιδιοτιµών.  
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    Το Κεφάλαιο 5 εξετάζει τα συστήµατα Σ∆Ε από τη γεωµετρική σκοπιά. Έννοιες της ∆ιαφορι-
κής Γεωµετρίας, όπως οι ολοκληρωτικές και οι φασικές καµπύλες ενός συστήµατος, η παράστα-
ση ενός διανυσµατικού πεδίου ως διαφορικού τελεστή, η παράγωγος Lie µιας συνάρτησης, κλπ., 
εισάγονται µε τον απλούστερο δυνατό τρόπο. Μελετάται η γεωµετρική σηµασία των Μ∆Ε 
πρώτης τάξεως, πράγµα που αποκαλύπτει τη στενή σχέση τους µε τα συστήµατα Σ∆Ε και τα 
διανυσµατικά πεδία.  
 
    Τέλος, στο Κεφάλαιο 6 εκτίθενται κάποια προχωρηµένα θέµατα που αφορούν ολοκληρώσιµα 
συστήµατα Μ∆Ε. ∆ύο έννοιες γνωστές από τη θεωρία των ολοκληρώσιµων µη-γραµµικών Μ∆Ε 
είναι οι λεγόµενοι µετασχηµατισµοί Bäcklund και το ζεύγος Lax. Και στις δύο περιπτώσεις, µια 
µη-γραµµική Μ∆Ε εκφράζεται ως συνθήκη συµβατότητας ενός συστήµατος Μ∆Ε. Το κεφάλαιο 
ολοκληρώνεται µε ένα γνωστό σύστηµα Μ∆Ε σε 4 διαστάσεις: τις εξισώσεις του Maxwell για το 
ηλεκτροµαγνητικό πεδίο. Μία συνθήκη συµβατότητας για το σύστηµα αυτό είναι η κυµατική 
εξίσωση, την οποία πρέπει να υπακούουν, χωριστά, το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο. 
Περιγράφεται λεπτοµερώς η επίλυση του συστήµατος Maxwell για την περίπτωση ενός 
µονοχρωµατικού επίπεδου ηλεκτροµαγνητικού κύµατος.  
 
    Κλείνοντας, θέλω να εκφράσω τις ευχαριστίες µου στον συνάδελφο και καλό φίλο Αριστείδη 
Μαγουλά για την εξαιρετική σχεδίαση ενός αριθµού σχηµάτων στα Κεφάλαια 1 και 2. Αν είχα 
καταφέρει (όπως ανεπιτυχώς προσπάθησα) να τον συµπαρασύρω σε συµµετοχή στη συγγραφική 
προσπάθεια, το παρόν βιβλίο θα ήταν σίγουρα πολύ καλύτερο!  
 
 
 Κώστας Ι. Παπαχρήστου  

Μάρτιος 2015  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΟΤΗΤΑ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο ΚΑΙ ΣΤΟ ΧΩΡΟ 
 
 

1.1  Απλά και Πολλαπλά Συνεκτικοί Χώροι  
 
Ξεκινούµε µε λίγες βασικές έννοιες από την Τοπολογία, που θα µας χρειαστούν στη συνέχεια:  
 
    Μια περιοχή D στο επίπεδο λέγεται απλά συνεκτική αν, για κάθε κλειστή καµπύλη C στην 
περιοχή αυτή, κάθε σηµείο του επιπέδου στο εσωτερικό τής C είναι και σηµείο τής D. Εναλλα-
κτικά, η περιοχή D είναι απλά συνεκτική, αν:  
 

• Κάθε κλειστή καµπύλη µέσα στην D µπορεί να συρρικνωθεί ώσπου να γίνει σηµείο, 
χωρίς ποτέ να αφήσει την περιοχή αυτή. Ή, ισοδύναµα:  

• Για κάθε δύο σηµεία Α και Β της D, υπάρχει κατ’ ουσίαν ένας µόνο τρόπος για να πάµε 
από το Α στο Β, µε την έννοια ότι, δύο διαφορετικοί δρόµοι από το Α στο Β παρίστανται 
µε ανοικτές καµπύλες που µπορούν µε ελαστική παραµόρφωση να ταυτιστούν, χωρίς πο-
τέ να εγκαταλείψουν την περιοχή D.  

 
Αν υπάρχουν δύο µη-ισοδύναµοι τρόποι για να πάµε από το Α στο Β, η περιοχή λέγεται διπλά 
συνεκτική, ενώ αν υπάρχουν τρεις τρόποι, ονοµάζεται τριπλά συνεκτική, κλπ.  
 

( )α ( )β ( )γ  
 
    Στο σχήµα, η περιοχή (α) είναι απλά συνεκτική, η περιοχή (β) είναι διπλά συνεκτική, ενώ η 
περιοχή (γ) είναι τριπλά συνεκτική. Προσέξτε, για παράδειγµα, ότι µπορούµε να πάµε µε δύο 
τρόπους από ένα σηµείο τής (β) σε ένα άλλο: παρακάµπτοντας την «τρύπα» είτε από αριστερά, 
είτε από δεξιά. (Σηµειώνουµε ότι η τρύπα µπορεί να είναι και ένα µοναδικό σηµείο του επιπέδου, 
το οποίο έχει αφαιρεθεί από το επίπεδο.) Εναλλακτικά, υπάρχουν δύο είδη κλειστών καµπύλων 
στην περιοχή (β): αυτές που δεν κυκλώνουν την τρύπα, και αυτές που την κυκλώνουν. Με 
ανάλογο συλλογισµό, η τριπλή συνεκτικότητα της περιοχής (γ) οφείλεται στο ότι υπάρχουν τρεις 
µη-ισοδύναµοι τρόποι να πάµε από ένα σηµείο της περιοχής σε ένα άλλο, ή, αντίστοιχα, τρία 
είδη κλειστών καµπύλων στην περιοχή: αυτές που δεν κυκλώνουν καµία τρύπα, αυτές που 
κυκλώνουν µία τρύπα (οποιαδήποτε!) και αυτές που κυκλώνουν δύο τρύπες.  
 
    Μια περιοχή Ω στο χώρο είναι απλά συνεκτική αν, για κάθε κλειστή καµπύλη C που ανήκει 
στην περιοχή αυτή, υπάρχει µια ανοιχτή επιφάνεια που έχει ως όριο την C και κείται εξ 
ολοκλήρου στην Ω. Αυτό σηµαίνει ότι, κάθε κλειστή καµπύλη µέσα στην περιοχή Ω µπορεί να 
συρρικνωθεί ώσπου να γίνει σηµείο, χωρίς ποτέ να αφήσει την περιοχή αυτή. Εναλλακτικά, η Ω 
είναι απλά συνεκτική αν, για κάθε δύο σηµεία της, Α και Β, υπάρχει κατ’ ουσίαν ένας µόνο 
τρόπος για να πάµε από το Α στο Β, µε την έννοια ότι, δύο διαφορετικοί δρόµοι από το Α στο Β 
παρίστανται µε ανοικτές καµπύλες που µπορούν µε ελαστική παραµόρφωση να ταυτιστούν, 
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χωρίς ποτέ να εγκαταλείψουν την περιοχή Ω. Αν υπάρχουν δύο µη-ισοδύναµοι τρόποι για να 
πάµε από το Α στο Β, η περιοχή λέγεται διπλά συνεκτική, κλπ.  
 
    Παραδείγµατα:  
 
    1. Το εσωτερικό, το εξωτερικό, καθώς και η επιφάνεια µιας σφαίρας, είναι απλά συνεκτικές 
περιοχές στο χώρο. Το ίδιο ισχύει και για έναν σφαιρικό φλοιό (το χώρο ανάµεσα σε δύο 
οµόκεντρες σφαιρικές επιφάνειες).  
 
    2. Ο χώρος στο εσωτερικό ενός torus (ντόνατ) είναι διπλά συνεκτικός (γιατί;).  
 

 
 
 
1.2  Τέλεια ∆ιαφορικά και Ολοκληρωσιµότητα  
 

Θεωρούµε το επίπεδο R2 µε συντεταγµένες (x, y). Έστω D⊆R2 µια περιοχή του επιπέδου, και 

έστω P(x, y) και Q(x, y) συναρτήσεις παραγωγίσιµες σε κάθε σηµείο τής D. Η έκφραση:  
 

P(x, y) dx + Q(x, y) dy 
 
είναι τέλειο (ή ολικό) διαφορικό αν υπάρχει συνάρτηση u(x, y), παραγωγίσιµη στην περιοχή D, 
τέτοια ώστε:  
 

     du = P(x, y) dx + Q(x, y) dy                                                    (1) 
 
    Αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη της u(x, y):  Γενικά, ισχύει ότι  
 

        
u u

du dx dy
x y

∂ ∂
= +

∂ ∂
                                                           (2) 

 
Συγκρίνοντας τις (1) και (2) και λαµβάνοντας υπόψη ότι τα διαφορικά dx και dy είναι ανεξάρτη-
τα µεταξύ τους, καταλήγουµε στο σύστηµα µερικών διαφορικών εξισώσεων (Μ∆Ε):  
 

( , ) , ( , )
u u

P x y Q x y
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
                                                   (3) 

 
Για να έχει το σύστηµα (3) λύση ως προς u (για να είναι, δηλαδή, ολοκληρώσιµο) θα πρέπει οι 
δύο εξισώσεις του να είναι συµβατές µεταξύ τους. Η συνθήκη συµβατότητας ή συνθήκη ολοκλη-
ρωσιµότητας του συστήµατος βρίσκεται ως εξής: Παραγωγίζουµε την πρώτη εξίσωση ως προς y, 
και τη δεύτερη ως προς x. Εξισώνοντας τις µεικτές παραγώγους τού u ως προς x και y, καταλή-
γουµε στη Μ∆Ε:  
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P Q

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                                 (4) 

 
Αν η (4) δεν ικανοποιείται, το σύστηµα (3) [ή, ισοδύναµα, η διαφορική σχέση (1)] δεν έχει λύση 
ως προς u, και η έκφραση  Pdx+Qdy  δεν είναι τέλειο διαφορικό.  
 

    Παράδειγµα:  ydx–xdy≠du,  διότι  P=y,  Q= –x,  και  ∂P/∂y=1  ενώ  ∂Q/∂x= –1.  

 
    Παρατήρηση: Η συνθήκη (4) είναι αναγκαία για την ύπαρξη λύσης u στο σύστηµα (3) ή, 

ισοδύναµα, στη διαφορική σχέση (1). Η συνθήκη αυτή θα είναι και ικανή αν η περιοχή D⊆R2 

είναι απλά συνεκτική (στην περιοχή αυτή, εξ υποθέσεως, οι συναρτήσεις P και Q είναι παραγω-
γίσιµες).  
 
    Παραδείγµατα:  
 
    1. Θεωρούµε τη διαφορική σχέση: du=ydx+xdy. Έχουµε: P=y, Q=x, έτσι ώστε 

∂P/∂y=∂Q/∂x=1. Επί πλέον, οι συναρτήσεις P και Q είναι παραγωγίσιµες παντού στο επίπεδο 

R2, που είναι απλά συνεκτικός χώρος. Άρα, πληρούνται οι προϋποθέσεις για την ύπαρξη του u. 

Οι σχέσεις (3) γράφονται: {∂u/∂x=y , ∂u/∂y=x}. Η πρώτη δίνει:  u=xy+C(y), όπου C αυθαίρετη 

συνάρτηση του y. Αντικαθιστώντας την έκφραση αυτή στη δεύτερη εξίσωση, βρίσκουµε: 
C΄(y)=0  ⇒  C=σταθερό.  Έτσι, τελικά,  u(x, y)=xy+C.  
 
    2. Θεωρούµε τη σχέση:  du=(x+ey)dx+(xey–2y)dy.  Οι συναρτήσεις  P=x+ey  και  Q=xey–2y  
είναι παραγωγίσιµες σε ολόκληρο το επίπεδο R2, που είναι απλά συνεκτικός χώρος. Επί πλέον,  

∂P/∂y=∂Q/∂x=ey. Οι σχέσεις (3) γράφονται: {∂u/∂x=x+ey , ∂u/∂y= xey–2y}. Από την πρώτη, 

παίρνουµε:  u=(x2/2)+xey+φ(y)  (µε αυθαίρετο φ). Αντικαθιστώντας στη δεύτερη σχέση, 
βρίσκουµε:  φ΄(y)= –2y  ⇒  φ(y)= –y2+C.  Έτσι, τελικά,  u(x, y)=(x2/2)+xey–y2+C.   
 

    Έστω, τώρα, µια περιοχή Ω⊆R3 του χώρου, ο οποίος έχει συντεταγµένες (x, y, z). Θεωρούµε 

τις συναρτήσεις P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z), παραγωγίσιµες σε κάθε σηµείο (x, y, z)∈Ω. Η 

έκφραση:  
 

P(x, y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz 
 
είναι τέλειο διαφορικό αν υπάρχει συνάρτηση u(x, y, z), παραγωγίσιµη στην περιοχή Ω, τέτοια 
ώστε:  
 

      du = P(x, y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz                                     (5)      
 

Ισοδύναµα, µια και  du=(∂u/∂x)dx+(∂u/∂y)dy+(∂u/∂z)dz,  το u θα είναι λύση του συστήµατος 

των Μ∆Ε:  
 

      ( , , ) , ( , , ) , ( , , )
u u u

P x y z Q x y z R x y z
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
                              (6) 

 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 4 

Οι συνθήκες συµβατότητας (ολοκληρωσιµότητας) του συστήµατος (αναγκαίες συνθήκες για την 
ύπαρξη λύσης u) είναι:  
 

     , ,
P Q P R Q R

y x z x z y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                             (7) 

 
Οι συνθήκες (7) είναι και ικανές για την ύπαρξη λύσης, αν η περιοχή Ω, στην οποία οι συναρτή-
σεις P, Q, R είναι παραγωγίσιµες, είναι απλά συνεκτική.  
 
    Παράδειγµα: Θεωρούµε τη διαφορική σχέση:  du=(x+y+z)(dx+dy+dz),  µε  P=Q=R=x+y+z. 
Παρατηρούµε ότι οι συνθήκες (7) ικανοποιούνται, καθώς και ότι οι συναρτήσεις P, Q, R είναι 
παραγωγίσιµες σε όλο τον R3, που είναι απλά συνεκτικός χώρος. Άρα, η παραπάνω διαφορική 

σχέση δέχεται λύση ως προς u. Οι σχέσεις (6) γράφονται: {∂u/∂x=x+y+z , ∂u/∂y=x+y+z , 

∂u/∂z=x+y+z}. Η πρώτη σχέση δίνει:  u=(x2/2)+xy+xz+φ(y,z) (µε αυθαίρετο φ). Αντικαθιστώ-

ντας στη δεύτερη σχέση, βρίσκουµε: ∂φ/∂y=y+z ⇒ φ(y,z)=(y2/2)+yz+ψ(z) (αυθαίρετο ψ). 

Τέλος, κάνοντας τις αναγκαίες αντικαταστάσεις στην τρίτη σχέση, έχουµε: ψ΄(z)=z ⇒ 
ψ(z)=(z2/2)+C.  Τελικά,  u=(x2+y2+z2)/2 +xy+xz+yz+C.  
 
 
1.3  Επικαµπύλια Ολοκληρώµατα και Ανεξαρτησία ∆ιαδροµής  
 
Θεωρούµε το επίπεδο R2 µε συντεταγµένες (x, y). Έστω L µια προσανατολισµένη καµπύλη 
(διαδροµή) στο επίπεδο, η οποία έχει ως αρχικό σηµείο το A και ως τελικό σηµείο το B.  
 

x

y
L

A

B

•

•

 
 
Η καµπύλη L µπορεί να περιγραφεί από παραµετρικές εξισώσεις της µορφής:  
 

    { x=x(t) ,  y=y(t) }                                                            (1) 
 
Απαλείφοντας το t, καταλήγουµε σε µια σχέση (πεπλεγµένη συνάρτηση) της µορφής: F(x, y)=0, 
η οποία, σε µερικές περιπτώσεις, µπορεί να γραφεί ως συνάρτηση y=y(x).  
 
    Παράδειγµα: Θεωρούµε την παραµετρική καµπύλη:  
 

{ x = R cost ,   y = R sint }  ,    0 ≤ t ≤ π .  

 
Η φορά προσανατολισµού (διαγραφής) της καµπύλης εξαρτάται από το αν το t αυξάνει («αρι-
στερόστροφη») ή ελαττώνεται («δεξιόστροφη») µεταξύ των ορίων 0 και π.  
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x

y

t

RR−

 
 
Απαλείφοντας το t, έχουµε:  x2+y2–R2= 0  ⇒  y = (R2–x2)1/2.   
 
    ∆οθείσης µιας επίπεδης καµπύλης L από A ως B, θεωρούµε, τώρα, επικαµπύλιο ολοκλήρωµα 
της µορφής:  
 

     ( , ) ( , )L L
I P x y dx Q x y dy= +∫                                                      (2) 

 
Στην παραµετρική µορφή (1) της L, έχουµε:  dx=(dx/dt)dt=x΄(t)dt,  dy=ý (t)dt,  έτσι ώστε:  
 

      { }[ ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( )] ( )
B

A

t

L t
I P x t y t x t Q x t y t y t dt′ ′= +∫                                        (3) 

 
Στη µορφή y=y(x) της L, έχουµε ότι  dy=ý (x)dx  και  
 

        { }[ , ( )] [ , ( )] ( )
B

A

x

L x
I P x y x Q x y x y x dx′= +∫                                              (4) 

 
Γενικά, η τιµή του ολοκληρώµατος IL εξαρτάται από την καµπύλη διαδροµή L που συνδέει τα A 
και B.  
 

    Για κάθε διαδροµή L: A→B, µπορούµε να ορίσουµε τη διαδροµή –L: B→A, µε αντίθετη 

κατεύθυνση. Από τη σχέση (3) βλέπουµε ότι, αν ( )
B

A

t

L t
I dt= ∫ ⋯ , τότε ( )

A

B

t

L t
I dt− = ∫ ⋯ . Άρα,  

 
        I–L = – IL                                                                      (5) 

 
Αν τα ακραία σηµεία A και B µιας διαδροµής ταυτίζονται, έχουµε µια κλειστή καµπύλη C και, 
αντίστοιχα, ένα κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα IC , για το οποίο χρησιµοποιούµε το σύµβολο 

.
C∫�  Ισχύει, τότε, ότι:  

 

     ( ) ( )
C C−

= −∫ ∫⋯ ⋯� �                                                               (6) 

 
όπου η φορά διαγραφής τής –C είναι αντίθετη από αυτήν της C (π.χ., αν η C είναι αριστερό-
στροφη στο επίπεδο, η –C είναι δεξιόστροφη).  
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    Παράδειγµα: Η παραµετρική καµπύλη:  
 

{ x = R cost ,   y = R sint }  ,    0 ≤ t ≤ 2π 

 
παριστά κύκλο στο επίπεδο.  
 

x

y

t
R

 
 
Αν η αριστερόστροφη διαγραφή του κύκλου (όπου το t αυξάνει συνεχώς από 0 έως 2π) αντιστοι-
χεί στην καµπύλη C, τότε η δεξιόστροφη διαγραφή (µε το t συνεχώς ελαττούµενο από 2π ως 0) 
αντιστοιχεί στην καµπύλη –C.  
 

    Πρόταση: Αν 0
C

Pdx Qdy+ =∫�  για κάθε κλειστή καµπύλη C, τότε το επικαµπύλιο ολοκλή-

ρωµα 
L
Pdx Qdy+∫  είναι ανεξάρτητο του δρόµου L που συνδέει οποιαδήποτε δύο σηµεία A και 

B. Το αντίστροφο επίσης ισχύει.  
 
    Απόδειξη: Θεωρούµε δύο τυχαία σηµεία A και B του επιπέδου, καθώς και δύο τυχαίους 
δρόµους L1 και L2 που συνδέουν τα σηµεία αυτά.  
 

•

•A

B

1L

2L

 
 
Σχηµατίζουµε την κλειστή διαδροµή C=L1+(–L2), από το A στο B µέσω της πρώτης διαδροµής, 
και πίσω πάλι στο A µέσω της δεύτερης διαδροµής αλλά µε αντίθετη φορά. Έχουµε:  
 

1 2

1 2 1 2

0 0

0 .

C L L

L L L L

Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy

Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy

−
+ = ⇔ + + + = ⇔

+ − + = ⇔ + = +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

�
 

 
    Θεώρηµα 1: Έστω συναρτήσεις P(x, y) και Q(x, y), παραγωγίσιµες σε µια απλά συνεκτική 
περιοχή D του επιπέδου. Τότε, οι παρακάτω 4 προτάσεις είναι ισοδύναµες µεταξύ τους (αν 
ισχύει οποιαδήποτε από αυτές, τότε αυτόµατα ισχύουν και οι υπόλοιπες):  
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(α)  0
C

Pdx Qdy+ =∫� ,  για κάθε κλειστή διαδροµή C µέσα στην D.  

 

(β)  Το ολοκλήρωµα  
L
Pdx Qdy+∫   είναι ανεξάρτητο της καµπύλης διαδροµής L που συνδέει 

δύο σταθερά σηµεία A και B της D.  
 
(γ)  Η παράσταση  Pdx+Qdy  είναι τέλειο διαφορικό. ∆ηλαδή, υπάρχει συνάρτηση u(x, y) τέτοια 
ώστε:  

du = Pdx + Qdy    ⇔    ∂u/∂x = P ,   ∂u/∂y = Q . 

 
(δ)  Σε κάθε σηµείο τής D, ισχύει ότι:  

P Q

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 . 

 
    Παρατήρηση: Στην περίπτωση όπου η περιοχή D δεν είναι απλά συνεκτική, η συνθήκη (δ) 
δεν εξασφαλίζει την ισχύ των υπόλοιπων τριών συνθηκών. Εν τούτοις, οι (α), (β), (γ) εξακολου-
θούν να είναι ισοδύναµες µεταξύ τους, και κάθε µια συνεπάγεται και την (δ). Παρατηρούµε ότι η 
(δ) είναι η συνθήκη ολοκληρωσιµότητας για να ισχύει η (γ). (Θυµίζουµε ότι η συνθήκη αυτή είναι 
αναγκαία αλλά όχι και ικανή, στην περίπτωση όπου η περιοχή D στην οποία οι συναρτήσεις P 
και Q είναι παραγωγίσιµες, δεν είναι απλά συνεκτική.)  
 
    Παράδειγµα: Θεωρούµε τη διαφορική έκφραση:  
 

2 2

ydx xdy

x y
ω

− +
=

+
  . 

 
Εδώ,  P= –y/(x2+y2) ,  Q= x/(x2+y2) , και η συνθήκη (δ) ικανοποιείται (δείξτε το!). Παρατηρούµε 
ότι οι συναρτήσεις P και Q είναι παραγωγίσιµες παντού στο επίπεδο, εκτός από την αρχή Ο των 

αξόνων, όπου (x, y)≡(0,0). Τώρα, κάθε περιοχή D του επιπέδου, η οποία δεν περιλαµβάνει το 

σηµείο Ο (αριστερό διάγραµµα στο παρακάτω σχήµα), είναι απλά συνεκτική (εξηγήστε γιατί!). 
Μια κλειστή καµπύλη C µέσα στην D, τότε, δεν θα εµπεριέχει στο εσωτερικό της το Ο. Για µια 

τέτοια καµπύλη, ισχύει ότι  0
C

ω =∫�   και  ω=du ,  µε  u(x, y)=arctan(y/x). Μια καµπύλη C, 

όµως, που περικλείει το Ο (δεξί διάγραµµα) δεν µπορεί να ανήκει σε απλά συνεκτική περιοχή 

(γιατί;). Για µια τέτοια καµπύλη,  0
C

ω ≠∫� .  

 

x

y

•
O

D

                   

x

y

•
O

C
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    Ας πάµε τώρα σε επικαµπύλια ολοκληρώµατα στο χώρο. Έστω  L: {x=x(t) ,  y=y(t) ,  z=z(t)} 
µια παραµετρική καµπύλη από το σηµείο A ως το σηµείο B του R3. Έστω P(x, y, z), Q(x, y, z), 

R(x, y, z) συναρτήσεις παραγωγίσιµες στην περιοχή Ω⊆R3, στην οποία κείται η καµπύλη L. 

Θεωρούµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα:  
 

    ( , , ) ( , , ) ( , , )L L
I P x y z dx Q x y z dy R x y z dz= + +∫                                       (7) 

 
ή, αναλυτικά,  
 

  { }[ ( ), ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( ), ( )] ( )
B

A

t

L t
I dt P x t y t z t x t Q x t y t z t y t R x t y t z t z t′ ′ ′= + +∫             (8) 

 
    Θεώρηµα 2: Αν η περιοχή Ω είναι απλά συνεκτική, τότε οι παρακάτω 4 προτάσεις είναι 
ισοδύναµες µεταξύ τους:  
 

(α)  0
C

Pdx Qdy Rdz+ + =∫� ,  για κάθε κλειστή διαδροµή C µέσα στην Ω.  

 

(β)  Το ολοκλήρωµα  
L
Pdx Qdy Rdz+ +∫   είναι ανεξάρτητο της καµπύλης διαδροµής L που 

συνδέει δύο σταθερά σηµεία A και B της Ω.  
 
(γ)  Η παράσταση  Pdx+Qdy+Rdz  είναι τέλειο διαφορικό. ∆ηλαδή, υπάρχει συνάρτηση u(x, y, z) 
τέτοια ώστε:  

du = Pdx + Qdy + Rdz    ⇔    ∂u/∂x = P ,   ∂u/∂y = Q ,   ∂u/∂z = R . 

 
(δ)  Σε κάθε σηµείο τής Ω, ισχύει ότι:  
 

, ,
P Q P R Q R

y x z x z y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 . 

 
    Παρατήρηση: Όταν η περιοχή Ω δεν είναι απλά συνεκτική, η συνθήκη (δ) δεν εξασφαλίζει 
την ισχύ των υπόλοιπων τριών συνθηκών. Εν τούτοις, οι (α), (β), (γ) εξακολουθούν να είναι 
ισοδύναµες µεταξύ τους, και κάθε µια συνεπάγεται και την (δ). Παρατηρούµε ότι η (δ) είναι η 
συνθήκη ολοκληρωσιµότητας για να ισχύει η (γ). (Θυµίζουµε ότι η συνθήκη αυτή είναι αναγκαία 
αλλά όχι και ικανή, στην περίπτωση όπου η περιοχή Ω στην οποία οι συναρτήσεις P, Q και R 
είναι παραγωγίσιµες, δεν είναι απλά συνεκτική.)  
 
    Από την (γ) προκύπτει ότι, για κάθε ανοιχτή καµπύλη L µε όρια τα σταθερά σηµεία A και B,  
 

  ( ) ( ) ( , , ) ( , , )
B B

B B B A A AA A
Pdx Qdy Rdz du u B u A u x y z u x y z+ + = = − ≡ −∫ ∫                 (9) 

 
Προσέξτε, ειδικά, ότι τούτο επαληθεύει αυτόµατα την (β).  
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1.4  ∆ιανυσµατικά Πεδία Προερχόµενα από ∆υναµικό  
 

Έστω διανυσµατικό πεδίο σε µια περιοχή Ω⊆R3:  

 
ˆ ˆ ˆ( ) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y zA r P x y z u Q x y z u R x y z u= + +

� �
                                    (1) 

 
όπου r

�
 το διάνυσµα θέσης ενός σηµείου (x, y, z) της περιοχής, και ˆxu , ˆyu , ˆzu  τα µοναδιαία 

διανύσµατα στους άξονες x, y, z, αντίστοιχα. Οι συναρτήσεις P, Q, R είναι παραγωγίσιµες στην 

περιοχή Ω. Γράφουµε: ( , , )A P Q R≡
�

,  ( , , )r x y z≡
�

.  
 
    Λέµε ότι το πεδίο (1) προέρχεται από δυναµικό αν υπάρχει συνάρτηση u(x, y, z), τέτοια ώστε:  
 

   A u= ∇
� �

                                                                      (2) 
 
Αναλυόµενη σε συνιστώσες, η (2) γράφεται:  
 

   , ,
u u u

P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
                                                     (3) 

 
Η συνάρτηση u καλείται δυναµική συνάρτηση ή δυναµικό του πεδίου A

�

.  
 
    Αν ισχύει η (2), τότε,  
 

  0A u∇× = ∇×∇ =
�� � �

                                                             (4) 
 
∆ηλαδή, ένα πεδίο προερχόµενο από δυναµικό είναι αναγκαία αστρόβιλο. Η σχέση (4) γράφεται, 
σε συνιστώσες:  
 

   , ,
P Q P R Q R

y x z x z y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                                (5) 

 
Οι σχέσεις (5) είναι ακριβώς οι συνθήκες ολοκληρωσιµότητας για να έχει λύση το σύστηµα (3) 
[και, συνεπώς, η διανυσµατική σχέση (2)] ως προς u.  
 
    Η συνθήκη (4) είναι αναγκαία ώστε το πεδίο A

�

 να προέρχεται από δυναµικό. Είναι, όµως, και 
ικανή; ∆ηλαδή, ισχύει ότι ένα αστρόβιλο πεδίο προέρχεται από δυναµικό;  
 

    Πρόταση: Ένα αστρόβιλο πεδίο ( , , )A P Q R≡
�

 σε µια απλά συνεκτική περιοχή Ω, προέρχεται 
από δυναµικό.  
 
    Απόδειξη: Κατά την υπόθεση, το σύστηµα των Μ∆Ε (5) ικανοποιείται σε κάθε σηµείο µιας 
απλά συνεκτικής περιοχής. Έτσι, σύµφωνα µε όσα εκτέθηκαν σε προηγούµενες παραγράφους, η 
έκφραση  Pdx+Qdy+Rdz  είναι τέλειο διαφορικό. ∆ηλαδή, υπάρχει συνάρτηση u(x, y, z), τέτοια 
ώστε:  
 

      Pdx + Qdy + Rdz = du                                                         (6) 
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Λαµβάνοντας υπόψη την ανεξαρτησία των διαφορικών dx, dy, dz, οδηγούµαστε έτσι στις 
σχέσεις (3), και τελικά στην (2).  
 
    Το Θεώρηµα 2 της Παρ. 1.3 µπορεί νια διατυπωθεί στη «γλώσσα» των διανυσµατικών 
πεδίων, ως εξής:  
 

    Θεώρηµα: Έστω διανυσµατικό πεδίο ( , , )A P Q R≡
�

, όπου οι συναρτήσεις P, Q, R είναι 

παραγωγίσιµες σε µια απλά συνεκτική περιοχή Ω⊆R3. Έστω L µια ανοικτή καµπύλη, και C µια 

κλειστή καµπύλη, που κείνται εξ ολοκλήρου στην περιοχή Ω. Τότε, οι παρακάτω 4 προτάσεις 
είναι ισοδύναµες µεταξύ τους:  
 

(α)  0
C C

A dr Pdx Qdy Rdz⋅ ≡ + + =∫ ∫
����

� � .  

 

(β)  Το ολοκλήρωµα  
L L

A dr Pdx Qdy Rdz⋅ ≡ + +∫ ∫
����

   είναι ανεξάρτητο της καµπύλης διαδροµής 

L που συνδέει δύο σταθερά σηµεία τής Ω.  
 

(γ)  Υπάρχει συνάρτηση u(x, y, z) τέτοια ώστε, σε κάθε σηµείο τής Ω, να ισχύει: A u= ∇
� �

.  
 

(δ)  Σε κάθε σηµείο τής Ω, ισχύει ότι  0A∇× =
��

  (δηλαδή, το πεδίο A
�

 είναι αστρόβιλο).  
 
    Παρατηρήσεις:  
 

    1. Από την (γ), έχουµε:  A dr u d r du⋅ = ∇ ⋅ =
��� ���� �

.  Έτσι, αν L είναι µια καµπύλη διαδροµή µε 
οριακά σηµεία b και c,  
 

( ) ( )
c

L b
A dr du u c u b⋅ = = −∫ ∫
����

    (ανεξάρτητο της διαδροµής  b → c) . 

 
    2. Έστω ότι η περιοχή Ω, στην οποία ισχύει η συνθήκη (δ), είναι απλά συνεκτική. Τότε, για 
κάθε κλειστή καµπύλη C στην Ω, υπάρχει ανοιχτή επιφάνεια S µε όριο την C.  
 

S

C

da
���

da

dr
���

 
 
Από το θεώρηµα του Stokes, τότε, έχουµε:  
 

( ) 0
C S

A dr A da⋅ = ∇× ⋅ =∫ ∫
��� ���� ��

�  . 

 
    3. Όταν η περιοχή Ω δεν είναι απλά συνεκτική, η συνθήκη (δ) δεν εξασφαλίζει την ισχύ των 
υπόλοιπων τριών συνθηκών. Εν τούτοις, οι τρεις πρώτες συνθήκες εξακολουθούν να είναι 
ισοδύναµες µεταξύ τους, και κάθε µια συνεπάγεται και την (δ).  
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1.5  Συντηρητικά Πεδία ∆υνάµεων  
 
Στη Φυσική, ένα στατικό (χρονικά αµετάβλητο) πεδίο δυνάµεων ( )F r

� �
 καλείται συντηρητικό 

όταν το παραγόµενο έργο WAB κατά τη µετακίνηση ενός υποθέµατος από ένα σηµείο Α σε ένα 
άλλο σηµείο Β του πεδίου, είναι ανεξάρτητο της διαδροµής που συνδέει τα δύο σηµεία. 
Ισοδύναµα, το έργο κατά την κίνηση του υποθέµατος πάνω σε µια κλειστή τροχιά C είναι µηδέν:  
 

B

AB A
W F dr= ⋅∫

����
  ανεξάρτητο του δρόµου      ⇔      0

C
F dr⋅ =∫
����

�                           (1) 

 
    Έστω S µια ανοιχτή επιφάνεια µέσα στο πεδίο, η οποία έχει σαν όριο την κλειστή τροχιά C 
(βλ. σχήµα στην Παρ. 1.4). Από το θεώρηµα του Stokes και την (1), έχουµε ότι:  
 

( ) 0
C S

F dr F da⋅ = ∇× ⋅ =∫ ∫
��� ���� � �

�  . 

 
Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε ανοιχτή επιφάνεια που έχει σαν όριο την καµπύλη C. Άρα, θα 
πρέπει:  
 

0F∇× =
� �

                                                                  (2) 
 
∆ηλαδή, ένα συντηρητικό πεδίο δυνάµεων είναι αστρόβιλο. (Η ισχύς του αντιστρόφου προϋποθέ-
τει ότι η περιοχή του χώρου στην οποία ορίζεται το πεδίο, είναι απλά συνεκτική.)  
 
    Από την (1) επίσης προκύπτει (σύµφωνα µε το Θεώρηµα της Παρ. 1.4) ότι υπάρχει κάποια 
συνάρτηση τέτοια ώστε το ( )F r

� �
 να είναι το grad της συνάρτησης αυτής. Γράφουµε:  

 

F U= −∇
� �

                                                                  (3) 
 
Η συνάρτηση ( ) ( , , )U r U x y z=

�
 καλείται δυναµική ενέργεια του υποθέµατος στο σηµείο 

( , , )r x y z≡
�

 του πεδίου. [Το αρνητικό πρόσηµο στην (3) είναι θέµα σύµβασης και δεν έχει 
ιδιαίτερη φυσική σηµασία. Θα µπορούσαµε να το εξαλείψουµε θέτοντας –U στη θέση τού U. 
Προσέξτε, επίσης, ότι η U είναι αυθαίρετη κατά µία προσθετική σταθερά, αφού οι U και (U+c) 
αντιστοιχούν στην ίδια δύναµη F

�
 στην (3).]  

 
    Το έργο WAB γράφεται:  
 

( )
B B B

AB A A A
W F dr U dr dU= ⋅ = − ∇ ⋅ = − ⇒∫ ∫ ∫

��� ���� �
 

 
( ) ( )AB A B A BW U r U r U U= − ≡ −
� �

                                                (4) 

 
Τώρα, από το Θεώρηµα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας,  
 

WAB = Ek,B – Ek,A                                                             (5) 
 
όπου  Ek=mv2/2  η κινητική ενέργεια του υποθέµατος (m και v είναι η µάζα και το µέτρο της 
ταχύτητάς του, αντίστοιχα). Συνδυάζοντας τις (4) και (5), έχουµε ότι:  
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Ek,A +UA = Ek,B +UB                                                           (6) 
 
Το άθροισµα  E=Ek+U   παριστά την ολική µηχανική ενέργεια του υποθέµατος. Η σχέση (6), 
τότε, εκφράζει την αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας: Σε ένα συντηρητικό πεδίο δυνάµε-
ων, η ολική µηχανική ενέργεια ενός υποθέµατος µένει σταθερή κατά την κίνηση του υποθέµατος 
µέσα στο πεδίο.  
 
    Παράδειγµα: Θεωρούµε το ηλεκτροστατικό πεδίο Coulomb που παράγεται από σηµειακό 
φορτίο Q σταθερά τοποθετηµένο στην αρχή O του συστήµατος συντεταγµένων µας. Έστω q ένα 
δοκιµαστικό φορτίο σε σηµείο του πεδίου µε διάνυσµα θέσης ˆr r r=

�
, όπου r η απόσταση του q 

από το O, και r̂  το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του r
�

 [στο πρόβληµα αυτό, είναι 
βολικό να χρησιµοποιήσουµε σφαιρικές συντεταγµένες (r, θ, φ)].  
 

•

a b

r
�

q

r̂ar
�

br
�

dr
���

•

O  
 
Η δύναµη που δέχεται από το πεδίο το q, στη στιγµιαία θέση r

�
, είναι:  

 

2
ˆ

kqQ
F r

r
=
�

 

 
(όπου k µια σταθερά που εξαρτάται από το σύστηµα µονάδων). Όπως µπορεί να δειχθεί, 

0F∇× =
� �

. ∆ηλαδή, το πεδίο δυνάµεων F
�

 είναι αστρόβιλο. Το πεδίο αυτό ορίζεται σε µια απλά 
συνεκτική περιοχή του χώρου (ολόκληρος ο χώρος, µείον το µοναδικό σηµείο O όπου βρίσκεται 
το σηµειακό φορτίο Q, στο οποίο οφείλεται το ηλεκτροστατικό πεδίο). Έτσι, το θεωρούµενο 
αστρόβιλο πεδίο δυνάµεων θα είναι και συντηρητικό. Πράγµατι, ας θέσουµε: F(r)=kqQ/r2, και ας 
γράψουµε:  
 

( ) ( )
ˆ( )

F r F r
F F r r r F d r r d r

r r
= = ⇒ ⋅ = ⋅

��� ���� �� �
  . 

 
Αλλά,  
 

21 1
( ) ( )

2 2
r d r d r r d r r d r⋅ = ⋅ = =
���� � �

 , 

 

έτσι ώστε ( )F dr F r d r⋅ =
����

. Το παραγόµενο έργο, τότε, κατά τη µετακίνηση του q από το 
σηµείο a στο σηµείο b του πεδίου, είναι:  
 

1 1
( )

b b

ab a a
a b

W F dr F r d r kqQ
r r

 
= ⋅ = = − 

 
∫ ∫

����
 . 
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Η έκφραση αυτή µας επιτρέπει να ορίσουµε τη δυναµική ενέργεια U(r) του q στο θεωρούµενο 
σηµείο του πεδίου, τέτοια ώστε Wab=Ua –Ub . Όπως είναι εύκολο να δούµε,  
 

( ) ( )
kqQ

U r ΄
r

σταθερα= +  . 

 
Παρατηρούµε ότι  
 

2
ˆ ˆ

U kqQ
U r r F

r r

∂
−∇ = − = =

∂

� �
. 

 
Η ολική µηχανική ενέργεια του φορτίου q µένει σταθερή κατά την κίνηση του φορτίου µέσα στο 
πεδίο, και ισούται µε:   
 

E = Ek+U(r) = mv2/2 + kqQ/r = σταθ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΟΤΗΤΑ ΣΤΟ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 
 
 

2.1  Αναλυτικές Συναρτήσεις  
 
Θεωρούµε µιγαδικές συναρτήσεις της µορφής:  
 

w = f (z) = u (x, y) + i v (x, y)                                                   (1) 
 

όπου  z=x+iy ≡ (x, y)  ένα σηµείο του µιγαδικού επιπέδου. Έστω ∆z µια µεταβολή τού z, και 

έστω  ∆w=f (z+∆z) – f (z)  η αντίστοιχη µεταβολή της τιµής τής  f (z). Θα λέµε ότι η συνάρτηση 
(1) είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο z, αν µπορούµε να γράψουµε:  
 

   
0

( ) ( , ) lim ( , ) 0
z

w
f z z z z z

z
ε µε ε

∆ →

∆
′= + ∆ ∆ =

∆
                                     (2) 

 
Η συνάρτηση, τότε,  
 

  
0 0

( ) ( )
( ) lim lim

z z

w f z z f z
f z

z z∆ → ∆ →

∆ + ∆ −
′ = =

∆ ∆
                                          (3) 

 
καλείται παράγωγος της f (z) στο σηµείο z. Αυτονόητα, για να είναι η f (z) παραγωγίσιµη στο z, 
θα πρέπει καταρχήν να ορίζεται στο σηµείο αυτό. Σηµειώνουµε, επίσης, ότι µια συνάρτηση 
παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο z0, είναι αναγκαία συνεχής στο z0 (το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα). 
∆ηλαδή, 

0
0lim ( ) ( )

z z
f z f z

→
=  (υπό την προϋπόθεση ότι το όριο υπάρχει).  

 
    Μια συνάρτηση f (z) παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο µιας περιοχής G του µιγαδικού επιπέδου, 
λέγεται αναλυτική (ή ολόµορφη) στην περιοχή G. Κριτήριο αναλυτικότητας είναι ένα ζεύγος 
µερικών διαφορικών εξισώσεων (Μ∆Ε) που ονοµάζονται σχέσεις Cauchy-Riemann.  
 
    Θεώρηµα: Έστω µιγαδική συνάρτηση f (z) της µορφής (1), ορισµένη και συνεχής σε κάθε 

σηµείο  z ≡ (x, y)  µιας περιοχής G του µιγαδικού επιπέδου. Οι πραγµατικές συναρτήσεις u(x,y) 

και v(x,y) είναι παραγωγίσιµες σε κάθε σηµείο της περιοχής και, επί πλέον, οι µερικές παράγω-
γοί τους ως προς x και y είναι συνεχείς συναρτήσεις στην G. Τότε, η συνάρτηση f (z) είναι 
αναλυτική στην περιοχή G αν και µόνο αν ικανοποιείται το ακόλουθο σύστηµα Μ∆Ε:  
 

,
u v u v

x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂
                                                       (4) 

 
    Είναι βολικό να εισαγάγουµε τον ακόλουθο συµβολισµό για τις µερικές παραγώγους:  
 

2 2 2

2 2
, , , ,x y xx yy xyx y x yx y

φ φ φ φ φ
φ φ φ φ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
≡ ≡ ≡ ≡ ≡

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
   (κλπ) . 
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Με αυτό το συµβολισµό, οι σχέσεις (4) γράφονται:  
 

     ux = vy   ,      uy = – vx                                                       (4́ ) 
 
Η παράγωγος της συνάρτησης (1) µπορεί τώρα να εκφραστεί στις ακόλουθες εναλλακτικές 
µορφές:  
 

   f ΄(z) = ux+ivx = vy – iuy = ux – iuy = vy+ivx                                        (5) 
 
    Παρατηρήσεις:  
 
    1. Οι σχέσεις (4) µας επιτρέπουν να βρούµε το v όταν γνωρίζουµε το u. Ας θέσουµε: ux=P, 
uy=Q,  έτσι ώστε {vx=  – Q , vy=P}. Η συνθήκη ολοκληρωσιµότητας (συµβατότητας) του συστή-

µατος για την ύπαρξη λύσης v, για δοσµένο u, είναι:  ∂P/∂x = – ∂Q/∂y  ⇒  uxx+uyy=  0.  Όµοια, 

η συνθήκη ολοκληρωσιµότητας του συστήµατος (4) για την ύπαρξη λύσης u, για δοσµένο v, 
είναι:  vxx+vyy=  0.  Παρατηρούµε ότι τόσο το πραγµατικό, όσο και το φανταστικό µέρος µιας 
αναλυτικής συνάρτησης, είναι αρµονικές συναρτήσεις, δηλαδή, ικανοποιούν τη διαφορική 
εξίσωση του Laplace:  
 

       Φxx + Φyy = 0                                                                (6) 
 
Αρµονικές συναρτήσεις που συνδέονται µεταξύ τους µέσω των σχέσεων (4), καλούνται συζυγείς 
αρµονικές (η µία ως προς την άλλη).  
 
    2. Έστω  z*=x–iy  ο µιγαδικός συζυγής τού  z=x+iy. Τότε,  
 

    x = (z+z*) / 2   ,       y = (z–z*) / 2i                                                (7) 
 
Με χρήση των σχέσεων (7), µπορούµε να εκφράσουµε τις u(x,y) και v(x,y), άρα και το άθροισµα 
w=u+iv, σαν συναρτήσεις των z και z*. Οι πραγµατικές σχέσεις Cauchy-Riemann (4), τότε, 
γράφονται στη µορφή µιας µοναδικής µιγαδικής εξίσωσης:  
 

     ∂w / ∂z* = 0                                                                 (8) 

 
Μπορούµε να ερµηνεύσουµε αυτό το αποτέλεσµα ως εξής: Η αναλυτική συνάρτηση (1) είναι 
κυριολεκτικά µια συνάρτηση του z=x+iy, και όχι απλά µια οποιαδήποτε µιγαδική συνάρτηση δύο 
πραγµατικών µεταβλητών x και y !  
 
    Παραδείγµατα:  
 
    1. Ζητούµε µια αναλυτική συνάρτηση  w=u+iv  της µορφής (1), µε δεδοµένο ότι  v(x,y)=xy.  
 
    Λύση: Καταρχήν, παρατηρούµε ότι η v ικανοποιεί την Μ∆Ε (6): vxx+vyy=0 (αρµονική 
συνάρτηση). Έτσι, πληρούται η συνθήκη ολοκληρωσιµότητας, ως προς u, του συστήµατος (4). 

Το σύστηµα αυτό γράφεται: {∂u/∂x=x ,  ∂u/∂y= –y}. Η πρώτη σχέση δίνει:  u=x2/2+φ(y). Από 

τη δεύτερη, τότε, παίρνουµε:  φ΄(y)= –y  ⇒  φ(y)= –y2/2+C, έτσι ώστε  u=(x2–y2)/2+C. Τελικά 
(θέτοντας C=0), έχουµε:  w=u+iv= (x2–y2)/2+ixy. [Άσκηση: Κάνοντας χρήση των σχέσεων (7), 
δείξτε ότι:  w=f (z)=  z

2/2 , επαληθεύοντας τη συνθήκη (8).]  
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    2. Θεωρούµε τη συνάρτηση:  w=f (z)=  |z|2.  Αυτή ορίζεται σε ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο, 
και ισχύει ότι: u(x,y)=x2+y2 , v(x,y)=0. Όπως είναι εύκολο να δούµε, οι σχέσεις Cauchy-

Riemann (4) δεν ικανοποιούνται, µε εξαίρεση το µοναδικό σηµείο z=0 όπου (x,y)≡(0,0). 

Εναλλακτικά, µπορούµε να γράψουµε:  w=zz*,  έτσι ώστε  ∂w/∂z*=z ≠0 (εκτός από το 

µοναδικό σηµείο z=0). Συµπεραίνουµε ότι η δοσµένη συνάρτηση δεν είναι αναλυτική στο 
µιγαδικό επίπεδο.  
 
 
2.2  Ολοκληρώµατα Μιγαδικών Συναρτήσεων  
 
Έστω L µια προσανατολισµένη καµπύλη στο µιγαδικό επίπεδο, του οποίου τα σηµεία παρίστα-
νται ως:  z=x+iy ≡ (x, y).  
 

x

y
L

A

B

•

•

 
 
Τα σηµεία z της L προσδιορίζονται από κάποια παραµετρική σχέση της µορφής:  
 

z = λ(t) = x(t) + i y(t)   ,      α ≤ t ≤ β                                             (1) 

 
Καθώς το t αυξάνει από α ως β, η καµπύλη L διαγράφεται από το A προς το B, ενώ η αντίθετή 
της, –L, διαγράφεται από το B προς το A, µε το t ελαττούµενο από β ως α.  
 

    Θεωρούµε, τώρα, ολοκληρώµατα της µορφής: ( )
L

f z dz∫ , όπου f (z) µια µιγαδική συνάρτηση. 

Έχουµε:  dz=λ΄(t) dt ,  και  
 

   ( ) [ ( )] ( )
L

f z dz f t t dt
β

α
λ λ′=∫ ∫                                                  (2) 

 

Επίσης,  ( ) ( ) ( )
L

f z dz dt dt
α β

β α−
= = − ⇒∫ ∫ ∫⋯ ⋯    

 

   ( ) ( )
L L

f z dz f z dz
−

= −∫ ∫                                                     (3) 

 
    Για κάθε κλειστή καµπύλη C, θεωρούµε συµβατικά ότι είναι θετικά προσανατολισµένη αν 
διαγράφεται αριστερόστροφα. Τότε, η αντίθετη καµπύλη –C είναι αρνητικά προσανατολισµένη, 
δηλαδή, δεξιόστροφη. Επί πλέον,  
 

    ( ) ( )
C C

f z dz f z dz
−

= −∫ ∫� �                                                    (4) 
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    Παραδείγµατα:  
 

    1. Θέλουµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα: 
| |z a

dz
I

z aρ− =

=
−∫�  , όπου ο κύκλος |z–a|=ρ  

διαγράφεται (α) αριστερόστροφα, (β) δεξιόστροφα.  
 

(α) Ο κύκλος  |z–a|=ρ  περιγράφεται παραµετρικά µε τη σχέση:  z=a+ρeit ,  0≤ t ≤ 2π. Τότε,   

dz =  (a+ρeit )΄dt = i ρe
it dt , και, ολοκληρώνοντας από 0 ως 2π (για αριστερόστροφη διαγραφή), 

έχουµε:  
 

2 2

0 0

it

it

i e dt
I i dt

e

π πρ
ρ

= = ⇒∫ ∫    
| |

2
z a

dz
i

z aρ

π
− =

=
−∫�   . 

 

(β) Για δεξιόστροφη διαγραφή του κύκλου  |z–a|=ρ , γράφουµε και πάλι:  z=a+ρeit  (0≤ t ≤ 2π). 

Τούτη τη φορά, ολοκληρώνουµε από 2π ως 0. Τότε, 
0

2
2I i dt i

π
π= = −∫ . Εναλλακτικά, 

γράφουµε:  z=a+ρe–it  (0≤ t ≤ 2π)  και ολοκληρώνουµε από 0 ως 2π, µε το ίδιο αποτέλεσµα.  

 

    2. Ζητούµε το ολοκλήρωµα: 
2

| | ( )z a

dz
I

z aρ− =

=
−∫�  , όπου ο κύκλος  |z–a|=ρ  διαγράφεται 

αριστερόστροφα. Γράφουµε:  z=a+ρeit  (0≤ t ≤ 2π), οπότε:  

 
2 2

2 20 0
0

it
it

it

i e dt i
I e dt

e

π πρ
ρρ

−= = =∫ ∫  . 

 
Γενικά, για  k =  0, ±1, ±2, … ,  και για έναν θετικά προσανατολισµένο (αριστερόστροφο) κύκλο  
|z–a|=ρ ,  έχουµε ότι:  
 

    
| |

2 , 1

0 , 1( )k
z a

i kdz

kz aρ

π αν
αν

− =

=
= 

≠− 
∫�                                              (5) 

 
 
2.3  Μερικά Βασικά Θεωρήµατα  
 
Παραθέτουµε, τώρα, µερικά σηµαντικά θεωρήµατα που αφορούν τις αναλυτικές συναρτήσεις:  
 
    Θεώρηµα 1 (Cauchy-Goursat): Έστω ότι η συνάρτηση  f (z)=u (x, y)+i  v (x, y)  είναι αναλυτι-
κή σε µια απλά συνεκτική περιοχή G του µιγαδικού επιπέδου. Τότε, για οποιαδήποτε κλειστή 
καµπύλη C στην G, ισχύει ότι:  
 

( ) 0
C

f z dz=∫�                                                             (1) 
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    Απόδειξη: Γράφουµε:  dz=dx+i dy ,  έτσι ώστε  
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
C C C

f z dz udx vdy i vdx udy

f z dz udx vdy i vdx udy

= − + + ⇒

= − + +∫ ∫ ∫� � �
 

 
Τώρα, αφού η  f (z) είναι αναλυτική στην G, θα ισχύουν οι σχέσεις Cauchy-Riemann στην 
περιοχή αυτή. Επί πλέον, επειδή η G είναι απλά συνεκτική, πληρούνται οι προϋποθέσεις του 
Θεωρήµατος 1 της Παρ. 1.3. Έτσι, έχουµε:  
 

( ) ( ) 0

0

y x C

y x C

u v udx v dy

v u vdx udy

= − ⇔ + − =

= ⇔ + =

∫
∫
�

�

  

 
πράγµα που επαληθεύει την (1).  
 
    Πόρισµα: Σε µια απλά συνεκτική περιοχή G, το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα µιας αναλυτικής 
συνάρτησης  f (z) είναι ανεξάρτητο του δρόµου που συνδέει δύο δοσµένα σηµεία A και B.  
 

•

•A

B

1L

2L

 
 
    Απόδειξη: Όπως στην Παρ. 1.3, θεωρούµε τον κλειστό δρόµο C=L1+(–L2). Από τη σχέση (1), 
τότε, έχουµε:  
 

1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) 0 ( ) ( ) .

C L L

L L L L

f z dz f z dz f z dz

f z dz f z dz f z dz f z dz

−
= + = ⇔

− = ⇔ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

�
 

 
    Υποθέτουµε, τώρα, ότι η συνάρτηση  f (z) είναι αναλυτική σε µια περιοχή G του µιγαδικού 
επιπέδου, η οποία δεν είναι απλά συνεκτική.  
 

G

 
 
(Π.χ., η περιοχή G του παραπάνω σχήµατος είναι διπλά συνεκτική.) Έστω C µια κλειστή 
καµπύλη στην περιοχή αυτή. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:  
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    (α) Η καµπύλη C δεν περικλείει, ούτε διέρχεται από, σηµεία που δεν ανήκουν στην G. Τότε, η 
C οριοθετεί µια απλά συνεκτική υποπεριοχή τής G, στην οποία ισχύουν οι προϋποθέσεις του 

Θεωρήµατος Cauchy-Goursat. Έτσι, ( ) 0
C

f z dz=∫� .  

 
    (β) Η καµπύλη C περικλείει, ή διέρχεται από, σηµεία που δεν ανήκουν στην G. Τότε, η C δεν 
µπορεί να ανήκει σε κάποια απλά συνεκτική υποπεριοχή τής G, και οι προϋποθέσεις του 
Θεωρήµατος 1 δεν πληρούνται. Στην περίπτωση αυτή, η ισχύς της σχέσης (1) δεν είναι δεδοµέ-
νη.  
 
    Παράδειγµα: Έστω G το µιγαδικό επίπεδο χωρίς την αρχή O των αξόνων του (το σηµείο 
z=0). Η συνάρτηση  f (z)=1/z  είναι αναλυτική στην περιοχή αυτή. Έστω C ο κύκλος  |z|=ρ , µε 

κέντρο το O. Τότε, όπως είδαµε στην Παρ. 2.2, 2 ( 0)
C

dz
i

z
π= ≠∫� . Αντίθετα, 0

kC

dz

z
=∫�  για 

k≠1.  
 
    Θεώρηµα 2 (της σύνθετης διαδροµής): Έστω πολλαπλά (π.χ., διπλά, τριπλά,...) συνεκτική 
περιοχή G του µιγαδικού επιπέδου, και έστω Γ κλειστή καµπύλη µέσα στην G. Έστω γ1 , γ2 ,..., γn 
κλειστές καµπύλες στο εσωτερικό τής Γ (αλλά εξωτερικά η µία ως προς την άλλη) τέτοιες ώστε 
η περιοχή D ανάµεσα στις γk και την Γ να ανήκει εξ ολοκλήρου στην G. Τότε, για κάθε συνάρ-
τηση  f (z) αναλυτική στην G,  
 

1 21

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i n

n

i

f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz
γ γ γ γΓ

=

= = + + +∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫⋯� � � � �                 (2) 

 
όπου όλες οι καµπύλες Γ, γ1 ,..., γn , διαγράφονται κατά την ίδια φορά (π.χ., αριστερόστροφα).  
 

G

Γ

D

1γ

2γ

nγ

 
 
    Άσκηση: Να δειχθεί ότι:  
 

2
dz

i
z

π
Γ

=∫�  

 
όπου Γ οποιαδήποτε θετικά προσανατολισµένη, κλειστή καµπύλη που περικλείει την αρχή O 
(z=0) του µιγαδικού επιπέδου. (Υπόδειξη: Θεωρήστε έναν κύκλο  γ : |z|=ρ , µε κέντρο το O, ο 
οποίος κείται στο εσωτερικό της καµπύλης Γ.)  
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    Θεώρηµα 3 (ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy): Έστω συνάρτηση  f (z), αναλυτική σε µια 
περιοχή G. Έστω C κλειστή καµπύλη µέσα στην G, τέτοια ώστε το εσωτερικό D της C να ανήκει 
εξ ολοκλήρου στην G. Έστω σηµείο  z0∈D. Τότε,  
 

0
0

1 ( )
( )

2 C

f z dz
f z

i z zπ
=

−∫�                                                       (3) 

 
όπου η C διαγράφεται κατά τη θετική φορά (δηλαδή, αριστερόστροφα).  
 

G

D

0z•

C

 
 
    Παρατηρήσεις:  
 
    1. Η τιµή του ολοκληρώµατος στην (3) είναι ανεξάρτητη της επιλογής της καµπύλης C η 
οποία περικλείει το z0 και ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος. (Τούτο προκύπτει από 
το θεώρηµα της σύνθετης διαδροµής για n=1.)  
 
    2. Πιο γενικά, θα µπορούσαµε να γράψουµε:  
 

0 0

00

( ) ,1 ( )
0 , ( )2 C

f z z Df z dz

z G Di z z

αν

ανπ

∈
= 

∈ −− 
∫�    . 

 
Πράγµατι: Αν  z0∈(G–D) (δηλαδή, z0∉D), τότε η συνάρτηση  f (z)/(z–z0) είναι αναλυτική παντού 
µέσα στην απλά συνεκτική περιοχή D, και ισχύει γι’ αυτήν το θεώρηµα Cauchy-Goursat.  
 
    Εφαρµογή: Θέτοντας  f (z)=1, και θεωρώντας µια θετικά προσανατολισµένη διαδροµή C 
γύρω από ένα σηµείο z0 , βρίσκουµε:  
 

0

2
C

dz
i

z z
π=

−∫�  . 

 
    Σηµείωση: Γενικότερα, για  k =  0, ±1, ±2, … ,  έχουµε ότι:  
 

0

2 , 1

0 , 1( )kC

i kdz

kz z

π αν
αν

=
= 

≠− 
∫�                                                 (4) 

 
όπου το σηµείο  z0  βρίσκεται στο εσωτερικό τής C.  
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    Θεώρηµα 4 (σειρά Laurent): Έστω συνάρτηση f (z), αναλυτική σε έναν δακτύλιο D:  
r < |z–z0| < R,  µε κέντρο το z0 . Έστω C θετικά προσανατολισµένη, κλειστή διαδροµή γύρω από 
το  z0  και µέσα στον δακτύλιο D.  
 

0z•

z•

D

C

R

r

 
 
Τότε, σε κάθε σηµείο z∈D, η  f (z) παρίσταται στη µορφή συγκλίνουσας σειράς:  
 

0( ) ( )n
n

n

f z a z z
+∞

=−∞

= −∑                                                       (5) 

 
όπου οι συντελεστές an δίνονται από την έκφραση:  
 

1
0

1 ( )

2 ( )
n nC

f z dz
a

i z zπ +=
−∫�                                                       (6) 

 
και όπου η τιµή του ολοκληρώµατος στην (6) είναι ανεξάρτητη από την εκλογή της καµπύλης C.  
 
    Απόδειξη του τύπου των συντελεστών: ∆εχόµενοι ότι ισχύει η (5), έχουµε:  
 

1
01

0

1
01

0

( )
( )

( )

( )
( ) .

( )

n k
nk

n

n k
n n nkkC C

n n

f z
a z z

z z

f z dz
a z z dz a I

z z

− −
+

− −
+

= − ⇒
−

= − ≡
−

∑

∑ ∑∫ ∫� �

 

 
Αλλά, βάσει της (4),  
 

2 ,
2 ,

0 ,nk nk

i n k
I i

n k

π αν
π δ

αν
= 

= = 
≠ 

 

 
όπου δnk το «δέλτα του Kronecker», που παίρνει τις τιµές 1 και 0 για  n=k  και  n≠k, αντίστοιχα. 
Έτσι,  
 

1 1
0 0

( ) 1 ( )
2 2

2( ) ( )
n nk k kk kC C

n

f z dz f z dz
i a i a a

iz z z z
π δ π

π+ += = ⇒ =
− −

∑∫ ∫� �   .  
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    Παρατήρηση: Ο δακτύλιος  D:  r < |z–z0| < R,  µπορεί να είναι:  
 

• η περιοχή ανάµεσα σε δύο οµόκεντρους κύκλους  (0 < r < R) ,  

• ένας κύκλος που έχει αφαιρεθεί το κέντρο του  (r= 0,  R >0) ,  

• το εξωτερικό ενός κύκλου  (r >0,  R=∞) ,  

• ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο χωρίς το σηµείο z0  (r= 0,  R=∞) .  
 
 
2.4  Παράγουσα και Αόριστο Ολοκλήρωµα Αναλυτικής Συνάρτησης  
 
Έστω z0 και z σηµεία µιας απλά συνεκτικής περιοχής G του µιγαδικού επιπέδου. Θεωρούµε το z0 
σταθερό, ενώ το z µπορεί να µεταβάλλεται. Σύµφωνα µε το θεώρηµα Cauchy-Goursat, το 
επικαµπύλιο ολοκλήρωµα από z0 ως z, µιας συνάρτησης f (z) αναλυτικής στην περιοχή G, 
εξαρτάται µόνο από τα δύο ακριανά σηµεία και όχι από την καµπύλη διαδροµή που τα συνδέει. 

Έτσι, για ένα τέτοιο ολοκλήρωµα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό: 
0

( )
z

z
f z dz′ ′∫  

ή, χάριν απλότητας, 
0

( )
z

z
f z dz∫ . Για µεταβλητό άνω όριο z, το ολοκλήρωµα αυτό είναι συνάρ-

τηση του άνω ορίου του. Γράφουµε:  
 

0

( ) ( )
z

z
f z dz I z=∫                                                           (1) 

 
    Όπως αποδεικνύεται, η I(z) είναι αναλυτική συνάρτηση και, επί πλέον, είναι παράγουσα της  
f (z):  I΄(z)= f (z) . Αναλυτικά,  
 

0

( ) ( ) ( )
z

z

d
I z f z dz f z

dz
′ = =∫                                                   (2) 

 
Μια τυχαία παράγουσα F(z) της  f (z)  [F΄(z)= f (z)]  ισούται µε:  F(z)=I (z)+C,  όπου C=F(z0) 
µια σταθερά [προσέξτε ότι I(z0)=0]. Παρατηρούµε ότι  I(z)=F(z) – F(z0)  ⇒  
 

0
0( ) ( ) ( )

z

z
f z dz F z F z= −∫                                                      (3) 

 
Γενικά, για δοσµένα z1 , z2 , και για τυχαία παράγουσα F(z) της  f (z), µπορούµε να γράψουµε:  
 

2

1
2 1( ) ( ) ( )

z

z
f z dz F z F z= −∫                                                     (4) 

 
    Τώρα, αν επιτρέψουµε και στο κάτω όριο z0 του ολοκληρώµατος στη σχέση (1) να µεταβάλ-
λεται, τότε η σχέση αυτή δίνει ένα άπειρο σύνολο παραγουσών τής  f (z), το οποίο καλείται 

αόριστο ολοκλήρωµα της f (z) και συµβολίζεται µε ( )f z dz∫ . Αν F(z) είναι οποιαδήποτε 

παράγουσα της  f (z), η (3) παίρνει τη µορφή [µε  –F(z0)=  C ]:  
 

{ }( ) ( ) / ( ) ( ) , .f z dz F z C F z f z C σταθ′= + = =∫ . 
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Απλουστεύοντας το συµβολισµό, γράφουµε:  
 

( ) ( )f z dz F z C= +∫                                                         (5) 

 
όπου το δεξί µέλος παριστά ένα άπειρο σύνολο συναρτήσεων.  
 
    Παραδείγµατα:  
 
    1. Η συνάρτηση  f (z)=z2  είναι αναλυτική σε ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο, και µία παρά-
γουσά της είναι η  F(z)=z3/3 . Έτσι,  
 

3
2

3

z
z dz C= +∫       και      2

1

1
(1 )

3

i
z dz i

−
= −∫  .  

 
    2. Η συνάρτηση  f (z)=1/z2  είναι παραγωγίσιµη παντού εκτός από την αρχή O του µιγαδικού 
επιπέδου, όπου  z=0. Μία παράγουσά της, για  z≠0, είναι η  F(z)= –1/z . Έτσι,  
 

2

1dz
C

zz
= − +∫      και      

2

1
2

1 2

1 1z

z

dz

z zz
= −∫    

 
(όπου η διαδροµή που συνδέει τα δύο σηµεία  z1≠0  και  z2≠0  δεν διέρχεται από το O).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

ΣΥΝΗΘΕΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 
 

3.1  Η Έννοια του Πρώτου Ολοκληρώµατος  
 
Μια συνήθης διαφορική εξίσωση (Σ∆Ε) συχνά επιλύεται ευκολότερα αν καταφέρουµε να βρούµε 
ένα πρώτο ολοκλήρωµα. Με πολύ απλά λόγια, τούτο είναι µια σχέση (αλγεβρική ή διαφορική) 
που µας λέει ότι κάποια µαθηµατική ποσότητα µένει σταθερή ως συνέπεια της δοσµένης Σ∆Ε. 
Αυτή η ποσότητα µπορεί να εµπεριέχει την εξαρτηµένη µεταβλητή y, την ανεξάρτητη µεταβλητή 
x, καθώς και παραγώγους  y(n)(x) ≡ d ny/dxn .  
 
    Στην περίπτωση που εµπεριέχονται παράγωγοι, το πρώτο ολοκλήρωµα οδηγεί σε µια Σ∆Ε 
κατώτερης τάξης από την αρχική. Έτσι, ένα πρώτο ολοκλήρωµα χρησιµεύει για τον υποβιβασµό 
της τάξης µιας Σ∆Ε. Αν η Σ∆Ε είναι πρώτης τάξεως, το πρώτο ολοκλήρωµα είναι µια αλγεβρική 
σχέση που δίνει απευθείας τη λύση. Γενικά, µια Σ∆Ε τάξεως n επιλύεται πλήρως αν καταφέρουµε 
να βρούµε n ανεξάρτητα πρώτα ολοκληρώµατα.  
 
    Στην Κλασική Μηχανική, η λύση ενός προβλήµατος περνάει συχνά µέσα από την επίλυση 
ενός συστήµατος Σ∆Ε δευτέρας τάξεως, το οποίο εκφράζει τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα. Με 
εξαίρεση κάποιες απλές περιπτώσεις, το σύστηµα αυτό είναι δυσεπίλυτο, και για το λόγο αυτό 
αναζητούµε όσο το δυνατόν περισσότερα πρώτα ολοκληρώµατα. Τούτα ονοµάζονται σταθερές 
της κινήσεως και εκφράζουν νόµους ή αρχές διατήρησης, όπως, π.χ., η διατήρηση της µηχανικής 
ενέργειας, της ορµής και της στροφορµής.  
 
 
3.2  Ακριβείς Εξισώσεις Πρώτης Τάξεως  
 

Έστω η Σ∆Ε:  
( , )

( , )

dy M x y

dx N x y
= −   (N≠0),  που γράφεται, πιο συµµετρικά,  

 
     M (x, y) dx + N (x, y) dy = 0                                                    (1) 

 
Η (1) ονοµάζεται ακριβής αν υπάρχει συνάρτηση  u (x, y), τέτοια ώστε:  
 

     M (x, y) dx + N (x, y) dy = du                                                   (2) 
 
(δηλαδή, η έκφραση  Mdx+Ndy  είναι τέλειο διαφορικό). Τότε, οι (1) και (2) δίνουν:  du=0  ⇒  
 

      u (x, y) = C                                                                 (3) 
 
Η (3) είναι µια αλγεβρική σχέση που συνδέει τα x και y και εµπεριέχει µια αυθαίρετη σταθερά. 
Άρα, µπορεί να θεωρηθεί ως η γενική λύση τής (1). Η σχέση (3) είναι ένα πρώτο ολοκλήρωµα 
της Σ∆Ε (1) και προσδιορίζει απευθείας τη λύση της.  
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    Σύµφωνα µε την (2), η συνάρτηση u ικανοποιεί το σύστηµα των µερικών διαφορικών 
εξισώσεων (Μ∆Ε) πρώτης τάξεως:  
 

     ( , ) , ( , )
u u

M x y N x y
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
                                                (4) 

 
Η συνθήκη ολοκληρωσιµότητας του συστήµατος (αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη λύσης u) 
είναι:  
 

    
M N

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                                 (5) 

 
Αν η (5) ισχύει σε όλα τα σηµεία µιας απλά συνεκτικής περιοχής D του επιπέδου xy, τότε η 
σχέση αυτή είναι και ικανή. ∆ηλαδή, µας εξασφαλίζει την ύπαρξη λύσης για το σύστηµα (4), ή, 
ισοδύναµα, τη διαφορική σχέση (2).  
 
    Η σταθερά C στη λύση (3) προσδιορίζεται από την αρχική συνθήκη του προβλήµατος: Αν η 
ειδική τιµή x=x0 αντιστοιχεί στην τιµή y=y0 , τότε, C=C0=u (x0 , y0).  Βρίσκουµε, έτσι, την ειδική 
λύση:  u (x, y)=C0 .  
 
    Παράδειγµα: Θεωρούµε την Σ∆Ε:  
 

(x+y+1) dx + (x–y2+3) dy = 0 ,   µε αρχική συνθήκη:  y=1  για  x=0 . 
 
Είναι:  M=x+y+ 1,  N=x–y2+3,  και  ∂M/∂y=∂N/∂x (=1), σε όλα τα σηµεία του επιπέδου xy. Το 
σύστηµα (4) γράφεται: {∂u/∂x=x+y+1, ∂u/∂y=x–y2+3}. Η πρώτη εξίσωση δίνει:  
u=x2/2+xy+x+φ(y),  ενώ από τη δεύτερη παίρνουµε:  φ΄(y)= –y2+3  ⇒  φ(y)= –y3/3+3y+C1 . 
Έτσι, u=x2/2–y3/3+xy+x+3y+C1 . Η γενική λύση (3) γράφεται: u(x,y)=C2 . Θέτοντας C2–C1≡C,  
έχουµε:  x2/2–y3/3+xy+x+3y=C (γενική λύση). Κάνοντας τις αντικαταστάσεις:  x=0  και  y=1 
(όπως ορίζει η αρχική συνθήκη), βρίσκουµε:  C=8/3  και  x2/2–y3/3+xy+x+3y=8/3 (ειδική 
λύση).  
 
 
3.3  Ολοκληρωτικός Παράγων  
 
Έστω ότι η Σ∆Ε:  
 

     M (x, y) dx + N (x, y) dy = 0                                                    (1) 
 
δεν είναι ακριβής [δηλαδή, το αριστερό µέλος δεν είναι ολικό διαφορικό κάποιας συνάρτησης 
u(x,y)]. Λέµε ότι η εξίσωση αυτή έχει ολοκληρωτικό παράγοντα µ(x,y) αν υπάρχει συνάρτηση 
µ(x,y), τέτοια ώστε η Σ∆Ε:  µ(Mdx+Ndy)=0  να είναι ακριβής, δηλαδή, η έκφραση  µ(Mdx+Ndy)  
να είναι ολικό διαφορικό µιας συνάρτησης u(x,y):  
 

µ (x, y) [M (x, y) dx + N (x, y) dy] = du                                            (2) 
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Τότε, η αρχική Σ∆Ε (1) ισοδυναµεί µε την εξίσωση  du=0   ⇒   
 

     u (x, y) = C                                                               (3) 
 
µε την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση µ(x,y) δεν µηδενίζεται, εκ ταυτότητος, όταν τα x και y 
συνδέονται µέσω της (3). Η σχέση (3) είναι ένα πρώτο ολοκλήρωµα της Σ∆Ε (1) και εκφράζει 
τη γενική λύση της.  
 
    Παράδειγµα: Η Σ∆Ε:  ydx–xdy=0  δεν είναι ακριβής, αφού  M=y,  N= –x,  και  ∂M/∂y=1, 

∂N/∂x= –1.  Όµως, η εξίσωση: 
2

1
( ) 0ydx xdy

y
− =  είναι ακριβής, αφού το αριστερό µέλος 

ισούται µε  d (x/y).  Έτσι,  d (x/y)=0  ⇒  y= Cx .  Η λύση είναι δεκτή, αφού ο ολοκληρωτικός 
παράγων  µ=1/y2  δεν µηδενίζεται, εκ ταυτότητος, για  y= Cx .  
 
 
3.4  ∆ιαφορικές Εξισώσεις Ανωτέρας Τάξεως  
 
Στην περίπτωση µιας Σ∆Ε ανωτέρας τάξεως, ένα πρώτο ολοκλήρωµα οδηγεί σε υποβιβασµό της 
τάξης της Σ∆Ε.  
 
    Έστω µια Σ∆Ε τάξεως n:  
 

    F [ x, y, y΄, y΄΄, ... , y(n) ] = 0                                                    (1) 
 
(όπου  y(n) ≡ d 

ny/dxn). Υποθέτουµε ότι το αριστερό µέλος τής (1) µπορεί να γραφεί ως παράγω-
γος κάποιας έκφρασης Φ, τάξεως (n–1):  
 

   ( ) ( 1)[ , , , , , ] [ , , , , ]n nd
F x y ý y΄΄ y x y ý y

dx
−= Φ⋯ ⋯                                    (2) 

 
Τότε, η (1) γράφεται:  dΦ/dx =0  ⇒   
 

    Φ [  x, y, y΄, ... , y(n–1) ] = C                                                     (3) 
 
Η σχέση (3) είναι ένα πρώτο ολοκλήρωµα της (1) και αποτελεί µια Σ∆Ε τάξεως (n–1).  
 
    Παράδειγµα: Για την Σ∆Ε δευτέρας τάξεως:  yý ΄+(y΄)2=0 , παρατηρούµε ότι το αριστερό 
µέλος ισούται µε  d (yý )/dx .  Έτσι, η δοσµένη εξίσωση δίνει:  yý =  C  (Σ∆Ε πρώτης τάξεως)  ⇒  
y2 = C1 x+C2 .  
 
    Μερικές φορές, το αριστερό µέλος τής (1) δεν είναι εξαρχής παράγωγος, αλλά µπορεί να γίνει 
αν πολλαπλασιαστεί µε κατάλληλο ολοκληρωτικό παράγοντα  µ [x, y, y΄, ... , y(n–1)]:  
 

( 1) ( ) ( 1)[ , , , , ] [ , , , , , ] [ , , , , ]n n nd
x y ý y F x y ý y΄΄ y x y ý y

dx
µ − −= Φ⋯ ⋯ ⋯                   (4) 

 
Τότε, και πάλι,  dΦ/dx =0,  και οδηγούµαστε σε ένα πρώτο ολοκλήρωµα της µορφής (3).  
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    Παράδειγµα: Έστω η Σ∆Ε:  yý ΄– (y΄)
2=0 . Πολλαπλασιάζοντας µε  µ=1/y2 , το αριστερό 

µέλος γίνεται:  (y΄/y)΄.  Έτσι, η δοσµένη εξίσωση γράφεται:  (y΄/y)΄=0  ⇒  y΄/y= C (Σ∆Ε πρώτης 
τάξεως)  ⇒  y= C1 e

Cx.   
 
 
3.5  Εφαρµογή: Νόµος του Νεύτωνα σε Μία ∆ιάσταση  
 
Σε αυτή την παράγραφο θα συµβολίζουµε την εξαρτηµένη µεταβλητή µε x, την ανεξάρτητη µε t, 

και τις παραγώγους µε /x dx dt=ɺ , 2 2/x d x dt=ɺɺ , κλπ.  
 
    Θεωρούµε την Σ∆Ε δευτέρας τάξεως:  
 

    ( )m x F x=ɺɺ                                                                (1) 
 
µε αρχικές συνθήκες:  x(t0)=x0 ,  v(t0)=v0 ,  όπου  v=dx/dt.  Από φυσική άποψη, η σχέση (1) 
εκφράζει τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα για ένα σωµατίδιο µάζας m, κινούµενο µε στιγµιαία 
ταχύτητα v(t) κατά µήκος του άξονα x, κάτω από την επίδραση µας δύναµης (σωστότερα, ενός 
πεδίου δυνάµεων) F(x). Επιλύοντας την (1), βρίσκουµε τη θέση x=x(t) του σωµατιδίου σαν 
συνάρτηση του χρόνου t.  
 
    Ορίζουµε µια βοηθητική συνάρτηση (δυναµική ενέργεια του σωµατιδίου) U(x), µε τη σχέση:  
 

  ( ) ( ) ( ) ( )
x d

U x F x dx F x U x
dx

′ ′= − ⇔ = −∫                                      (2) 

 
(µε αυθαίρετο κάτω όριο ολοκλήρωσης). Η συνάρτηση U ορίζεται πάντα σε µία διάσταση, 
πράγµα που δεν ισχύει σε περισσότερες διαστάσεις, αφού το αντίστοιχο ολοκλήρωµα µε αυτό 
στην (2) θα εξαρτάται, γενικά, από το δρόµο ολοκλήρωσης και δεν θα ορίζεται µονοσήµαντα (µε 
εξαίρεση την περίπτωση των συντηρητικών πεδίων, τα οποία µελετήσαµε στην Παρ. 1.5). 
Σηµειώνουµε, επίσης, ότι η συνάρτηση U εξαρτάται από το χρόνο t µέσω του x, και όχι απευθεί-
ας (∂U/∂t=0). ∆ηλαδή, η τιµή τής U µεταβάλλεται λόγω της κίνησης του σωµατιδίου πάνω στον 
άξονα x, ενώ, σε σταθερό σηµείο x, η U µένει χρονικά σταθερή.  
 
    Η (1), τώρα, γράφεται:  
 

0
dU

m x
dx

+ =ɺɺ  . 

 
Το αριστερό µέλος δεν είναι τέλεια παράγωγος ως προς t. Ας δοκιµάσουµε, όµως, τον ολοκλη-
ρωτικό παράγοντα xµ = ɺ :  
 

0 0
dU dU

x m x m x x x
dx dx

 + = ⇒ + = 
 
ɺ ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ  . 

 
Αλλά,  
 

21
( )

2

d
x x x

dt
=ɺ ɺɺ ɺ       και      

dU dU dx dU
x

dx dx dt dt
= =ɺ  . 
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Έτσι, έχουµε:   21
( ) 0

2

d
m x U x

dt
 + = ⇒  

ɺ  

 
2 21 1

( ) ( )
2 2

E m x U x mv U x ΄σταθερο≡ + = + =ɺ                                  (3) 

 
Η (3) εκφράζει την διατήρηση της µηχανικής ενέργειας του σωµατιδίου, που βλέπουµε ότι είναι 
άµεση συνέπεια του Νόµου του Νεύτωνα. [Σε περισσότερες διαστάσεις, η αρχή αυτή ισχύει 

µόνο στην περίπτωση όπου το πεδίο δυνάµεων ( )F r
� �

 είναι συντηρητικό (βλ. Παρ. 1.5).]  
 
    Η σχέση (3), που αποτελεί ένα πρώτο ολοκλήρωµα της Σ∆Ε (1), είναι Σ∆Ε πρώτης τάξεως και 
ολοκληρώνεται εύκολα. Έχουµε:  
 

2
2

[ ( )]
dx

E U x
dt m

 
= − 

 
 . 

 
Παίρνοντας την περίπτωση όπου  v=dx/dt >0,  γράφουµε:  
 

0 0

1/ 2

1/ 2

2
[ ( )]

{ }

x t

x t

dx dx
E U x dt

dt m
 = − ⇒ = 
  ∫ ∫

⋯
 

 
(όπου λάβαµε υπόψη ότι  x=x0  για  t=t0 ). Τελικά,  
 

0
01/ 2

2
[ ( )]

x

x

dx
t t

E U x
m

= −
 − 
 

∫                                                 (4) 

 
    Σηµείωση: Η σχέση (4) ισχύει, όπως είδαµε, µε την υπόθεση ότι v>0. Για v<0, θα πρέπει να 
θέσουµε  –dx  στη θέση τού  dx  στο αριστερό µέλος. Γενικά, σε περιπτώσεις όπου η ταχύτητα v 
είναι θετική σε κάποια τµήµατα της κίνησης και αρνητική σε κάποια άλλα, µπορεί να είναι 
αναγκαίο να εκτελέσουµε την ολοκλήρωση χωριστά για κάθε τµήµα της κίνησης!  
 
    Η (4) αποτελεί ειδική λύση τής (1) για τις δοσµένες αρχικές συνθήκες. Θέτοντας  x=x0  και  
v=v0  στην (3), και λαµβάνοντας υπόψη ότι το E είναι σταθερό (ίδιο για όλες τις χρονικές 
στιγµές t), µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή της σταθεράς E που εµπεριέχεται στη λύση (4):  
 

     2
0 0

1
( )

2
E mv U x= +                                                         (5) 

 
    Παρατήρηση: Όπως φαίνεται από την (2), η συνάρτηση U(x) είναι αυθαίρετη κατά µία 
προσθετική σταθερά, η οποία θα εξαρτάται από την επιλογή του κάτω ορίου στο ολοκλήρωµα 
που ορίζει την U. Μέσω της (3), η ίδια αυτή αυθαιρεσία µεταφέρεται και στην τιµή της σταθε-
ράς E, απαλείφεται όµως αν πάρουµε τη διαφορά E–U(x). Έτσι, η αυθαιρεσία αυτή δεν επηρεά-
ζει το αποτέλεσµα της ολοκλήρωσης στην (4).  
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    Παράδειγµα: Ευθύγραµµη κίνηση κάτω από σταθερή δύναµη F. Παίρνουµε: t0=0,  
x0=x(0)=0,  v(0)=v0 , και θεωρούµε ότι  v=dx/dt >0  (ειδικά, v0>0) για το τµήµα της κίνησης που 
µας ενδιαφέρει. Από την (2) βρίσκουµε, κάνοντας αυθαίρετα την υπόθεση ότι  U=0  για  x=0:  
 

0 0
( )

U xdU
F dU F dx U x Fx

dx
= − ⇒ = − ⇒ = −∫ ∫  . 

 
Η (4), τότε, δίνει:  
 

1/ 2

1/ 20

2

( )

x dx
t

mE Fx

 = ⇒ +  ∫    
1/ 2

1/ 2 1/ 22
( )

2

F
E Fx t E

m
 + = + 
 

. 

 
Υψώνοντας στο τετράγωνο, βρίσκουµε:  
 

1/ 2
2 2

2

F E
x t t

m m
 = +  
 

 . 

 
Καλούµε: F/m=a=σταθ. (επιτάχυνση του κινητού). Επίσης, από την (5) έχουµε ότι E=mv0

2/2 
[αφού U(0)=0]. Έτσι, τελικά (λαµβάνοντας υπόψη ότι  v0 >0),  
 

2
0

1

2
x a t v t= +  , 

 
που είναι ο γνωστός τύπος της ευθύγραµµης, οµαλά επιταχυνόµενης κίνησης.  
 
    Άσκηση: ∆είξτε ότι σε αποτέλεσµα παρόµοιας µορφής θα καταλήξουµε και στην περίπτωση 
όπου  v<0.  [Υπόδειξη: Χρησιµοποιούµε την (4) µε  –dx στη θέση τού dx. Θέτουµε  v(0)=v0 , µε 
v0 < 0 .]  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 
 

4.1  Επίλυση µε Αναζήτηση Πρώτων Ολοκληρωµάτων  
 
Θεωρούµε σύστηµα n συνήθων διαφορικών εξισώσεων (Σ∆Ε) πρώτης τάξεως, για n άγνωστες 
συναρτήσεις  x1(t), x2(t), ... , xn(t):  
 

   1 2( , , , , ) ( 1, 2, , )i
i n

dx
f x x x t i n

dt
= =⋯ ⋯                                       (1) 

 
Αν οι συναρτήσεις  fi  δεν περιέχουν απευθείας το t (δηλαδή, ∂fi /∂t = 0 για i= 1,2,...,n), το 
σύστηµα καλείται αυτόνοµο:  
 

   1 2( , , , ) ( 1, 2, , )i
i n

dx
f x x x i n

dt
= =⋯ ⋯                                         (2) 

 
    Ένας νόµος διατήρησης για το σύστηµα (1) είναι µια Σ∆Ε της µορφής:  
 

    1 2( , , , , ) 0n
d

x x x t
dt

Φ =⋯                                                     (3) 

 
που ισχύει σαν συνέπεια του συστήµατος (δηλαδή, όχι ταυτοτικά). Η (3) είναι άµεσα ολοκληρώ-
σιµη:  
 

    1 2( , , , , )nx x x t CΦ =⋯                                                       (4) 

 
Η συνάρτηση Φ ονοµάζεται πρώτο ολοκλήρωµα του συστήµατος (1) και διατηρεί µια σταθερή 
τιµή όταν τα  x1, x2, ... , xn  ικανοποιούν το σύστηµα (δηλαδή, δεν είναι εκ ταυτότητος σταθερή, 
αλλά ανάγεται σε σταθερή για τις λύσεις του συστήµατος).  
 
    Αν γνωρίζουµε ένα ή περισσότερα πρώτα ολοκληρώµατα του συστήµατος, µπορούµε 
τετριµµένα να παράγουµε µια ολόκληρη απειρία παίρνοντας αθροίσµατα, πολλαπλάσια, 
γινόµενα, δυνάµεις, κλπ. Εµάς, όµως, µας ενδιαφέρουν µόνο τα πρώτα ολοκληρώµατα που είναι 
ανεξάρτητα µεταξύ τους, διότι αυτά είναι που δίνουν χρήσιµη πληροφορία για την επίλυση του 
προβλήµατος.  
 
    Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι κατορθώσαµε να βρούµε k ανεξάρτητα πρώτα ολοκληρώµατα του 
συστήµατος (1) (k ≤ n):  
 

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2

( , , , , )

( , , , , )

( , , , , )

n

n

k n k

x x x t C

x x x t C

x x x t C

Φ =

Φ =

Φ =

⋯

⋯

⋮

⋯

                                                      (5) 
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Οι σχέσεις (5) µας επιτρέπουν να εκφράσουµε k εκ των  x1 , ... , xn  συναρτήσει των υπολοίπων 
(n–k) µεταβλητών και του t. Έτσι, απαλείφουµε k άγνωστες συναρτήσεις από το πρόβληµα, και 
το σύστηµα (1) ανάγεται σε σύστηµα µε µικρότερο αριθµό αγνώστων, δηλαδή (n–k). Αν k=n, 
τότε όλες οι άγνωστες συναρτήσεις  x1 , ... , xn  προσδιορίζονται αλγεβρικά από το σύστηµα (5), 
χωρίς να χρειάζεται να ολοκληρώσουµε το σύστηµα (1).  
 
    Το αυτόνοµο σύστηµα (2) γράφεται:  
 

1

( 1, 2, , )
( , , )

i

i n

dx
dt i n

f x x
= = ⋯

⋯
                                             (6) 

 
Επειδή τα  fi  δεν εµπεριέχουν απευθείας το t, η µεταβλητή αυτή µπορεί να απαλειφθεί από το 
σύστηµα. Πράγµατι, αφού όλα τα αριστερά µέλη στην (6) είναι ίσα µε dt, θα είναι και ίσα 
µεταξύ τους. Έτσι,  
 

1 2

1 1 2 1 1( , , ) ( , , ) ( , , )
n

n n n n

dxdx dx

f x x f x x f x x
= = =⋯

⋯ ⋯ ⋯
                                   (7) 

 
Η (7) παριστά ένα σύστηµα (n–1) εξισώσεων µε n µεταβλητές  x1, x2, ... , xn . Για την επίλυσή 
του, αναζητούµε (n–1) ανεξάρτητα πρώτα ολοκληρώµατα, της µορφής:  
 

1 2( , , , ) ( 1, 2, , 1)j n jx x x C j nΦ = = −⋯ ⋯                                          (8) 

 
Αναζητούµε, επίσης, ένα πρώτο ολοκλήρωµα Φn  του πλήρους συστήµατος (6):  
 

1 2( , , , , )n n nx x x t CΦ =⋯                                                         (9) 

 
Οι (8) και (9) αποτελούν σύστηµα n αλγεβρικών εξισώσεων µε (n+1) µεταβλητές. Επιλύοντάς 
το ως προς τα  x1, x2, ... , xn , εκφράζουµε τις µεταβλητές αυτές σαν συναρτήσεις τού t.  
 
    Αναλυτικά, ένας τρόπος επίλυσης του συστήµατος (6) είναι ο εξής: Με τη βοήθεια των 
σχέσεων (8), εκφράζουµε (n–1) εκ των n µεταβλητών  x1, ... , xn  σαν συναρτήσεις της εναποµέ-
νουσας µεταβλητής. Έστω, για παράδειγµα, ότι οι  x1, x2, ... , xn–1  εκφράζονται συναρτήσει της 
xn . Παίρνοντας την (6) για i=n , έχουµε:  
 

1 1

( )
( , , ) ( , , )

n n
n

n n n n

dx dx
dt F x c t c

f x x f x x
′= ⇒ ≡ + = + ⇒∫

⋯ ⋯
 

 
( , ) ( )n n n nx t F x t CΦ ≡ − =                                                   (10) 

 
Η σχέση (10) µας επιτρέπει να εκφράσουµε τη µεταβλητή xn σαν συνάρτηση του t. ∆οθέντος ότι 
τα  x1, x2, ... , xn–1  είναι γνωστές συναρτήσεις τού xn , οι µεταβλητές αυτές µπορούν, µε τη σειρά 
τους, επίσης να εκφραστούν ως προς t.  
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    Παραδείγµατα:  
 
    1. ∆ίνεται το σύστηµα:  
 

( ) ( )
dx d y

y a x b
dt dt

= =  

 
(Εδώ,  x1 ≡ x,  x2 ≡ y.) Αναζητούµε πρώτα ολοκληρώµατα του συστήµατος. ∆ύο είναι αρκετά για 
την πλήρη επίλυση του προβλήµατος. Προσθέτοντας τις (a) και (b), έχουµε:  d (x+y)/dt=x+y. 
Θέτοντας  x+y=u ,  γράφουµε:  du/dt=u ,  µε λύση:  u=C1 e

 t ⇒ (x+y) e
–t =C1 . Όµοια, αφαιρώ-

ντας την (b) από την (a), και θέτοντας  x–y=u ,  βρίσκουµε:  du/dt= – u  ⇒  u=C2 e
 – t ⇒   

(x–y) e
 t =C2 .  Βρήκαµε, έτσι, δύο ανεξάρτητα πρώτα ολοκληρώµατα του συστήµατος:  

 
Φ1 (x, y, t) ≡ (x+y) e

–t = C1   ,      Φ2 (x, y, t) ≡ (x–y) e
 t = C2  .  

 
[Άσκηση: Επαληθεύστε ότι  d Φ1 /dt=0  και  d Φ2 /dt=0  όταν τα x και y είναι λύσεις του συστήµα-
τος (a), (b). Προσέξτε ότι τα Φ1 και Φ2 δεν είναι εκ ταυτότητος σταθερά!]  
 
Από τις εκφράσεις των Φ1 και Φ2 µπορούµε, τώρα, να λύσουµε ως προς x και y συναρτήσει του 
t. Θέτοντας C1 και C2  στη θέση των C1/2 και C2/2, αντίστοιχα, βρίσκουµε:  
 

x = C1 e
 t + C2 e

 –t  ,     y = C1 e
 t – C2 e

 –t  . 
 
    Σχόλιο: Είναι δυνατό να βρούµε και άλλα πρώτα ολοκληρώµατα για το σύστηµα (a), (b). Για 
παράδειγµα, απαλείφοντας το dt, έχουµε:  dx/y=dy/x  ⇒  xdx=ydy  ⇒  d (x

2 –y2)=0,  έτσι ώστε  
Φ3(x,y) ≡ x2 –y2=C3 . Όµως, ας προσέξουµε ότι Φ3=Φ1Φ2 . Έτσι, η σχέση: Φ3=σταθερό, είναι 
τετριµµένη συνέπεια των  Φ1=σταθερό  και  Φ2=σταθερό. Με άλλα λόγια, το Φ3 δεν είναι ένα 
ανεξάρτητο, νέο πρώτο ολοκλήρωµα του συστήµατος, και ως εκ τούτου δεν µας δίνει κάποια 
χρήσιµη πληροφορία για την επίλυση του προβλήµατος.  
 
    2. ∆ίνεται το σύστηµα:  
 

( ) ( )
dx d y

y a x b
dt dt

= = −  

 
Αναζητούµε δύο πρώτα ολοκληρώµατα. Σε αυτή την περίπτωση, καµία χρήσιµη πληροφορία δεν 
προκύπτει προσθέτοντας ή αφαιρώντας τις δύο εξισώσεις του συστήµατος. Όµως, επειδή το 
σύστηµα είναι αυτόνοµο, µπορούµε να απαλείψουµε το dt :  
 

dx/y = – dy/x  ⇒  xdx+ydy=0  ⇒  d (x2+y2)=0  ⇒ 
 

Φ1 (x, y) ≡ x2+y2 = C1
2 . 

 
Για να επιλύσουµε πλήρως το πρόβληµα, χρειαζόµαστε άλλο ένα πρώτο ολοκλήρωµα του 
συστήµατος. Τούτη τη φορά, µάλιστα, θα πρέπει να εµπεριέχει απευθείας το t. Από τις (a) και 
(b), έχουµε:  
 

x (dy/dt) – y (dx/dt) = – (x2+y2)  ⇒  d (y/x) /dt = – [1 + (y/x)2 ] . 
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Θέτοντας  y/x=u , γράφουµε:  du / (1+u2) = – dt  ⇒  d (t +  arctan u) = 0 , απ’ όπου βρίσκουµε:  
 

Φ2 (x, y, t) ≡  t + arctan (y/x) = C2  . 
 
Χρησιµοποιούµε, τώρα, τα πρώτα ολοκληρώµατα Φ1 και Φ2 για να επιλύσουµε το σύστηµα (a), 
(b) αλγεβρικά. Η σχέση Φ2=C2  δίνει:  y= –x tan (t–C2) . Τότε, από τη σχέση Φ1=C1

2  παίρνουµε:  
x2 [1+tan2(t–C2)]=C1

2 .  Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα:  cos2a=1/1+tan2a , δεν είναι δύσκολο 
να δείξουµε ότι:  
 

x = C1 cos (t – C2)      έτσι ώστε      y = – C1 sin (t – C2) . 
 
    Σχόλιο: Ένας εναλλακτικός τρόπος επίλυσης του προβλήµατος είναι µε µετασχηµατισµό 
συντεταγµένων από καρτεσιανές (x,y) σε πολικές (r,θ), όπου  r  ≥ 0  και  0 ≤ θ < 2π. Οι εξισώσεις 
µετασχηµατισµού είναι:  
 

x = r cosθ ,   y = r sinθ    ⇔    r = (x2+y2)1/2 ,   θ = arctan (y/x) . 
 
Το σύστηµα (a), (b) γράφεται:  
 

(dr/dt) cosθ – r (dθ/dt) sinθ = r sinθ , 
 

(dr/dt) sinθ + r  (dθ/dt) cosθ = – r cosθ . 
 
Επιλύοντας ως προς τις παραγώγους, επιτυγχάνουµε να αποσυµπλέξουµε τις µεταβλητές, 
βρίσκοντας µια ξεχωριστή εξίσωση για κάθε µεταβλητή:  dr/dt = 0 ,  dθ/dt = –1 , µε λύσεις:  
r=C1 ,  θ = – t+C2 .  Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις µετασχηµατισµού, έχουµε:  
 

x = C1 cos (t – C2)  ,      y = – C1 sin (t – C2)  , 
 
όπως πριν. Τα πρώτα ολοκληρώµατα του συστήµατος βρίσκονται εύκολα, λύνοντας τις 
παραπάνω εξισώσεις ως προς τις σταθερές C1

2 και C2 .  
 
    3. ∆ίνεται το σύστηµα:  
 

( ) ( ) ( )
dx d y dz

y z a z x b x y c
dt dt dt

= − = − = −  

 
Η αναλυτική επίλυση του συστήµατος είναι πολύ δύσκολη. Η λύση µπορεί, όµως, να εκφραστεί 
έµµεσα µε τη βοήθεια τριών πρώτων ολοκληρωµάτων (τόσα απαιτούνται για αλγεβρική επίλυση 
του προβλήµατος), ένα τουλάχιστον εκ των οποίων περιέχει απευθείας τη µεταβλητή t. Παίρνο-
ντας το άθροισµα (a)+(b)+(c), έχουµε:  
 

d (x+y+z) / dt = 0    ⇒    Φ1 (x, y, z) ≡ x+y+z = C1  . 
 
Παίρνοντας τον συνδυασµό:  x.(a) + y.(b) + z.(c),  έχουµε:  
 

d (x2+y2+z2) / dt = 0    ⇒    Φ2 (x, y, z) ≡ x2+y2+z2 = C2  . 
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Τώρα, χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις  Φ1=C1  και  Φ2=C2 ,  µπορούµε να εκφράσουµε δύο από 
τις εξαρτηµένες µεταβλητές, έστω τις x και y, συναρτήσει της τρίτης µεταβλητής, z. Τότε, η 
σχέση (c) του συστήµατος γράφεται στη µορφή εξίσωσης για µία µοναδική µεταβλητή z:  
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

dz dz
dt F z c t c

x z y z x z y z
′= ⇒ ≡ + = + ⇒

− −∫  

 
Φ3 (z, t) ≡ F(z) – t = C3  . 

 
Η εξίσωση  Φ3=C3  µας επιτρέπει να εκφράσουµε το z σαν συνάρτηση του t. ∆οθέντος ότι τα x 
και y είναι ήδη συναρτήσεις του z (άρα, έµµεσα, και του t), το πρόβληµα έχει επιλυθεί.  
 
    4. Θεωρούµε το σύστηµα:  
 

2 2 2
( )

2 2

dx d y dz
a

xy xzx y z
= =

− −
 

 
Έχουµε ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε τρεις µεταβλητές, x, y, z. Η λύση του συστήµατος θα 
µας επιτρέψει να εκφράσουµε δύο από τις µεταβλητές αυτές σαν συναρτήσεις της τρίτης (η 
τρίτη µεταβλητή, δηλαδή, παίζει εδώ το ρόλο που έπαιζε το t στα προηγούµενα παραδείγµατα). 
Προς το σκοπό αυτό, αναζητούµε δύο ανεξάρτητα πρώτα ολοκληρώµατα του συστήµατος. Από 
τη δεύτερη ισότητα στη σχέση (a), παίρνουµε:  
 

dy/y = dz/z  ⇒  d (ln y – ln z) ≡ d ln (y/z) =  0  ⇒  ln (y/z) =  c  ⇒  y/z = e c ≡ C1  . 
 
Άρα,  
 

Φ1 (y, z) ≡ y/z = C1  . 
 
Χρειαζόµαστε, τώρα, ένα πρώτο ολοκλήρωµα του συστήµατος (a) που να εµπεριέχει και το x. 
Προς το σκοπό αυτό, εφαρµόζουµε µια γνωστή ιδιότητα των αναλογιών:  
 

2 2 2 2 2 2
( )

(2 ) (2 )( ) ( )

xdx yd y zdz xdx yd y zdz
b

y xy z xzx x y z x x y z

+ +
= = =

− − + +
 

 
Εξισώνοντας τον τελευταίο όρο µε τον δεύτερο, έχουµε:  
 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( )
ln 0

2

xdx yd y zdz d y d x y z d y x y z
d

y y yx y z x y z

 + + + + + +
= ⇒ = ⇒ = ⇒ 

+ + + +  
 

 
2 2 2 2 2 2

2ln cx y z x y z
c e C

y y

 + + + +
= ⇒ = ≡ 

 
 . 

 
Άρα,  
 

Φ2 (x, y, z) ≡ (x2 +y2 +z2 ) / y = C2  . 
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Οι σχέσεις  Φ1=C1  και  Φ2=C2  αντιπροσωπεύουν τη λύση του συστήµατος (a), αφού, µε τη 
βοήθειά τους, µπορούµε να εκφράσουµε δύο από τις µεταβλητές σαν συναρτήσεις της τρίτης.  
 
    Σχόλιο: Αν είχαµε εξισώσει τον τελευταίο όρο στην (b) µε τον τρίτο όρο, αντί για τον 
δεύτερο, θα είχαµε βρει, µε όµοιο τρόπο:  
 

Φ3 (x, y, z) ≡ (x2 +y2 +z2 ) / z = C3  . 
 
Αυτό, όµως, δεν είναι ένα νέο, ανεξάρτητο πρώτο ολοκλήρωµα, αφού, όπως είναι εύκολο να 
δείξουµε,  Φ3=Φ1Φ2 . Έτσι, η σταθερότητα των Φ1 και Φ2 συνεπάγεται αυτόµατα και τη 
σταθερότητα της Φ3 , οπότε η σχέση: Φ3=σταθ., δεν µας δίνει κάποια καινούργια, χρήσιµη 
πληροφορία για τη λύση του προβλήµατος.  
 
 
4.2  Εφαρµογή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις Πρώτης Τάξεως  
 
Θα δούµε, τώρα, τη σχέση ανάµεσα στα συστήµατα διαφορικών εξισώσεων και τις µερικές 
διαφορικές εξισώσεις (Μ∆Ε) πρώτης τάξεως. Περισσότερα για τις Μ∆Ε θα πούµε στο επόµενο 
κεφάλαιο. Θα περιοριστούµε εδώ στις Μ∆Ε των οποίων οι λύσεις είναι συναρτήσεις δύο 
µεταβλητών, x και y. Θα συµβολίζουµε µε z τη µεταβλητή που παριστά την άγνωστη συνάρτηση 
στη Μ∆Ε. Έτσι, η λύση της εξίσωσης θα είναι της µορφής  z= z(x,y).  
 
    Γενικά, όπως η γενική λύση µιας Σ∆Ε τάξεως p εξαρτάται από p αυθαίρετες σταθερές 
(παραµέτρους), έτσι και η γενική λύση µιας Μ∆Ε τάξεως p εξαρτάται από p αυθαίρετες 
συναρτήσεις. Ας δούµε µερικά παραδείγµατα:  
 

    1.  
2

( )
2

z x
x y z xy y

x
ϕ

∂
= + ⇒ = + +

∂
 .   

 

    2.  
z

xyz
y

∂
=

∂
 .  Ολοκληρώνουµε θεωρώντας το x σταθερό:  

 

        
2

2
/ 2ln ln ( ) ( )

2
xydz xy

x ydy z x z x e
z

ϕ ϕ= ⇒ = + ⇒ =∫ ∫  .   

 

    3.  
2

1 1 20 0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z z z

y z y dy x x y
x y x y y

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
 ∂ ∂ ∂ ∂

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫  .   

 
    Μια Μ∆Ε πρώτης τάξεως λέγεται σχεδόν γραµµική αν είναι γραµµική ως προς τις µερικές 
παραγώγους τού z (αλλά όχι απαραίτητα ως προς το ίδιο το z). Η Μ∆Ε αυτή έχει τη γενική 
µορφή:  
 

     ( , , ) ( , , ) ( , , )
z z

P x y z Q x y z R x y z
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                          (1) 

 
Η λύση z(x,y) βρίσκεται µε την ακόλουθη διαδικασία, την οποία παραθέτουµε εδώ χωρίς 
απόδειξη:  
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    1. ∆ιαµορφώνουµε το χαρακτηριστικό σύστηµα Σ∆Ε:  
 

      
( , , ) ( , , ) ( , , )

dx dy dz

P x y z Q x y z R x y z
= =                                             (2) 

 
Η σχέση (2) παριστά σύστηµα δύο εξισώσεων µε τρεις µεταβλητές, x, y, z. Επιλύοντάς το, δύο 
από τις µεταβλητές εκφράζονται σαν συναρτήσεις της τρίτης. Η λύση µπορεί να εκφραστεί σαν 
αλγεβρικό σύστηµα δύο ανεξάρτητων πρώτων ολοκληρωµάτων, της µορφής:  
 

Ψ1 (x, y, z) = C1   ,      Ψ2 (x, y, z) = C2                                             (3) 
 
    2. Θεωρούµε µια αυθαίρετη συνάρτηση Φ των C1 , C2 . ∆ιαµορφώνουµε την εξίσωση: 
Φ(C1,C2)=0,  ή, λόγω της (3),  
 

       Φ [  Ψ1 (x, y, z) , Ψ2 (x, y, z)] = 0                                                  (4) 
 
Η (4) προσδιορίζει µια σχέση της µορφής:  z= z(x,y), εξαρτώµενη από µία αυθαίρετη συνάρτηση. 
Η σχέση αυτή είναι η επιθυµητή λύση της Μ∆Ε (1).  
 
    Παρατήρηση: Κάνοντας τις ειδικές επιλογές:  
 

Φ (Ψ1,Ψ2) = Ψ1 (x, y, z) – C1    και    Φ (Ψ1,Ψ2) = Ψ2 (x, y, z) – C2  , 
 
και απαιτώντας, σε κάθε περίπτωση, ότι  Φ (Ψ1,Ψ2)=0, οδηγούµαστε στις σχέσεις (3). ∆ηλαδή, 
τα πρώτα ολοκληρώµατα του χαρακτηριστικού συστήµατος (2) αποτελούν ειδικές λύσεις της Μ∆Ε 
(1).  
 
    Ειδική περίπτωση: Αν  R(x,y,z)=0, και αν οι συναρτήσεις P και Q δεν εµπεριέχουν το z, τότε 
η Μ∆Ε (1) ονοµάζεται γραµµική οµογενής:  
 

        ( , ) ( , ) 0
z z

P x y Q x y
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                   (5) 

 
Το χαρακτηριστικό σύστηµα (2) γράφεται:  
 

        
( , ) ( , ) 0

dx dy dz

P x y Q x y
= =                                                       (6) 

 
Για να είναι τα  dx/P  και  dy/Q  πεπερασµένα, θα πρέπει:  dz=0 ⇔ z=C1 . Έχουµε, λοιπόν, ένα 
πρώτο ολοκλήρωµα:  
 

             Ψ1 (z) ≡ z = C1                                                               (7) 
 
Επιλύουµε, τώρα, ξεχωριστά τη Σ∆Ε:  dx/P(x,y)=dy/Q(x,y), και εκφράζουµε τη λύση στη µορφή 
ενός πρώτου ολοκληρώµατος:  
 

              Ψ2 (x, y) = C2                                                                 (8) 
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Τέλος, παίρνουµε µια αυθαίρετη συνάρτηση Φ των C1 , C2 , και απαιτούµε ότι  Φ(C1,C2)=0. 
Κάνοντας χρήση των (7) και (8), και θέτοντας  Ψ2 (x,y) ≡ Ψ(x,y), έχουµε:  
 

          Φ [  z , Ψ (x, y)] = 0                                                          (9) 
 
Η σχέση (9) µας επιτρέπει να εκφράσουµε το z σαν συνάρτηση των x και y, πράγµα που συνιστά 
τη λύση της Μ∆Ε (5). Η αυθαιρεσία στην εκλογή της συνάρτησης Φ σηµαίνει ότι η λύση αυτή 
θα εµπεριέχει µια αυθαίρετη συνάρτηση.  
 
    Παραδείγµατα:  
 
    1. Θεωρούµε τη Μ∆Ε:  
 

1 ( )
z z

a
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

 
Εδώ,  P=Q=R=1. Σχηµατίζουµε το χαρακτηριστικό σύστηµα (2):  
 

dx/P = dy/Q = dz/R   ⇒   dx =  dy =  dz  . 
 
Βρίσκουµε δύο πρώτα ολοκληρώµατα:  
 

dx=dy   ⇒   d (x–y)=0   ⇒   Ψ1 (x, y) ≡ x–y = C1  , 
 

dx=dz   ⇒   d (z–x)=0   ⇒   Ψ2 (x, z) ≡ z–x = C2  . 
 
Η γενική λύση της Μ∆Ε (a) είναι:  
 

Φ(C1,C2) = 0   ⇒   Φ(x–y, z–x) = 0   ⇒   z–x = F(x–y)   ⇒   z = x + F(x–y) , 
 
όπου η συνάρτηση Φ είναι αυθαίρετα επιλεγµένη, ενώ η F εξαρτάται από την επιλογή τής Φ. 
Εναλλακτικά, θα µπορούσαµε να είχαµε πάρει:  
 

dx=dy   ⇒   Ψ1 (x,y) ≡ x–y = C1  , 
 

dy=dz   ⇒   Ψ3 (y,z) ≡ z–y = C3 , 
 
µε αντίστοιχη γενική λύση:  z= y+G(x–y). Οι δύο λύσεις που βρήκαµε, όµως, δεν είναι ανεξάρ-
τητες µεταξύ τους. Πράγµατι, αν θέσουµε: G(x–y)=x–y+F(x–y), η δεύτερη λύση ανάγεται στην 
πρώτη.  
 
    Άσκηση: Επαληθεύστε ότι η έκφραση: z=x+F(x–y), πράγµατι ικανοποιεί τη Μ∆Ε (a). 
[Υπόδειξη: Θέσετε  x–y=u , και προσέξτε ότι  ∂F/∂x=F΄(u)(∂u/∂x)=F΄(u),   ∂F/∂y= – F΄(u) .]  
 
    2. Θεωρούµε τη Μ∆Ε:  
 

0 ( )
z z

x y a
y x

∂ ∂
− =

∂ ∂
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Εδώ,  P= –y ,  Q=x ,  R=0 (γραµµική οµογενής). Το χαρακτηριστικό σύστηµα (6) γράφεται:  
 

dx/(–y) = dy/x = dz/0  . 
 
Έχουµε:  
 

dz=0   ⇒   Ψ1 (z) ≡ z = C1  , 
 

– dx/y = dy/x   ⇒   xdx+ydy = 0   ⇒   d (x
2+y2) = 0   ⇒   Ψ2 (x,y) ≡ x2+y2 = C2  . 

 
Η γενική λύση τής (a) είναι (µε αυθαίρετο Φ):  
 

Φ(C1,C2) = 0   ⇒   Φ(z, x2+y2) = 0   ⇒   z = F(x2+y2)      (αυθαίρετο F) . 
 
    Άσκηση: Επαληθεύστε ότι η παραπάνω έκφραση ικανοποιεί τη Μ∆Ε (a). [Υπόδειξη: Θέσετε  
x2+y2=u , και προσέξτε ότι  ∂F/∂x=F΄(u)(∂u/∂x)=2xF΄(u),   ∂F/∂y=2yF΄(u) .]  
 
    3. Έστω η Μ∆Ε:  
 

( )
z z

x y z a
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

 
Το χαρακτηριστικό σύστηµα γράφεται:  dx/x = dy/y = dz/z . Έχουµε:  
 

dx/x = dy/y   ⇒   d (ln x – ln y) = 0   ⇒   ln (x/y) = c   ⇒   Ψ1 (x, y) ≡ x/y = C1  , 
 

dx/x = dz/z   ⇒   d (ln z – ln x) = 0   ⇒   ln (z/x) = c΄  ⇒   Ψ2 (x, z) ≡ z/x = C2  . 
 
Η γενική λύση τής (a) είναι:  
 

Φ(C1,C2) = 0   ⇒   Φ(x/y, z/x) = 0   ⇒   z/x = F(x/y)   ⇒   z = x F(x/y) , 
 
όπου η συνάρτηση Φ είναι αυθαίρετη, ενώ η F εξαρτάται από την επιλογή τής Φ. Εναλλακτικά, 
θα µπορούσαµε να είχαµε πάρει:  
 

dx/x = dy/y   ⇒   Ψ1 (x,y) ≡ x/y = C1  , 
 

dy/y = dz/z   ⇒   Ψ3 (y,z) ≡ z/y = C3 , 
 
µε αντίστοιχη γενική λύση:  z= y G(x/y). Όµως, οι δύο λύσεις που βρήκαµε δεν είναι ανεξάρτη-
τες µεταξύ τους. Πράγµατι, αν θέσουµε: G(x/y)=(x/y)F(x/y), η δεύτερη λύση ανάγεται στην 
πρώτη.  
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4.3  Σύστηµα Γραµµικών Εξισώσεων  
 
Θεωρούµε το γραµµικό και οµογενές σύστηµα Σ∆Ε, µε σταθερούς συντελεστές:  
 

    
1

( 1,2, , )
n

i
i j j

j

dx
a x i n

dt =

= =∑ ⋯                                                 (1) 

 
(όπου aij σταθερές). Αναλυτικά,  
 

  

1
11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n
n n nn n

dx
a x a x a x

dt

dx
a x a x a x

dt

dx
a x a x a x

dt

= + + +

= + + +

= + + +

⋯

⋯

⋮

⋯

                                               (2) 

 
    Αναζητούµε λύση της µορφής:  
 

   1 1 2 2, , ,k t k t k t
n nx e x e x eψ ψ ψ= = =⋯                                     (3) 

 
όπου ψ1,...,ψn σταθερές. Αντικαθιστώντας την (3) στην (2), και απαλείφοντας τον κοινό 
παράγοντα  ekt,  βρίσκουµε ένα σύστηµα n αλγεβρικών εξισώσεων για τα  ψ1,...,ψn :  
 

  

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) 0

( ) 0

( ) 0

n n

n n

n n nn n

a k a a

a a k a

a a a k

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

− + + + =

+ − + + =

+ + + − =

⋯

⋯

⋮

⋯

                                             (4) 

 
Για να έχει το οµογενές γραµµικό σύστηµα (4) µη-τετριµµένη λύση (ψ1,...,ψn) [διάφορη, δηλαδή, 
της µηδενικής λύσης (0,...,0)] θα πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών να είναι µηδέν:  
 

   

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a k a a

a a k a

a a a k

−

−
=

−

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

                                             (5) 

 
(χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος). Η (5) είναι εξίσωση βαθµού n για το k. Επιλύοντάς 
την, βρίσκουµε τις τιµές της σταθεράς k για τις οποίες το σύστηµα (4) έχει µη-τετριµµένες 
λύσεις για τα ψi  (i= 1,...,n).  
 
    Είναι ευκολότερο (και κοµψότερο!) να γράψουµε τις εξισώσεις µας στη µορφή πινάκων. Για 
το σκοπό αυτό, ορίζουµε τον (n×n) πίνακα A, και τους (n×1) πίνακες X και Ψ, ως εξής:  
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11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

, , .

n

n

n n nn n n

a a a x

a a a x
A X

a a a x

ψ

ψ

ψ

     
     
     = = Ψ =
     
     
          

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

 
Το σύστηµα (2) γράφεται:  
 

  
dX

AX
dt

=                                                                  (6) 

 
όπου λάβαµε υπόψη ότι  (dX/dt)i =  dxi /dt  (βλ. Παράρτηµα) και  (AX)i =  ∑ j aij xj . Η ζητούµενη 
λύση (3) έχει τη µορφή:  
 

      k tX e= Ψ                                                                  (7) 
 
Αντικαθιστώντας την (7) στην (6), παίρνουµε µια εξίσωση πινάκων που αντιστοιχεί στο 
σύστηµα (4):  
 

      ( 1 ) 0nA k A kΨ = Ψ ⇔ − ⋅ Ψ =                                                 (8) 

 
όπου 1n ο (n×n) µοναδιαίος πίνακας (τα διαγώνια στοιχεία του είναι ίσα µε 1, ενώ τα µη-
διαγώνια είναι 0). Η σχέση (8) έχει τη µορφή µιας εξίσωσης ιδιοτιµών (eigenvalue equation). Για 
να έχει µη-τετριµµένη λύση  
 

0

0

0

 
 
 Ψ ≠
 
 
 

⋮
 , 

 
θα πρέπει να ισχύει:  
 

         det ( 1 ) 0nA k− ⋅ =                                                             (9) 

 
που είναι ακριβώς η σχέση (5). Οι τιµές τού k, οι οποίες επαληθεύουν την εξίσωση (9), καλού-
νται ιδιοτιµές (eigenvalues) του πίνακα A, ενώ οι αντίστοιχες, µη-τετριµµένες λύσεις Ψ της (8), 
ονοµάζονται ιδιοδιανύσµατα (eigenvectors).  
 
    Για κάθε ρίζα ki της χαρακτηριστικής εξίσωσης (9), η επίλυση της εξίσωσης ιδιοτιµών (8) 
δίνει ένα µη-τετριµµένο ιδιοδιάνυσµα Ψ(i). Αν όλες οι ρίζες ki της (9) είναι διάφορες µεταξύ τους, 
παίρνουµε n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα Ψ(i) και ισάριθµες γραµµικά ανεξάρτητες 
λύσεις (7) της Σ∆Ε (6):  
 

  ( ) ( ) ( 1,2, , )ik ti iX e i n= Ψ = ⋯                                                 (10) 
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Η γενική λύση της γραµµικής εξίσωσης (6), τότε, είναι:  
 

    ( ) ( )

1 1

i

n n
k ti i

i i
i i

X c X c e
= =

= = Ψ∑ ∑                                                 (11) 

 
όπου  c1 ,..., cn  αυθαίρετες σταθερές.  
 
    Η περίπτωση πολλαπλών ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι πιο σύνθετη. Έστω ότι η 
ki είναι ρίζα πολλαπλότητας λi της (9). Τότε, η λύση X (i) της Σ∆Ε (6) δεν δίνεται από τη σχέση 
(10), αλλά είναι της γενικότερης µορφής:  
 

   ( )1( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1

i i

i

k ti i i iX t t e
λ

λ
−

−= Ψ + Ψ + + Ψ⋯                                      (12) 

 
Η γενική λύση τής (6) είναι, και πάλι,  X= ∑ i ci X

 (i).   
 
    Παραδείγµατα:  
 
    1. Θεωρούµε το σύστηµα:  
 

2 , 4 3
dx dy

x y x y
dt dt

= + = +       (a) 

 
Σε µορφή πινάκων,  
 

dX
AX

dt
=     όπου    

1 2
,

4 3

x
X A

y

   
= =   

   
 . 

 
Ζητούµε τις ιδιοτιµές k και τα ιδιοδιανύσµατα Ψ του πίνακα A, σύµφωνα µε την (8):  AΨ=kΨ.  Η 
σχέση (5) για τις ιδιοτιµές, γράφεται:  
 

2
1 2

1 2
0 4 5 0 5, 1

4 3

k
k k k k

k

−
= ⇒ − − = ⇒ = = −

−
. 

 
Έστω  
 

(1) (2),
α γ
β δ

   
Ψ = Ψ =   

   
 

 
τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές k1 , k2 . Η σχέση:  AΨ(1)=k1Ψ

(1) οδηγεί σε ένα 
γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων ως προς α και β. Επειδή το σύστηµα είναι και οµογενές, οι 
εξισώσεις αυτές δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους αλλά οδηγούν στο ίδιο συµπέρασµα:  β=2α. 
Έτσι,  
 

(1) 1

2 2

α
α

α
   

Ψ = =   
   

  ,    µε  α  αυθαίρετο. 
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Όµοια, η σχέση:  AΨ(2)=k2Ψ
(2)  δίνει:  δ=  –γ, έτσι ώστε:  

 

(2) 1

1

γ
γ

γ
   

Ψ = =   − −   
  ,    µε  γ  αυθαίρετο. 

 
Η γενική λύση (11) του αρχικού συστήµατος (a), γράφεται:  
 

1 2(1) (2)
1 2

k t k tX c e c e= Ψ + Ψ . 

 
Κάνοντας αντικαταστάσεις και θέτοντας, απλά, c1 και c2 στη θέση των c1α και c2γ, αντίστοιχα, 
έχουµε:  
 

5 5 5
1 2 1 2 1 2

1 1
, 2

2 1
t t t t t tx

c e c e x c e c e y c e c e
y

− − −     
= + ⇒ = + = −     −     

.    

 
 
    2. ∆ίνεται το σύστηµα:  
 

, 3
dx dy

x y x y
dt dt

= − = +       (a) 

 
Σε µορφή πινάκων,  
 

dX
AX

dt
=     όπου    

1 1
,

1 3

x
X A

y

−   
= =   

   
 . 

 
Οι ιδιοτιµές k του πίνακα A δίνονται από τη σχέση (5):  
 

2
1 2

1 1
0 4 4 0 2

1 3

k
k k k k

k

− −
= ⇒ − + = ⇒ = =

−
 . 

 
Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει, εδώ, διπλή ρίζα. Έτσι, ζητούµε µια λύση X της µορφής (12), µε 
λi=2:  
 

2
0 1( ) tX t e= Ψ + Ψ       (b) 

 
Η σχέση  dX/dt=AX , τότε, δίνει:  
 

(Ψ1 + 2Ψ0) + (2Ψ1) t = AΨ0 + (AΨ1) t . 
 
Για να ισχύει η σχέση αυτή για κάθε t, θα πρέπει οι συντελεστές ίδιων δυνάµεων του t στα δύο 
µέλη να είναι ίσοι µεταξύ τους. ∆ηλαδή,  
 

AΨ1 =  2Ψ1  ,    AΨ0 =  Ψ1 + 2Ψ0       (c) 
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Έστω  
 

0 1,
α γ
β δ

   
Ψ = Ψ =   

   
 . 

 
Η πρώτη από τις σχέσεις (c), τότε, οδηγεί σε ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα για τα γ και δ. Οι 
δύο εξισώσεις του συστήµατος δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους αλλά οδηγούν στο ίδιο 
συµπέρασµα:  δ=  –γ. Έτσι,  
 

1

1

1

γ
γ

γ
   

Ψ = =   − −   
  ,    µε  γ  αυθαίρετο. 

 
Από τη δεύτερη εξίσωση (c), τότε, παίρνουµε:  β=  – (α+γ) , έτσι ώστε:  
 

0 ( )

α
α γ

 
Ψ =  − + 

  ,    µε  α  αυθαίρετο. 

 
Η λύση (b), τώρα, του συστήµατος (a), γράφεται:  
 

2

( )
tx t

e
y t

α γ
α γ γ

+   
= ⇒   − + +   

   (θέτοντας  α=c1 , γ=c2 ) 

 
2 2

1 2 1 2 2( ) , ( )t tx c c t e y c c c t e= + = − + + . 

 
 



 44 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 

∆ΙΑΦΟΡΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ: ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΘΕΩΡΗΣΗ 
 
 

5.1  ∆υναµικά Συστήµατα  
 
Θεωρούµε το σύστηµα Σ∆Ε πρώτης τάξεως:  
 

    1 2( , , , , ) ( 1, 2, , )i
i n

dx
f x x x t i n

dt
= =⋯ ⋯                                        (1) 

 
Οι αρχικές συνθήκες του προβλήµατος εκφράζονται µε σχέσεις της µορφής:  xi (t0)=  x0i .  
 
    Ορίζοντας τα διανύσµατα:  X ≡ (x1 , x2 , ... , xn ) ,  F ≡ ( f1 , f2 , ... , fn ) ,  γράφουµε το σύστηµα 
(1) και τις αρχικές συνθήκες σε συµπαγή διανυσµατική µορφή:  
 

     0 0( , ) , ( )
dX

F X t X t X
dt

= =                                                  (2) 

 
όπου  X0 ≡ (x01 , x02 , ... , x0n ) .  Το σύστηµα (2) καλείται αυτόνοµο αν  F=F(X),  δηλαδή, αν η 
διανυσµατική συνάρτηση  F  δεν εµπεριέχει απευθείας το t :  
 

    0 0( ) , ( )
dX

F X X t X
dt

= =                                                    (3) 

 

    Έστω  X(t) ≡ (x1(t) , x2(t) , ... , xn(t))  η λύση του συστήµατος (2). Η λύση αυτή θα εµπεριέχει n 
παραµέτρους που προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες, δηλαδή, εκφράζονται συναρτήσει 
των x0i . Η λύση ορίζει µια ολοκληρωτική καµπύλη στον (n+1)-διάστατο Ευκλείδειο χώρο Rn×R 
µε συντεταγµένες (x1 , x2 ,..., xn , t). Η προβολή της καµπύλης αυτής στο χώρο Rn: (x1 , x2 ,..., xn), 
δηλαδή, η εικόνα της απεικόνισης:  (t∈R)→X(t)∈Rn , ορίζει µια τροχιά στον Rn.  
 
    Κάτω από συγκεκριµένες προϋποθέσεις για τη διανυσµατική συνάρτηση F, η λύση του 
συστήµατος (2), για δοσµένες αρχικές συνθήκες, είναι µοναδική (δηλαδή, προσδιορίζεται 
µονοσήµαντα). Αυτό σηµαίνει ότι µία µοναδική ολοκληρωτική καµπύλη διέρχεται από κάθε 
σηµείο του χώρου Rn×R, πράγµα που δηλώνει ότι οι ολοκληρωτικές καµπύλες στον Rn×R δεν 
τέµνονται.  
 
    ∆ανειζόµενοι την ορολογία της Κλασικής Μηχανικής, καλούµε το σύστηµα (2) δυναµικό 
σύστηµα, και τον χώρο Rn: (x1 ,..., xn) φασικό χώρο. Η µεταβλητή t παριστά το χρόνο, και η 
τροχιά X(t) στον φασικό χώρο αντιπροσωπεύει µια φασική καµπύλη στον Rn. Το διάνυσµα:  
 

      1 2, , , ndxdx dxdX

dt dt dt dt

 
≡  
 

⋯                                                     (4) 

 
ονοµάζεται φασική ταχύτητα και παριστά την ταχύτητα κίνησης στο σηµείο X(t) της φασικής 
καµπύλης. Η διεύθυνση της φασικής ταχύτητας είναι πάντα εφαπτόµενη στη φασική καµπύλη στο 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 45  

σηµείο X(t). Τέλος, για κάθε χρονική στιγµή t, η διανυσµατική συνάρτηση F(X,t) ορίζει ένα 
διανυσµατικό πεδίο στον Rn, το οποίο, λόγω του δυναµικού συστήµατος (2), είναι ένα πεδίο 
ταχυτήτων. Στην  περίπτωση ενός αυτόνοµου δυναµικού συστήµατος της µορφής (3), το πεδίο 
ταχυτήτων F(X) είναι στατικό (χρονικά ανεξάρτητο).  
 
    Ένα φυσικό ανάλογο θα διευκόλυνε την κατανόηση του προβλήµατος: Φανταστείτε ότι 
ολόκληρος ο φασικός χώρος Rn καταλαµβάνεται από ένα «ρευστό» αποτελούµενο από ένα 
άπειρο πλήθος σηµειακών «σωµατιδίων». Σε κάθε χρονική στιγµή t0 , ένα σωµατίδιο του 
ρευστού διέρχεται από οποιοδήποτε σηµείο X0 ≡ (x01 , x02 , ... , x0n ) του χώρου, µε ταχύτητα 
(dX/dt)0=F(X0,t0). Για t >t0 , το σωµατίδιο διαγράφει µια φασική καµπύλη στον Rn. ∆ύο σωµατί-
δια που διέρχονται από το ίδιο σηµείο X0 σε διαφορετικές χρονικές στιγµές t0 και t0΄, θα 
κινούνται στο σηµείο αυτό µε διαφορετικές ταχύτητες, εκτός εάν  ∂F/∂t=0 ⇔ F=F(X), δηλαδή, 
αν το δυναµικό σύστηµα είναι αυτόνοµο (άρα το πεδίο ταχυτήτων είναι στατικό). Σε µια τέτοια 
περίπτωση, κάθε σωµατίδιο που διέρχεται οποιαδήποτε στιγµή από δεδοµένο σηµείο X0 , θα 
κινείται στο σηµείο αυτό µε την ίδια ταχύτητα και θα διαγράφει, στη συνέχεια, την ίδια φασική 
καµπύλη στο φασικό χώρο. Τούτο σηµαίνει, ειδικά, ότι, στην περίπτωση ενός στατικού πεδίου 
ταχυτήτων, µία µοναδική φασική καµπύλη διέρχεται από κάθε σηµείο του φασικού χώρου Rn. 
∆ηλαδή, οι φασικές καµπύλες ενός αυτόνοµου δυναµικού συστήµατος δεν τέµνονται. (Να 
σηµειώσουµε, όµως, ότι, ακόµα και στη µη-αυτόνοµη περίπτωση, όπου οι φασικές καµπύλες 
στον Rn είναι δυνατόν να τέµνονται, οι ολοκληρωτικές καµπύλες στον Rn×R εξακολουθούν να 
µην τέµνονται, αφού αντιπροσωπεύουν µοναδικές λύσεις του δυναµικού συστήµατος.)  
 
    Θα επικεντρώσουµε, τώρα, την προσοχή µας στο αυτόνοµο σύστηµα (3), όπου το πεδίο 
ταχυτήτων είναι στατικό. Στην περίπτωση αυτή, οι (χρονικά σταθερές) φασικές καµπύλες 
αποτελούν τις δυναµικές γραµµές του πεδίου F(X). Σε κάθε σηµείο µιας δυναµικής γραµµής, η 
φασική ταχύτητα dX/dt είναι χρονικά σταθερή και εφαπτόµενη στη γραµµή αυτή. Επί πλέον, µία 
µοναδική δυναµική γραµµή διέρχεται από κάθε σηµείο του φασικού χώρου, δηλαδή, οι δυναµι-
κές γραµµές του πεδίου F(X) δεν τέµνονται.  
 
    Αναλυτικά, οι δυναµικές γραµµές του πεδίου F(X) βρίσκονται ως εξής: Θεωρούµε το 
αυτόνοµο σύστηµα:  
 

    1 2( , , , ) ( 1, 2, , )i
i n

dx
f x x x i n

dt
= =⋯ ⋯                                          (5) 

 
Τούτο γράφεται:  dxi / fi (xk) =  dt  (i= 1, 2,..., n), όπου µε  xk  συµβολίζουµε το σύνολο των 
µεταβλητών  x1,..., xn . Απαλείφοντας το dt, έχουµε ένα σύστηµα (n–1) εξισώσεων µε n µεταβλη-
τές  x1,..., xn :  
 

     1 2

1 2( ) ( ) ( )
n

k k n k

dxdx dx

f x f x f x
= = =⋯                                                (6) 

 
Επιλύοντας το σύστηµα (6), µπορούµε να εκφράσουµε (n–1) εκ των µεταβλητών συναρτήσει της 
εναποµένουσας µεταβλητής. Η λύση του συστήµατος µπορεί να εκφραστεί και στη µορφή ενός 
συνόλου (n–1) ανεξάρτητων πρώτων ολοκληρωµάτων:   
 

Φj (x1 , x2 , ... , xn ) = Cj    ( j= 1, 2,..., n–1) . 
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Η λύση αυτή προσδιορίζει τις δυναµικές γραµµές του πεδίου F(X). Τούτες είναι καµπύλες στον 
φασικό χώρο Rn: (x1,..., xn), και παρατηρούµε ότι είναι στατικές (χρονικά σταθερές) στην 
περίπτωση ενός αυτόνοµου συστήµατος. Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, οι δυναµικές γραµµές του 
πεδίου F(X) δεν τέµνονται πουθενά στον Rn.  
 
    Τέλος, για την πλήρη επίλυση του αυτόνοµου συστήµατος (5), απαιτείται και ένα πρώτο 
ολοκλήρωµα του συστήµατος αυτού, το οποίο να εµπεριέχει απευθείας τη µεταβλητή t :   
 

Φn (x1 , x2 , ... , xn , t ) = Cn  . 
 
Ο συνδυασµός των n πρώτων ολοκληρωµάτων  Φ1 , Φ2 , ... , Φn , µας επιτρέπει να βρούµε τις 
συναρτήσεις  xi (t) (i= 1, 2,..., n)  που επαληθεύουν το σύστηµα (5).  
 
    Παράδειγµα: Θεωρούµε µια απλουστευµένη γραφή της εξίσωσης που περιγράφει αρµονική 
ταλάντωση:  
 

2

2
0

d x
x

dt
+ = . 

 
Αυτή γράφεται στη µορφή αυτόνοµου συστήµατος Σ∆Ε πρώτης τάξεως:  
 

, ( )
dx d y

y x a
dt dt

= = −  

 
(Εδώ,  x1 = x ,  x2 = y.)  Απαλείφοντας το dt, έχουµε:  
 

( )
dx d y

b
y x

= −  

 
Η λύση της εξίσωσης (b) µπορεί να εκφραστεί στη µορφή ενός πρώτου ολοκληρώµατος, ως 
εξής:  
 

xdx + ydy = 0   ⇒   d (x2+y2) = 0   ⇒   Φ1 (x, y) ≡ x2+y2 = C1
2 . 

 
Το πρώτο ολοκλήρωµα Φ1 προσδιορίζει τις δυναµικές γραµµές του πεδίου ταχυτήτων  
(dx/dt,  dy/dt) ≡ (y, –x) . Τούτες είναι κύκλοι µε κέντρο το σηµείο  O : (0,0), και προφανώς δεν 
τέµνονται µεταξύ τους.  
 

• x

y

O
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Για C1=0, η δυναµική γραµµή είναι απλά ένα µοναδικό σηµείο O : (0,0), το οποίο καλείται 
σηµείο ισορροπίας του συστήµατος. Ο λόγος είναι ότι, σε κάθε χρονική στιγµή t, η φασική 
ταχύτητα στο σηµείο αυτό είναι µηδέν:  (dx/dt,  dy/dt) ≡ (y, –x) ≡ (0,0) .  
 
Τώρα, για την πλήρη επίλυση του αυτόνοµου συστήµατος (a), χρειαζόµαστε και ένα πρώτο 
ολοκλήρωµα του συστήµατος αυτού, το οποίο να εξαρτάται απευθείας από το t. Όπως έχουµε 
δείξει (βλ. Παράδειγµα 2 στην Παρ. 4.1), το πρώτο ολοκλήρωµα αυτό είναι:  
 

Φ2 (x, y, t) ≡  t + arctan (y/x) = C2  . 
 
Από τα Φ1 και Φ2 βρίσκουµε τη λύση του συστήµατος (a):  
 

x = C1 cos (t – C2)  ,      y = – C1 sin (t – C2) . 
 
Οι σχέσεις αυτές περιγράφουν τις ολοκληρωτικές καµπύλες του συστήµατος (a) στο χώρο  
R2×R: (x, y, t). Απαλείφοντας το χρόνο t, βρίσκουµε τις φασικές καµπύλες του συστήµατος, οι 
οποίες αποτελούν τις δυναµικές γραµµές του πεδίου ταχυτήτων F(x, y) ≡ (y, –x) και είναι οι 
προβολές των ολοκληρωτικών καµπύλων στον φασικό χώρο R2: (x, y). Οι καµπύλες αυτές είναι 
ακριβώς οι κύκλοι  x2+y2 = C1

2, και αντιστοιχούν στις λύσεις της εξίσωσης (b).  
 
Προσέξτε ότι το πεδίο ταχυτήτων (dx/dt, dy/dt) ≡ (y, –x), που ορίζεται από το δυναµικό σύστηµα, 
προσδίδει µια έννοια κατεύθυνσης στις φασικές καµπύλες για αυξανόµενο t. Αναλυτικά: Έστω 
dt >0. Τότε, dx >0 για y >0 και dx <0 για y <0, ενώ dy >0 για x <0 και dy <0 για x >0. ∆ηλαδή, το x 
αυξάνει (ελαττώνεται) όταν το y είναι θετικό (αρνητικό), ενώ το y αυξάνει (ελαττώνεται) όταν το 
x είναι αρνητικό (θετικό). Τούτο σηµαίνει ότι οι καµπύλες διαγράφονται δεξιόστροφα για 
αυξανόµενο t.  
 
 
5.2  Γεωµετρική Σηµασία του Πρώτου Ολοκληρώµατος  
 
Θεωρούµε το αυτόνοµο σύστηµα n εξισώσεων:  
 

     1 2( , , , ) ( 1, 2, , )i
i n

dx
f x x x i n

dt
= =⋯ ⋯                                          (1) 

 
Απαλείφοντας το dt, καταλήγουµε σε σύστηµα (n–1) εξισώσεων:  
 

   1 2

1 2( ) ( ) ( )
n

k k n k

dxdx dx

f x f x f x
= = =⋯                                                 (2) 

 
Κάθε πρώτο ολοκλήρωµα του συστήµατος (2) είναι αυτόµατα και πρώτο ολοκλήρωµα του 
συστήµατος (1) (γιατί;). Έστω ένα πρώτο ολοκλήρωµα του συστήµατος (2), της µορφής:  
 

   Φ (x1 , ... , xn) = C                                                            (3) 
 
Η σχέση (3) ορίζει µια επιφάνεια (n–1) διαστάσεων στον φασικό χώρο Rn. Για την ακρίβεια, 
έχουµε µια άπειρη οικογένεια από τέτοιες επιφάνειες, κάθε µία εκ των οποίων αντιστοιχεί σε µια 
δεδοµένη τιµή της σταθεράς C. Για δοσµένες αρχικές συνθήκες  xi (t0)=x0i , και λαµβάνοντας 
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υπόψη ότι η τιµή της συνάρτησης Φ είναι σταθερή (ίδια για όλες τις τιµές τού t), υπολογίζουµε 
την αντίστοιχη τιµή της σταθεράς C ως εξής:  
 

Φ (x1 (t), ... , xn(t)) = C ,   ∀t    ⇒    (θέτοντας  t=t0) 
 

Φ (x1 (t0), ... , xn(t0)) = C    ⇒    C = Φ (x01 , ... , x0n) . 
 
    Έστω, τώρα, µια λύση  xi=xi (t) (i= 1,...,n)  [σε διανυσµατική µορφή, X=X(t)] του συστήµατος 
(1), για δοσµένες αρχικές συνθήκες  xi (t0)=x0i  [διανυσµατικά,  X(t0)=X0 ]. Τα σηµεία X(t)∈Rn 
αποτελούν µια φασική καµπύλη στον φασικό χώρο Rn.  
 
    Πρόταση: Αν η φασική καµπύλη X(t) έχει ένα κοινό σηµείο µε την (n–1)-διάστατη επιφάνεια 
(3): Φ(X)=C, τότε η καµπύλη αυτή κείται εξ ολοκλήρου πάνω στην επιφάνεια.  
 
    Απόδειξη: Έστω µια φασική καµπύλη που αντιστοιχεί στη λύση X=X(t) του συστήµατος (1), 
µε αρχική συνθήκη X(t0)=X0 . Επί πλέον, έστω ότι  Φ(X0)=C. ∆ηλαδή, το X0 είναι κοινό σηµείο 
της φασικής καµπύλης και της επιφάνειας. ∆οθέντος ότι η συνάρτηση Φ(X) διατηρεί σταθερή 

τιµή για όλα τα σηµεία X(t) µιας φασικής καµπύλης, έχουµε ότι:  Φ(X(t))=Φ(X(t0))=Φ(X0)=C, 
πράγµα που σηµαίνει ότι όλα τα σηµεία της φασικής καµπύλης X(t) κείνται πάνω στην επιφάνεια 
Φ(X)=C. Η µοναδικότητα της λύσης του συστήµατος, για δοσµένη αρχική συνθήκη, µας 
εξασφαλίζει ότι είναι αδύνατο να υπάρχει άλλη φασική καµπύλη που επίσης να διέρχεται από το 
σηµείο X0 της επιφάνειας. Γιατί, µια τέτοια καµπύλη θα τεµνόταν µε την X(t) στο σηµείο X0 , 
πράγµα που δεν µπορεί να συµβεί στην περίπτωση ενός αυτόνοµου συστήµατος. Συµπέρασµα: 
Μία µοναδική φασική καµπύλη διέρχεται από το σηµείο X0 της επιφάνειας Φ(X)=C, και κείται 
εξ ολοκλήρου πάνω στην επιφάνεια αυτή.  
 
    Τώρα, αν έχουµε (n–1) ανεξάρτητα πρώτα ολοκληρώµατα του συστήµατος (2), της µορφής:  
Φi (X)=Ci  (i= 1, 2,..., n–1), τούτα ορίζουν (για δοσµένα Ci ) ένα σύνολο από επιφάνειες (n–1) 
διαστάσεων στον Rn. Η τοµή αυτών των επιφανειών αποτελεί ακριβώς τη φασική καµπύλη του 
συστήµατος, η οποία αντιστοιχεί στις δεδοµένες αρχικές συνθήκες. [Όπως αναφέρθηκε νωρίτε-
ρα, οι συνθήκες αυτές καθορίζουν και τις τιµές των σταθερών Ci :  Ci =  Φi (X0).] Τούτο είναι 
λογικό, δεδοµένου ότι η φασική καµπύλη θα πρέπει να ανήκει από κοινού σε όλες τις επιφά-
νειες, άρα και στην τοµή τους. Η τοµή αυτή (που είναι µονοδιάστατος γεωµετρικός τόπος 
σηµείων) είναι ακριβώς η ζητούµενη φασική καµπύλη του συστήµατος.  
 
 
5.3  ∆ιανυσµατικά Πεδία  
 
Πριν προχωρήσουµε, εισάγουµε µερικούς νέους συµβολισµούς:  
 
    1. Τόσο για τις συντεταγµένες στο χώρο Rn, όσο και για τις συνιστώσες διανυσµάτων στον Rn, 
θα χρησιµοποιούµε άνω δείκτες (superscripts). Έτσι, θα συµβολίζουµε µε (x1, x2,..., xn) ≡ (xk) τις 
συντεταγµένες ενός σηµείου του χώρου, και µε (V 

1, V 
2,..., V 

n) τις συνιστώσες ενός διανύσµατος 

V
�

.   
 
    2. Θα χρησιµοποιούµε την αθροιστική σύµβαση, σύµφωνα µε την οποία, αν µία έκφραση 
περιέχει το ίδιο σύµβολο, έστω i, ταυτόχρονα ως άνω (superscript) και ως κάτω (subscript) 
δείκτη, τότε η έκφραση αυτή αθροίζεται για i= 1 έως n. Για παράδειγµα,  
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1 2
1 2

1

n
i i n

i i n
i

A B A B A B A B A B
=

≡ = + + +∑ ⋯  . 

 
    3. Ειδικά, η µερική παράγωγος ως προς το xi ,  
 

iix

∂
≡ ∂

∂
 

 
θεωρείται ως κάτω δείκτης. Έτσι, για παράδειγµα,  
 

1 1

n n
i i i i

i ii i
i i

V V V V
x x= =

∂Φ ∂Φ
= ∂ Φ ≡ ∂ Φ =

∂ ∂
∑ ∑  . 

 
    Σηµειώνουµε ότι το όνοµα του επαναλαµβανόµενου (άνω και κάτω) δείκτη δεν έχει σηµασία 
και µπορεί να αλλάξει χωρίς να επηρεαστεί η έκφραση. Π.χ.,  
 

A 
i B i = A 

j B j = A 
k B k  = . . .  ,     V 

i ∂Φ/∂x 
i = V 

j ∂Φ/∂x 
j =  . . .  ,     κλπ. 

 
    Έστω, τώρα, 1̂ ˆ ˆ{ , , } { }n ke e e≡⋯  µια βάση µοναδιαίων διανυσµάτων στον Rn. Θεωρούµε ένα 

διανυσµατικό πεδίο V
�

 στο χώρο αυτό:  
 

    1

1

ˆ ˆ( , , ) ( )
n

i n i k
i i

i

V V x x e V x e
=

= ≡∑
�

⋯                                               (1) 

 

Σε µορφή συνιστωσών,  ( )1( ) , , ( )k n kV V x V x≡
�

⋯ .   

 
    Θεωρούµε, παράλληλα, και το αυτόνοµο σύστηµα Σ∆Ε:  
 

    0( ) ( ) , (0)i i k i id
x t V x x x

dt
= =                                                  (2) 

 
(Στην αρχική συνθήκη, θέσαµε t0=0.) Παρατηρούµε ότι οι φασικές καµπύλες xi (t) (i= 1,..., n) 

που προκύπτουν ως λύσεις του συστήµατος (2), αποτελούν τις δυναµικές γραµµές του πεδίου V
�

 
(το οποίο µπορεί να θεωρηθεί ως πεδίο ταχυτήτων, αν η µεταβλητή t παριστά το χρόνο). Σε κάθε 

σηµείο µιας δυναµικής γραµµής, το πεδίο V
�

 είναι εφαπτόµενο στη γραµµή. Με άλλα λόγια, σε 

κάθε σηµείο του φασικού χώρου Rn, το πεδίο V
�

 είναι εφαπτόµενο στη (µία και µοναδική) 
δυναµική γραµµή που διέρχεται από το σηµείο αυτό.  
 
    Αναζητούµε, τώρα, συναρτήσεις Φ(xk) που διατηρούν σταθερές τιµές κατά µήκος των δυναµι-

κών γραµµών του πεδίου V
�

. ∆ηλαδή,  Φ(xk)=C  για λύσεις  xi=xi (t)  του συστήµατος (2). 
Προφανώς, κάθε τέτοια συνάρτηση είναι ένα πρώτο ολοκλήρωµα του συστήµατος (2). Έστω 
Φ(xk) µια τέτοια συνάρτηση. Τότε,  Φ(xk)=C  ⇒   
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( )
( ) 0 0

k i
k

i

d x dx
x

dt dtx

∂Φ
Φ = ⇒ =

∂
    (άθροισµα ως προς i ! ) . 

 
Αντικαθιστώντας τα  dxi /dt  από το σύστηµα (2), έχουµε:  
 

     
( )

( ) 0
k

i k
i

x
V x

x

∂Φ
=

∂
                                                        (3) 

 
(Προσοχή: Το xk συµβολίζει το σύνολο των µεταβλητών x1,..., x

n και δεν λογίζεται ως µεµονωµέ-
νος δείκτης. Έτσι, δεν αθροίζουµε ως προς k, παρά µόνο ως προς i, αφού αυτό µόνο εµφανίζεται 
ταυτόχρονα ως άνω και ως κάτω δείκτης!) Με άλλα λόγια, αν Φ(xk)=C είναι ένα πρώτο 
ολοκλήρωµα του συστήµατος (2), τότε η συνάρτηση z=Φ(xk) είναι λύση της γραµµικής 
οµογενούς Μ∆Ε:  
 

       ( ) 0i k
i

z
V x

x

∂
=

∂
                                                            (4) 

 

    Παράδειγµα: Θεωρούµε το πεδίο ( , )V y x≡ −
�

 στον R2: (x, y). Εδώ, (x1, x2) ≡ (x, y) και  

(V 
1, V 2) ≡ (y, –x). Οι δυναµικές γραµµές προσδιορίζονται από το σύστηµα:  

 
dx/dt = y ,    dy/dt = –x        (a) 

 
Αναζητούµε ένα πρώτο ολοκλήρωµα του συστήµατος, της µορφής: Φ(x, y)=C. Η συνάρτηση  
z=Φ(x, y) θα είναι λύση της Μ∆Ε (4):  
 

1 2
1 2

0
z z z z

V V y x
x yx x

∂ ∂ ∂ ∂
+ ≡ − =

∂ ∂∂ ∂
        (b) 

 
Σχηµατίζουµε το χαρακτηριστικό σύστηµα:  
 

0

dx dy dz

y x
= =
−

        (c) 

 
Αναζητούµε δύο ανεξάρτητα πρώτα ολοκληρώµατα του συστήµατος (c):  
 

dz = 0   ⇒   z = C1  , 
 

xdx + ydy = 0   ⇒   d (x2+y2) =  0   ⇒   x2+y2 = C2  . 
 
Η γενική λύση τής Μ∆Ε (b), είναι:  
 

F(C1 , C2) = 0   (αυθαίρετο F)   ⇒   F(z , x
2+y2) = 0   ⇒   z =  G(x2+y2)   (αυθαίρετο G) . 

 
Παίρνοντας, ειδικά, z=x2+y2, και θέτοντας z=Φ(x,y), βρίσκουµε το ζητούµενο πρώτο ολοκλή-

ρωµα του συστήµατος (a) που προσδιορίζει τις δυναµικές γραµµές του πεδίου ( , )V y x≡ −
�

:  
 
 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 51  

Φ (x, y) ≡ x2+y2 = C  . 
 
Παρατηρούµε ότι  dΦ/dt=0  όταν οι συναρτήσεις x(t) και y(t) είναι λύσεις του συστήµατος (a) 
(δείξτε το!). Τούτο σηµαίνει ότι η συνάρτηση Φ(x, y) διατηρεί σταθερή τιµή κατά µήκος µιας 
δυναµικής γραµµής του πεδίου V

�
.  

 
 
5.4  ∆ιαφορικοί Τελεστές και Παράγωγος Lie  
 

Έστω ένα διανυσµατικό πεδίο V
�

 στον Rn :  
 

    ( )1ˆ( ) ( ) , , ( )i k k n k
iV V x e V x V x= ≡

�

⋯                                            (1) 

 
Οι δυναµικές γραµµές του πεδίου προσδιορίζονται από το σύστηµα:  
 

      0( ) , (0)
i

i k i idx
V x x x

dt
= =                                                    (2) 

 
∆οθείσης µιας συνάρτησης  f (x

1,..., x
n) ≡ f (x

k) στον Rn, τίθεται το εξής ερώτηµα: Πώς µεταβάλ-
λεται η τιµή τής f κατά µήκος των δυναµικών γραµµών του πεδίου (1); Με άλλα λόγια, πώς 
µεταβάλλεται το  f (x

k) όταν τα  xi (t) είναι λύσεις του συστήµατος (2);  
 
    Έστω µια λύση xi (t) (i= 1,..., n) του συστήµατος (2). Η λύση αυτή αντιστοιχεί σε µια δυναµική 

γραµµή του πεδίου V
�

. Κατά µήκος της γραµµής αυτής, η συνάρτηση f παίρνει τις τιµές   

f (xk(t)).  Ο ρυθµός µεταβολής τής  f (x
k) κατά µήκος της γραµµής, δίνεται από την παράγωγο:  

 
( )

( )
k i

k
i

d f x dx
f x

dt dtx

∂
=

∂
  . 

 
Αντικαθιστώντας τα  dxi/dt  από το σύστηµα (2), έχουµε:  
 

           
( )

( ) ( )
k

k i k
i

d f x
f x V x

dt x

∂
=

∂
                                                    (3) 

 
(άθροισµα µόνο ως προς i  !). Η σχέση (3) γράφεται:  
 

    ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )k i k k i k k
ii

d
f x V x f x V x f x

dt x

∂ = = ∂ ∂ 
                                 (3΄) 

 
Σύµφωνα µε την (3́ ), ο ρυθµός µεταβολής τής  f (x

k) κατά µήκος των δυναµικών γραµµών του 
πεδίου (1), προκύπτει από τη δράση του διαφορικού τελεστή:  
 

( ) ( )i k i k
ii

V x V x
x

∂
= ∂

∂
 

 
πάνω στη συνάρτηση  f (x

k).  
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    Παρατηρούµε µια αµφιµονοσήµαντη σχέση ανάµεσα σε διανυσµατικά πεδία και διαφορικούς 
τελεστές:  
 

ˆ( ) ( ) ( )i k i k i k
i ii

V V x e V x V x
x

∂
= ↔ = ∂

∂

�

 . 

 
Επί πλέον, τα διανύσµατα βάσης îe  και οι µερικές παράγωγοι ∂i υπακούουν σε παρόµοιους 

νόµους µετασχηµατισµού κάτω από αλλαγές του συστήµατος συντεταγµένων: {xk}→{ yk}, 
ˆˆ{ } { }k ke h→ .  Αναλυτικά:  

 

ˆ ˆ ,
i i

j ij j j i

x x
h e

y y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= =
∂ ∂ ∂ ∂

  . 

 
Οι παρατηρήσεις αυτές µας οδηγούν σε µια νέα αντίληψη της έννοιας ενός διανύσµατος στον Rn: 

∆εν κάνουµε διάκριση ανάµεσα στο πεδίο V
�

 και τον αντίστοιχο διαφορικό τελεστή V 
i(xk)∂i , 

αλλά θεωρούµε τις δύο έννοιες «ταυτόσηµες»! Έτσι, ορίζουµε το διάνυσµα V
�

 ως τον διαφορικό 
τελεστή:  
 

    ( ) ( )i k i k
ii

V V x V x
x

∂
≡ = ∂

∂

�

                                                   (4) 

 
Η σχέση (3΄), τότε, παίρνει τη νέα µορφή:  
 

      ( ) ( )k kd
f x V f x

dt
=
�

                                                           (5) 

 
    Στην περίπτωση, τώρα, που µια συνάρτηση Φ(xk) είναι ένα πρώτο ολοκλήρωµα του συστήµα-

τος (2), η τιµή της µένει σταθερή κατά µήκος µιας δυναµικής γραµµής του πεδίου V
�

, οπότε:  
 

( )
( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0

k
k k k i k

i

d x
x C x V x V x

dt x

∂Φ
Φ = ⇔ Φ = ⇔ Φ = =

∂

�

                     (6) 

 
Καταλήξαµε, έτσι, και πάλι στη γραµµική οµογενή Μ∆Ε που βρήκαµε στην Παρ. 5.3.  
 
    Ορισµός: Η παράγωγος µιας συνάρτησης f (x

k) κατά µήκος των δυναµικών γραµµών ενός 

πεδίου V
�

 στον Rn, ονοµάζεται παράγωγος Lie της f (x
k) ως προς το V

�

, και συµβολίζεται: 

( )k
VL f x� .  

 
    Σύµφωνα µε τις (4) και (5), µπορούµε τώρα να γράψουµε:  
 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k i k k
iV

d
f x L f x V f x V x f x

dt
≡ = = ∂�

�

                                 (7) 
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Ειδικά, σύµφωνα µε την (6), η παράγωγος Lie ως προς V
�

, ενός πρώτου ολοκληρώµατος Φ(xk) 

του συστήµατος (2), είναι µηδέν: ( ) 0k
VL xΦ =� .  

 
    Σχόλιο: Μπορεί να φαίνεται πλεονασµός το ότι εισάγαµε το σύµβολο VL � , αφού µοιάζει να 

κάνει την ίδια δουλειά µε τον τελεστή (4). Όµως, αυτή η σύµπτωση ισχύει µόνο για την απλή 
περίπτωση των βαθµωτών συναρτήσεων της µορφής  f (x

k)! Η παράγωγος Lie είναι µια πολύ 
γενικότερη έννοια της ∆ιαφορικής Γεωµετρίας, και η έκφρασή της ποικίλλει ανάλογα µε το 
είδος της συνάρτησης πάνω στην οποία δρα (βαθµωτή, διανυσµατική ή, γενικά, τανυστική). Ο 
γενικός ορισµός της παραγώγου Lie είναι αντικείµενο πολύ πιο προχωρηµένων µαθηµατικών 
συγγραµµάτων από το παρόν, και ως εκ τούτου δεν θα δοθεί εδώ.  
 
    Άσκηση: Παίρνοντας την ειδική περίπτωση:  f (x

k)=x 
j  (για δοσµένο j ), δείξτε ότι:  

 

( )j j k
VL x V x=�  . 

 
[Υπόδειξη: Προσέξτε ότι  ∂x 

j/∂xi =1 (για i=j )  ή  0 (για i≠j).]  
 
 
5.5  Εκθετική Λύση Αυτόνοµου Συστήµατος  
 
Θεωρούµε το αυτόνοµο σύστηµα:  
 

    ( ) ( )1
0

( )
( ) , , ( ) ( ) , (0)

i
i n i k i idx t

V x t x t V x t x x
dt

= ≡ =⋯                            (1) 

 
(i= 1,..., n). Η λύση xi (t) του συστήµατος θα εξαρτάται από n παραµέτρους οι οποίες, µε τη σειρά 
τους, εκφράζονται συναρτήσει των αρχικών τιµών x0

i. Η λύση αυτή, λοιπόν, θα δίνεται από 
συναρτήσεις της µορφής:  
 

    x i = Φi
 (t, x0

1, ... , x0
n
 ) ≡ Φi (t, x0

k )                                             (2) 
 
όπου, λόγω των αρχικών συνθηκών του προβλήµατος,  
 

       Φi (0, x0
k ) = x0

i                                                             (3) 
 
    Σαν πρώτο βήµα για την αναλυτική έκφραση της λύσης του συστήµατος (1), ορίζουµε τώρα 
τον διαφορικό τελεστή:  
 

       0
0

( )i k
V i

D V x
x

∂
=

∂
                                                          (4) 

 
Ο τελεστής αυτός δρα σε συναρτήσεις  f (x0

k ) , ως εξής:  
 

0
0 0

0

( )
( ) ( )

k
k i k

V i

f x
D f x V x

x

∂
=

∂
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(άθροισµα µόνο ως προς i  !). Ορίζουµε, επίσης, τον εκθετικό τελεστή:  
 

    
2 3

2 3

0

1
exp( ) ( ) 1

! 2! 3!
Vt D l

V V V V V
l

t t
e t D t D t D D D

l

∞

=

≡ = = + + + +∑ ⋯                      (5) 

 
όπου  DV 

2 f ≡ DV (DV f  ) , κλπ. Ειδικά, για  t=0, έχουµε τον µοναδιαίο τελεστή  e0=1.  
 
    Μπορούµε, τώρα, να γράψουµε την αναλυτική έκφραση της λύσης (2) του συστήµατος (1). 
Όπως αποδεικνύεται, η λύση αυτή µπορεί να γραφεί στη µορφή δυναµοσειράς, ως εξής:  
 

   0 0 0 0
0

( , ) exp ( )Vt Di i k i j k i
j

x t x e x t V x x
x

  ∂ 
= Φ = =   

∂   
                               (6) 

 
(εδώ, άθροισµα ως προς  j  ). Αναλυτικά,  
 

                                   x i = [1 + t DV + (t 
2/2!) DV 

2 + (t 
3/3!) DV 

3 + . . . ] x0
i   

 
                                       =  x0

i + t DV x0
i +  (t 

2/2) DV (DV x0
i ) + . . .  

 
Λαµβάνοντας υπόψη ότι  ∂x0

i / ∂x0 
j = 1 (αν i=j )  ή  0 (αν i≠j),  έχουµε:  

 
DV x0

i  = (V 
j ∂ /∂x0 

j ) x0
i  = V 

j ∂x0
i
 /∂x0 

j  = V i (x0
k ) . 

 
Έτσι, τελικά,  
 

   
2

0
0 0 0

0

( )
( ) ( )

2

i k
i i i k j k

j

V xt
x x t V x V x

x

∂
= + + +

∂
⋯                                    (7) 

 
    Ας αλλάξουµε, τώρα, λίγο τους συµβολισµούς µας στο σύστηµα (1): Στη θέση των x0

i  

γράφουµε απλώς xi , ενώ στη θέση των xi(t) γράφουµε ( )ix t . Έχουµε, δηλαδή, ένα σύστηµα 

εξισώσεων µε αγνώστους τα ( )ix t  και αρχικές τιµές τα  xi :  
 

       ( )( )
( ) , (0)

i
i k i id x t

V x t x x
dt

= =                                              (8) 

 
Η λύση (6), τότε, γράφεται:  
 

    ( , ) exp ( )i i k j k i
j

x t x t V x x
x

  ∂ 
= Φ =   

∂   
                                        (9) 

 
Προσέξτε ότι, τώρα,  Φi (0, xk ) = xi , βάσει της αρχικής συνθήκης.  
 
    Η σχέση (9) περιγράφει µια παραµετρική καµπύλη στον Rn, η οποία ξεκινάει από το σηµείο 

(x1,..., x
n) για t=0 και διέρχεται από το σηµείο ( )1( ) , , ( )nx t x t⋯  για t >0. Στη σχέση αυτή 
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µπορούµε να δώσουµε την εξής γεωµετρική ερµηνεία: Ο τελεστής exp(tV 
j(xk)∂/∂x 

j) ωθεί το 

σηµείο (x1,..., x
n) της καµπύλης στο σηµείο ( )1( ) , , ( )nx t x t⋯ .  

 
    Τώρα, σύµφωνα µε όσα εκτέθηκαν στην Παρ. 5.4 περί της ισοδυναµίας διαφορικών τελεστών 
και διανυσµατικών πεδίων, ο τελεστής  DV =V 

i (xk)∂/∂xi  µπορεί να ερµηνευτεί ως ένα διανυσµα-
τικό πεδίο:  
 

     ( ) ( )i k i k
ii

V V x V x
x

∂
= = ∂

∂

�

                                               (10) 

 
Οι δυναµικές γραµµές του πεδίου (10) περιγράφονται από τις καµπύλες (9), σε κάθε σηµείο των 
οποίων το πεδίο είναι εφαπτόµενο. Οι γραµµές αυτές αποτελούν τις φασικές καµπύλες του 
αυτόνοµου συστήµατος (8). Στη διανυσµατική «γλώσσα», γράφουµε:  
 

       ( , )i i k tV ix t x e x= Φ =
�

                                                     (11) 
 
    Αν δώσουµε στη µεταβλητή t τη φυσική ερµηνεία του χρόνου, τότε το πεδίο (10) είναι 
στατικό. Πράγµατι, τα V 

i  δεν εξαρτώνται απευθείας από το χρόνο, αλλά έµµεσα, µέσω των xk. 
Έτσι, για κάθε δοσµένη τιµή των xk (δηλαδή, σε κάθε σηµείο του φασικού χώρου Rn) το πεδίο 
µένει χρονικά σταθερό (η χρονική µεταβολή του οφείλεται µόνο στη χρονικά συντελούµενη 
µετατόπιση κατά µήκος µιας φασικής καµπύλης, πράγµα που συνεπάγεται τη µεταβολή των 
ίδιων των συντεταγµένων xk  στο φασικό χώρο).  
 
    Συµπεραίνουµε ότι οι δυναµικές γραµµές του πεδίου (10) είναι στατικές (χρονικά σταθερές) 
και, επί πλέον, δεν τέµνονται. Πράγµατι, αν τεµνόντουσαν, τότε θα είχαµε δύο ή περισσότερα 
εφαπτόµενα διανύσµατα στο ίδιο σηµείο του χώρου. Τούτο θα σήµαινε είτε ότι το διανυσµατικό 
πεδίο µεταβάλλει κατεύθυνση µέσα στο χρόνο (δηλαδή, δεν είναι στατικό), είτε ότι το στατικό 
πεδίο δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένο σε κάθε σηµείο του χώρου.  
 
 
5.6  ∆ιανυσµατικά Πεδία ως Γεννήτορες Μετασχηµατισµών  
 
Έστω ένα διανυσµατικό πεδίο:  
 

   1( , , ) ( )i n i k
ii

V V x x V x
x

∂
= ≡ ∂

∂

�

⋯                                              (1) 

 

Η δυναµική γραµµή ( ) ( 1, , )ix t i n= ⋯  που ξεκινά από το σηµείο (x1,..., x
n) του Rn για t=0, 

δίνεται από την έκφραση:  
 

     ( ){ }( , ) exp ( )i i k tV i j k i
jx t x e x t V x x= Φ = = ∂

�

                                     (2) 

 

Λέµε ότι ο τελεστής tVe
�

 ωθεί το σηµείο (x1,..., x
n) του Rn στο σηµείο ( )1( ) , , ( )nx t x t⋯ , κατά 

µήκος της (µοναδικής) δυναµικής γραµµής που διέρχεται από το (x1,..., x
n) .  
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    Έστω, τώρα, F(x1,..., xn) ≡ F(xk), µία συνάρτηση στον Rn. Η αντικατάσταση: ( )i ix x t→  
(i= 1,..., n) οδηγεί σε µια νέα συνάρτηση Ft , τέτοια ώστε:  
 

( ) 0( ) ( ) , µε ( ) ( )  για  0k k k k
tF x F x t F x F x t= = =  

 

[όπου λάβαµε υπόψη ότι (0)i ix x= , βάσει της αρχικής συνθήκης του προβλήµατος]. Λέµε ότι 
το πεδίο (1) είναι γεννήτορας του µετασχηµατισµού:  
 

   ( )( ) ( 1, , ) , ( ) ( ) ( )i i k k k
tx x t i n F x F x F x t→ = → =⋯                             (3) 

 
    Παράδειγµα:  Στο χώρο  R2 : (x1, x2) ≡ (x, y) ,  θεωρούµε το διανυσµατικό πεδίο:  
 

( , .)V x
x y

α β α β σταθ
∂ ∂

= + =
∂ ∂

�

. 

 
Οι δυναµικές γραµµές του πεδίου δίνονται από το σύστηµα:  
 

, , µε ( , ) ( , ) για  0 .
d x d y

x x y x y t
dt dt

α β= = ≡ =  

 
Η απευθείας επίλυση του συστήµατος είναι εύκολη:  
 

( ) , ( ) .tx t e x y t y tα β= = +  
 
Εναλλακτικά (αλλά, εν προκειµένω, δυσκολότερα) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον γενικό 
τύπο (2). Έχουµε:  
 

( ) , ( )tV tVx t e x y t e y= =
� �

    όπου    
2 3

1
2! 3!

tV t t
e tV V V V V V= + + + +
� � � � � � �

⋯  

 
Παρατηρώντας ότι  
 

( )
( )

2 3, ( ) , ( ) , ,

, ( ) 0 , ( ) 0 , ,

V x x V V x V V x V x x V V V x V V V x x

V y V V y V V y V V V y V V V y

α α α α

β

= ≡ = = ≡ =

= ≡ = ≡ =

� � � � � � � � � � � �

⋯

� � � � � � � � � � �

⋯

 

 
έχουµε:  
 

2 3( ) ( )
( ) 1 , ( ) ,

2! 3!
tt t

x t t x e x y t y tαα α
α β

 
= + + + + = = + 
 

⋯  

 
όπως πριν. Ο µετασχηµατισµός (3) µιας συνάρτησης F(x, y) στον R2, γράφεται:  
 

( ) ( )( , ) ( , ) ( ), ( ) ,t
tF x y F x y F x t y t F e x y tα β→ = = +  . 
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    Γενικά, η µεταβλητή  t  στην εξίσωση (2) καλείται παράµετρος του µετασχηµατισµού (3). Για 
απειροστό t, µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση:  
 

1tVe tV+
� �

≃ . 
 
Τότε, η σχέση (2) δίνει:  
 

( ) (1 ) 1 ( )i i j k i
j

x t tV x tV x x
x

 ∂
+ = + ⇒ 

∂ 

�

≃  

 

        ( ) ( )i i i kx t x tV x+≃                                                           (4) 
 
Έτσι, στο προηγούµενο παράδειγµα,  
 

( ) ( ) (1 ) , ( ) .x t x t x t x y t y t y tα α β β+ ⋅ = + + ⋅ = +≃ ≃  
 
    Άσκηση: ∆είξτε ότι, σε απειροστή µορφή,  
 

( )( ) ( ) ( )k k kF x t F x tVF x+
�

≃  . 

 
[Υπόδειξη: Για απειροστές µεταβολές dxk των xk, η µεταβολή της τιµής τής F ισούται, προσεγγι-
στικά, µε το διαφορικό τής F:  dF =  (∂F/∂xi ) dxi . Από την (4),  dxi=tV i (xk) .]  
 
 
5.7  Γεωµετρική Σηµασία των Μ∆Ε Πρώτης Τάξεως  
 
Στο χώρο R3: (x

1, x
2, x

3) ≡ (x, y, z), θεωρούµε το διανυσµατικό πεδίο (εδώ, εκφρασµένο στη 
συνήθη διανυσµατική µορφή):  
 

  ( )ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )x y zV P x y z u Q x y z u R x y z u P x y z Q x y z R x y z= + + ≡
�

         (1) 

 
(όπου ˆ ˆ ˆ, ,x y zu u u  τα µοναδιαία διανύσµατα στους άξονες x, y, z, αντίστοιχα). Οι δυναµικές 

γραµµές του πεδίου, σε κάθε σηµείο των οποίων το V
�

είναι εφαπτόµενο διάνυσµα, δίνονται από 
τις λύσεις του αυτόνοµου συστήµατος Σ∆Ε πρώτης τάξεως:  
 

    ( , , ) , ( , , ) , ( , , )
dx dy dz

P x y z Q x y z R x y z
dt dt dt

= = =                               (2) 

 
Απαλείφοντας το dt, παίρνουµε ένα σύστηµα δύο εξισώσεων για τις ζητούµενες δυναµικές 
γραµµές:  
 

    
( , , ) ( , , ) ( , , )

dx dy dz

P x y z Q x y z R x y z
= =                                             (3) 
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Το σύστηµα (2) περιγράφει τις καµπύλες παραµετρικά: x=x(t), y=y(t), z=z(t). Το σύστηµα (3), 
από την άλλη µεριά, περιγράφει µια καµπύλη ως γεωµετρικό τόπο σηµείων του R3. Τα σηµεία 
αυτά αποτελούν την εικόνα της απεικόνισης  (t∈R) → (x, y, z)∈R3.  
 
    Θεωρούµε, τώρα, µια επιφάνεια S στον R3, αποτελούµενη από δυναµικές γραµµές του πεδίου 
(1), όπως αυτές καθορίζονται από το σύστηµα (3).  
 

N
�

S

 
 
Μια τέτοια επιφάνεια µπορεί να περιγραφεί µαθηµατικά µε δύο τρόπους: Εκφράζοντας απευθεί-
ας µία µεταβλητή του χώρου, έστω z, συναρτήσει των άλλων δύο:  z=f (x,y), ή δια µέσου µιας 
πιο συµµετρικής εξίσωσης, της µορφής u(x,y,z)=0. Η επιφάνεια S χαρακτηρίζεται από την 

ιδιότητα ότι, κάθε διάνυσµα N
�

 κάθετο σε αυτήν σε οποιοδήποτε σηµείο της, είναι κάθετο στη 

δυναµική γραµµή που διέρχεται από το σηµείο αυτό, άρα κάθετο στο εφαπτόµενο διάνυσµα V
�

 

στη γραµµή, στο θεωρούµενο σηµείο. ∆ηλαδή, 0N V⋅ =
� �

.  
 
    Όπως γνωρίζουµε από τη διανυσµατική ανάλυση, ένα διάνυσµα κάθετο στην επιφάνεια 

u(x,y,z)=0, είναι το ( / , / , / )N u u x u y u z= ∇ ≡ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
� �

. Αν η επιφάνεια S εκφράζεται µε τη 

σχέση:  z=f (x,y) ⇒ u(x,y,z) ≡ f (x,y) – z =  0,  τότε:  
 

( / , / , 1) ( / , / , 1)N u f x f y z x z y= ∇ ≡ ∂ ∂ ∂ ∂ − ≡ ∂ ∂ ∂ ∂ −
� �

. 
 

∆οθέντος ότι ( , , )V P Q R≡
�

, η συνθήκη καθετότητας: 0 0N V V u⋅ = ⇔ ⋅∇ =
� � � �

, µπορεί να 
διατυπωθεί µε δύο εναλλακτικούς τρόπους:  
 
    1. Με τη γραµµική οµογενή Μ∆Ε:  
 

     ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0
u u u

P x y z Q x y z R x y z
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
                                   (4) 

 
    2. Με τη σχεδόν γραµµική Μ∆Ε:  
 

     ( , , ) ( , , ) ( , , )
z z

P x y z Q x y z R x y z
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                         (5) 

 
    Συµπέρασµα: Οι λύσεις των Μ∆Ε (4) και (5) παριστούν επιφάνειες στον R3, οι οποίες 
αποτελούνται από δυναµικές γραµµές του πεδίου (1). Παρατηρούµε ότι το σύστηµα (3) είναι το 
χαρακτηριστικό σύστηµα για τη σχεδόν γραµµική Μ∆Ε (5), της οποίας τη διαδικασία επίλυσης 
περιγράψαµε στην Παρ. 4.2.  
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    Παρατηρούµε, επίσης, ότι η συνάρτηση u(x,y,z), λύση της Μ∆Ε (4), είναι ένα πρώτο ολοκλή-
ρωµα του αυτόνοµου συστήµατος (2), αφού  u(x,y,z) = 0 =  σταθ.,  για λύσεις  x(t), y(t), z(t)  του 
συστήµατος. Πράγµατι, οι λύσεις αυτές αντιστοιχούν σε δυναµικές γραµµές του πεδίου (1), κάθε 
µία από τις οποίες κείται εξ ολοκλήρου σε κάποια επιφάνεια  u(x,y,z)=0 .  
 

    Εναλλακτικά, ας προσέξουµε ότι η Μ∆Ε (4) γράφεται: ( , , ) 0Vu x y z =
�

, όπου, τώρα, το V
�

 

παριστά τον διαφορικό τελεστή που αντιστοιχεί στο πεδίο (1): / / /V P x Q y R z= ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂
�

. 
Όπως δείξαµε στην Παρ. 5.4, η παραπάνω σχέση ικανοποιείται όταν η συνάρτηση u(x,y,z) είναι 
ένα πρώτο ολοκλήρωµα του συστήµατος (2) [η τιµή τής u µένει σταθερή κατά µήκος µιας 
δυναµικής γραµµής του πεδίου (1)].  
 
    Παράδειγµα:  Για  P=y,  Q= –x,  R=0,  έχουµε το διανυσµατικό πεδίο:  
 

/ / ( 0 / )V y x x y z= ∂ ∂ − ∂ ∂ + ⋅ ∂ ∂
�

 . 
 
Οι επιφάνειες S, αποτελούµενες από δυναµικές γραµµές του πεδίου, δίνονται από τις λύσεις της 
Μ∆Ε (5), που εδώ γράφεται:  y∂z/∂x – x∂z/∂y =  0.  Οι λύσεις αυτές είναι (βλ. Παρ. 4.2, Παρά-
δειγµα 2):  z=F(x2+y2),  µε αυθαίρετο F.  
 
    Έστω, τώρα, ότι ζητάµε µια επιφάνεια Sn η οποία τέµνει κάθετα τις δυναµικές γραµµές του 
πεδίου (1), σε κάθε σηµείο της. Αν η Sn περιγράφεται από µια σχέση της µορφής: U(x,y,z)=0, 
τότε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι, σε κάθε σηµείο τής Sn , το 

κάθετο διάνυσµα N U= ∇
� �

 ταυτίζεται µε το πεδιακό διάνυσµα V
�

:  
 

    ( , , ) ( , , )U x y z V x y z∇ =
� �

                                                        (6) 
 
Σε µορφή συνιστωσών, η σχέση (6) αντιστοιχεί στο σύστηµα Μ∆Ε:  
 

     , ,
U U U

P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
                                                  (7) 

 
Όπως γνωρίζουµε (βλ. Παρ. 1.4), η συνθήκη ολοκληρωσιµότητας των (6) και (7) ως προς U, 
γράφεται:  
 

     0 , ,
P Q P R Q R

V
y x z x z y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇× = ⇔ = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

� �

                                  (8) 

 
    Παρατηρούµε ότι, αν υπάρχει επιφάνεια  Sn : U(x,y,z)=0,  κάθετη στις δυναµικές γραµµές του 
πεδίου (1), τότε το πεδίο αυτό προέρχεται από δυναµικό (Παρ. 1.4). Η συνάρτηση U(x,y,z) 
αντιπροσωπεύει ακριβώς το δυναµικό αυτό, σύµφωνα µε τη σχέση (6).  
 

    Εφαρµογή: Το ηλεκτροστατικό πεδίο E
�

 είναι αστρόβιλο: 0E∇× =
� �

, πράγµα που αποτελεί 

αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη ηλεκτρικού δυναµικού U(x,y,z), τέτοιου ώστε E U= −∇
� �

. Μια 
ισοδυναµική επιφάνεια είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του χώρου, για τα οποία ισχύει 
ότι U(x,y,z)=C. Μια τέτοια επιφάνεια τέµνει κάθετα τις ηλεκτρικές δυναµικές γραµµές, αφού, σε 

κάθε σηµείο της, το διάνυσµα E U= −∇
� �

 είναι κάθετο στην επιφάνεια.   



 60 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ Μ∆Ε 
 
 

6.1  Συµβολισµοί  
 
Έστω  u(x,t)  συνάρτηση δύο µεταβλητών. Για τις µερικές παραγώγους της, θα χρησιµοποιούµε 
τους συµβολισµούς:  
 

2 2 2

2 2
, , , , ,x x t t xx t t xt

u u u u u
u u u u u u u

x t x tx t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ∂ = = ∂ = = = =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
 

 
κλπ. Γενικά, ένας κάτω δείκτης θα δηλώνει µερική παραγώγιση ως προς την αντίστοιχη 
µεταβλητή.  
 
    Ας θεωρήσουµε, τώρα, µια συνάρτηση F των x, t, u και ενός αριθµού µερικών παραγώγων τού 
u. Για συναρτήσεις τέτοιου τύπου, θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό:  
 

( , , , , , , , , ) [ ]x t xx t t xtF x t u u u u u u F u≡⋯  . 

 
Τότε,  
 

/ , / , / ,x x t t u uF F F x F F F t F F F u= ∂ = ∂ ∂ = ∂ = ∂ ∂ = ∂ = ∂ ∂  

 
κλπ. Προσέξτε ότι, για τον υπολογισµό των Fx και Ft , θα πρέπει να λάβουµε υπόψη τόσο την 
άµεση εξάρτηση της F από τα x και t, όσο και την έµµεση εξάρτησή της από τις µεταβλητές 
αυτές, µέσω του u και των παραγώγων του.  
 
    Παράδειγµα:  Για  F [u]  =  3xtu2 ,  έχουµε:  
 

Fx = 3tu2 + 6xtuux   ,     Ft = 3xu2 + 6xtuut   . 
 
 
6.2  Μετασχηµατισµοί Bäcklund  
 
Η γενική ιδέα των µετασχηµατισµών Bäcklund έχει ως εξής: Θεωρούµε δύο µερικές διαφορικές 
εξισώσεις (Μ∆Ε),  P [u]=0  και  Q [v]=0,  όπου οι εκφράσεις P [u] και Q [v] περιέχουν τα u και v, 
αντίστοιχα, και κάποιες από τις µερικές παραγώγους τους ως προς x και t. Έστω, τώρα, ένα 
σύστηµα δύο πεπλεγµένων Μ∆Ε για τα u και v :  
 

1

2

( , , , , , , , , , , ) 0

( , , , , , , , , , , ) 0

x x t t xx xx

x x t t xx xx

B x t u v u v u v u v

B x t u v u v u v u v

=

=

⋯

⋯
                                             (1) 

             
Υποθέτουµε τα εξής:  
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    1. Το σύστηµα (1) είναι ολοκληρώσιµο ως προς v (οι εξισώσεις του συστήµατος είναι 
συµβατές µεταξύ τους για επίλυση ως προς v) όταν το u επαληθεύει τη Μ∆Ε P [u]=0. Η λύση v, 
τότε, του συστήµατος επαληθεύει τη Μ∆Ε Q [v]=0.  

    2. Το σύστηµα (1) είναι ολοκληρώσιµο ως προς u αν το v ικανοποιεί τη Μ∆Ε Q [v]=0. Η λύση 
u, τότε, του συστήµατος ικανοποιεί τη Μ∆Ε P [u]=0.  
 
    Λέµε ότι το σύστηµα (1) αποτελεί ένα µετασχηµατισµό Bäcklund που συνδέει λύσεις τής  
P [u]=0 µε λύσεις τής Q [v]=0. Αν συµβεί να είναι P ≡ Q , δηλαδή, αν τα u και v ικανοποιούν την 
ίδια Μ∆Ε P [u]=0, τότε ο µετασχηµατισµός καλείται αυτο-Bäcklund.  
 
    Γενική µέθοδος: Υποθέτουµε ότι ενδιαφερόµαστε για λύσεις τής Μ∆Ε P [u]=0. Υποθέτουµε, 
επίσης, ότι διαθέτουµε ένα µετασχηµατισµό Bäcklund που συνδέει τις λύσεις u αυτής της 
εξίσωσης µε τις λύσεις v της Μ∆Ε Q [v]=0 (αν P ≡ Q , ο µετασχηµατισµός συνδέει λύσεις u και v 
της ίδιας Μ∆Ε). Θεωρούµε µια γνωστή λύση v=v0(x,t) της Q [v]=0, και γράφουµε το µετασχη-
µατισµό ως εξής:  
 

   0 0
0, , , , , , , , 0 , 1,2i

v vu u
B x t u v i

x x t t

 ∂ ∂∂ ∂
= = ∂ ∂ ∂ ∂ 

⋯                                   (2) 

 
∆οθέντος ότι Q [v0]=0, το σύστηµα (2) είναι ολοκληρώσιµο ως προς u και η λύση του ικανοποιεί 
τη Μ∆Ε P [u]=0. Έτσι, βρίσκουµε µια λύση u(x,t) της P [u]=0 χωρίς να λύσουµε την ίδια την 
εξίσωση, ολοκληρώνοντας το µετασχηµατισµό (2) ως προς u. Φυσικά, η χρήση της µεθόδου έχει 
νόηµα όταν (α) γνωρίζουµε εξαρχής µια λύση v0(x,t) της Q [v]=0, και (β) η ολοκλήρωση του 
συστήµατος (2) ως προς u είναι απλούστερη από την ολοκλήρωση της ίδιας της Μ∆Ε P [u]=0. 
Αν ο µετασχηµατισµός (2) είναι αυτο-Bäcklund, τότε, ξεκινώντας από µια γνωστή λύση v0(x,t) 
της P [u]=0 και ολοκληρώνοντας το σύστηµα (2), βρίσκουµε µια άλλη λύση u(x,t) της ίδιας 
εξίσωσης.  
 
    Ας δούµε µερικά παραδείγµατα. Για συντοµία, οι µετασχηµατισµοί Bäcklund θα αναφέρονται 
ως «ΜΒ»:  
 
    1. Σχέσεις Cauchy-Riemann  
 
    Οι γνωστές από τη Μιγαδική Ανάλυση σχέσεις Cauchy-Riemann (Παρ. 2.1):  
 

                                             ( ) ( )x y y xu v u vα β= = −                                                (3) 

 
(εδώ η µεταβλητή t έχει µετονοµαστεί y) αποτελούν έναν αυτο-ΜΒ για την εξίσωση του Laplace:  
 

                                                 [ ] 0xx yyP w w w≡ + =                                                         (4) 

 
Πράγµατι: Για να είναι επιλύσιµες οι (3) ως προς u για δοσµένο v(x,y), θα πρέπει καταρχήν να 
είναι συµβατές µεταξύ τους. Η συνθήκη συµβατότητας (ή συνθήκη ολοκληρωσιµότητας) βρίσκε-
ται από την απαίτηση ότι (ux)y=  (uy)x . Παραγωγίζοντας την (α) ως προς y και τη (β) ως προς x, 
και εξισώνοντας τις µεικτές παραγώγους τού u, απαλείφουµε τη µεταβλητή u και βρίσκουµε τη 
συνθήκη που πρέπει να υπακούει το v(x,y):  
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[ ] 0xx yyP v v v≡ + =  . 

 
Απαλείφοντας, όµοια, το v από το σύστηµα (3), βρίσκουµε την αναγκαία συνθήκη για το u ώστε 
το σύστηµα να είναι ολοκληρώσιµο ως προς  v  για δοσµένο u:  
 

[ ] 0xx yyP u u u≡ + =  . 

 
∆ηλαδή, η ολοκληρωσιµότητα του συστήµατος (3) ως προς µία µεταβλητή, απαιτεί ότι η άλλη 
µεταβλητή ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace (4).  
 
    Έστω, τώρα, v0(x,y) µια γνωστή λύση της εξίσωσης του Laplace. Αντικαθιστώντας v=v0 στο 
σύστηµα (3), µπορούµε να το ολοκληρώσουµε ως προς u. ∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε 
(απαλείφοντας το v0 από το σύστηµα) ότι η συνάρτηση u που θα βρούµε ικανοποιεί την εξίσωση 
του Laplace (4). Για παράδειγµα, η επιλογή: v0(x,y)=xy , µας οδηγεί σε µια νέα λύση: u(x,y)=   

(x2 –y2)/2 + C .  
 
    2. Εξίσωση του Liouville  
 
    Η εξίσωση αυτή γράφεται:  
 

                     [ ] 0u u
xt xtP u u e u e≡ − = ⇔ =                                               (5) 

 
Η απευθείας επίλυσή της είναι πολύ δύσκολη, λόγω της µη-γραµµικότητάς της. Μπορεί, όµως, 
να επιλυθεί ευκολότερα µε χρήση ενός ΜΒ. Για το σκοπό αυτό, θεωρούµε µια βοηθητική 
συνάρτηση v(x,t), καθώς και τη Μ∆Ε:  
 

                                                          [ ] 0xtQ v v≡ =                                (6) 

 
Θεωρούµε, επίσης, το σύστηµα των Μ∆Ε πρώτης τάξεως:  
 

( ) / 2 ( ) /22 ( ) 2 ( )u v u v
x x t tu v e u v eα β− ++ = − =                            (7) 

 
Παραγωγίζοντας την (α) ως προς t και τη (β) ως προς x, απαλείφοντας τα (ut −vt) και (ux+vx) στα 
δεξιά µέλη µε τη βοήθεια των (α) και (β), και προσθέτοντας και αφαιρώντας κατά µέλη, 
βρίσκουµε ότι τα u και v ικανοποιούν, αντίστοιχα, τις Μ∆Ε (5) και (6). Άρα, το σύστηµα (7) 
αποτελεί ένα ΜΒ που συνδέει λύσεις των (5) και (6).  
 
    Ξεκινώντας µε την τετριµµένη λύση v=0 της (6), και ολοκληρώνοντας το σύστηµα:  
 

/ 2 /22 , 2 ,x t
u uu e u e= =  

 
βρίσκουµε µια λύση τής (5):  

( , ) 2 ln
2

x t
u x t C

+ 
=− − 

 
 . 
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    3. Εξίσωση sine-Gordon  
 
    Η εξίσωση sine-Gordon βρίσκει εφαρµογή σε διάφορες περιοχές της Φυσικής, όπως στη 
µελέτη των κρυσταλλικών στερεών, στη διάδοση ελαστικών κυµάτων, στο Μαγνητισµό, σε 
µοντέλα στοιχειωδών σωµατίων, κλπ. Η εξίσωση αυτή (που το όνοµά της παραπέµπει λογοπαι-
κτικά στη γραµµική εξίσωση Klein-Gordon) γράφεται:  
 

       sinxtu u=                                                                 (8) 

 
Το παρακάτω σύστηµα αποτελεί έναν αυτο-ΜΒ για την (8):  
 

    
1 1 1

( ) sin , ( ) sin
2 2 2 2x t

u v u v
u v a u v

a

− +   + = − =   
   

                          (9) 

 
όπου a (≠0) µια αυθαίρετη πραγµατική σταθερά. [Λόγω της παρουσίας τού a, λέµε ότι το 
σύστηµα (9) είναι ένας παραµετρικός ΜΒ.] Όταν το u είναι λύση τής (8), τότε ο ΜΒ (9) είναι 
ολοκληρώσιµος ως προς  v, το οποίο επίσης ικανοποιεί την (8):  vxt=  sin v . Το αντίστροφο ισχύει 
όµοια, αν εναλλάξουµε τους ρόλους των u και v.  
 
    Ξεκινώντας µε την τετριµµένη λύση  v=0  της  vxt=  sin v , και ολοκληρώνοντας το σύστηµα:  
 

2
2 sin , sin ,

2 2x t
u u

u a u
a

= =  

 
βρίσκουµε µια νέα λύση τής (8):  
 

( , ) 4arctan exp
t

u x t C ax
a

  = +  
  

 . 

 
 
6.3  Ζεύγος Lax  
 
Έστω µια µη-γραµµική Μ∆Ε: F [u]=0, όπου u=u(x,t). Θεωρούµε ένα ζεύγος γραµµικών Μ∆Ε ως 
προς µια νέα µεταβλητή ψ, στις οποίες το u υπεισέρχεται σαν ένα είδος παραµετρικής συνάρτη-
σης που καθορίζεται εκ των προτέρων, χωρίς όµως, προς το παρόν, να τη σχετίζουµε µε τις 
λύσεις τής Μ∆Ε  F [u]=0:  
 

     1 2( ; ) 0 , ( ; ) 0L u L uψ ψ= =                                                     (1) 

 
Για να έχει λύση το σύστηµα (1) ως προς ψ, θα πρέπει οι δύο εξισώσεις που το αποτελούν να 
είναι συµβατές µεταξύ τους. Η συµβατότητα µπορεί να ρυθµιστεί µε κατάλληλη επιλογή της 
παραµετρικής συνάρτησης u(x,t). Έστω, τώρα, ότι ισχύει το εξής: Το γραµµικό σύστηµα (1) 
είναι ολοκληρώσιµο ως προς ψ αν και µόνο αν το u είναι λύση της µη-γραµµικής Μ∆Ε  
F [u]=0. Λέµε τότε ότι το σύστηµα (1) αποτελεί ένα ζεύγος Lax για τη Μ∆Ε F [u]=0. Η κατα-
σκευή του ζεύγους Lax αποτελεί το σηµείο εκκίνησης σε µια βασική µέθοδο ολοκλήρωσης µη-
γραµµικών Μ∆Ε, που ονοµάζεται αντίστροφη σκέδαση (inverse scattering method).  
 
    Ας δούµε δύο παραδείγµατα ζευγών Lax για µη-γραµµικές Μ∆Ε:  
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    1. Εξίσωση Korteweg-de Vries   
 
    Η εξίσωση Korteweg-de Vries (KdV) περιγράφει τη διάδοση µιας µορφής µη-γραµµικών 
κυµάτων µε «σωµατιδιακά» χαρακτηριστικά. Τα κύµατα αυτά αναφέρονται ως solitons. Μια 
συνήθης γραφή της εξίσωσης είναι:  
 

   [ ] 6 0t x xxxF u u uu u≡ − + =                                                   (2) 

 
Το ζεύγος Lax για την (2) γράφεται:  
 

     ( ) ( ) 2( 2 ) ( )xx t x xu u uψ λ ψ α ψ λ ψ ψ β= − = + −                             (3) 

 
όπου  λ  µια αυθαίρετη σταθερή παράµετρος. Για να είναι το σύστηµα (3) ολοκληρώσιµο ως 
προς ψ, οι εξισώσεις (α) και (β) θα πρέπει να είναι συµβατές µεταξύ τους για κάθε τιµή τού λ. 
Έτσι, το (ψxx)t  από την (α) θα πρέπει να συµφωνεί µε το (ψt)xx  από τη (β). Η συνθήκη συµβατό-
τητας (ολοκληρωσιµότητας), λοιπόν, είναι:  (ψxx)t=(ψt)xx . Παραγωγίζοντας, αντίστοιχα, τις (α) 
και (β), και χρησιµοποιώντας τις ίδιες σχέσεις για να απαλείψουµε, όπου χρειάζεται, τα ψxx και 
ψt , καταλήγουµε στην εξίσωση:  
 

( 6 ) [ ] 0t x xxxu uu u F uψ ψ− + ≡ =  . 

 
Άρα, για να έχει το σύστηµα (3) µη-τετριµµένη λύση ψ ≠0, θα πρέπει να ισχύει ότι  
F [u]=0 , δηλαδή, το  u  θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση KdV (2).  
 
    2. Μη-γραµµικό µοντέλο σ   
 
    Θεωρούµε τη Μ∆Ε:  
 

    1 1[ ] ( ) ( ) 0t x x tF g g g g g− −≡ ∂ + ∂ =                                                (4) 

 
όπου το  g=g(x,t) παριστά αντιστρέψιµο τετραγωνικό (n×n) πίνακα του οποίου τα στοιχεία είναι 
µιγαδικά. Το ζεύγος Lax για την (4) γράφεται:  
 

      1 1( ) ( )
1 1t t x xg g g g
λ λ

ψ ψ α ψ ψ β
λ λ

− −= = −
− +

                             (5) 

 
όπου ψ ένας µιγαδικός (n×n) πίνακας, και λ µια αυθαίρετη σταθερή µιγαδική παράµετρος. Η 
συµβατότητα των (α) και (β) απαιτεί ότι (ψt)x=(ψx)t . Παραγωγίζοντας, αντίστοιχα, τις (α) και 
(β), χρησιµοποιώντας τις ίδιες σχέσεις για να απαλείψουµε, όπου χρειάζεται, τα ψx και ψt , και 
απαλείφοντας στο τέλος τον κοινό παράγοντα ψ (για ψ ≠0), καταλήγουµε στην εξίσωση:  
 

{ }1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) [ , ] 0t x x t t x x t t xg g g g g g g g g g g gλ− − − − − −∂ + ∂ − ∂ − ∂ + =  

 
όπου, γενικά,  [Α , Β]  ≡ ΑΒ−ΒΑ  είναι ο µεταθέτης δύο πινάκων Α και Β. Όπως αποδεικνύεται, η 
ποσότητα µέσα στις αγκύλες είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν. Έτσι, για να έχει το σύστηµα (5) µη-
τετριµµένη λύση ως προς ψ , θα πρέπει το g να ικανοποιεί τη Μ∆Ε (4). (Για την παραγώγιση 
πινάκων, βλ. Παράρτηµα.)  
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6.4   Εξισώσεις του Maxwell και Ηλεκτροµαγνητικά Κύµατα  
 
Η πρόβλεψη από τον Maxwell ότι οι ηλεκτροµαγνητικές (Η/Μ) διαταραχές διαδίδονται στο 
χώρο µε τη µορφή κυµάτων που «τρέχουν» µε ταχύτητα ίση µε αυτή του φωτός, αποτελεί, 
ιστορικά, έναν από τους µεγαλύτερους θριάµβους της Θεωρητικής Φυσικής. Θα λέγαµε ότι η 
ανακάλυψη αυτή δεν υστερεί σε σπουδαιότητα από τη Θεωρία της Σχετικότητας! Όπως θα 
δούµε, οι κυµατικές εξισώσεις για το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο συνδέονται µέσω των 
εξισώσεων του Maxwell µε τον ίδιο, περίπου, τρόπο που δύο Μ∆Ε συνδέονται µεταξύ τους 
µέσω ενός µετασχηµατισµού Bäcklund.  
 
    Στον κενό χώρο, όπου δεν υπάρχουν φορτία ή ρεύµατα, οι εξισώσεις του Maxwell γράφονται:  
 

     

0 0

( ) 0 ( )

( ) 0 ( )

B
E E

t

E
B B

t

α γ

β δ ε µ

∂
∇⋅ = ∇× = −

∂

∂
∇ ⋅ = ∇× =

∂

�

� �� �

�

� �� �

                                   (1) 

 

όπου ,E B
� �

 το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο, αντίστοιχα, και όπου ε0 , µ0 σταθερές που 
σχετίζονται µε το συγκεκριµένο σύστηµα µονάδων (S.I.).  
 
    Πριν προχωρήσουµε, παραθέτουµε µια χρήσιµη διανυσµατική ταυτότητα που θα τη χρεια-
στούµε παρακάτω:  
 

   2( ) ( )A A A∇× ∇× = ∇ ∇⋅ −∇
� � � � � � �

                                                 (2) 
 

όπου ˆ ˆ ˆx x y y z zA A u A u A u= + +
�

 ένα διανυσµατικό πεδίο. Σε Καρτεσιανές συντεταγµένες (x,y,z), 

όπου τα µοναδιαία διανύσµατα ˆ ˆ ˆ, ,x y zu u u  είναι σταθερά, ισχύει ότι:  

  2 2 2 2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x x y y z zA A u A u A u∇ = ∇ + ∇ + ∇
�

                                       (3) 

 
Σε καµπυλόγραµµες συντεταγµένες, π.χ. σφαιρικές ή κυλινδρικές, µια σχέση της µορφής (3) δεν 

είναι σωστή. Σε τέτοιες περιπτώσεις, χρησιµοποιούµε την (2) για να ορίσουµε το 2A∇
�

. Εναλλα-
κτικά, εφαρµόζουµε τον τελεστή ∇2 απευθείας στο A

�

, παραγωγίζοντας τόσο τις συνιστώσες τού 
A
�

, όσο και τα µοναδιαία διανύσµατα που αντιστοιχούν στο δεδοµένο σύστηµα συντεταγµένων.  
 
    Παίρνοντας το rot τής (1)(γ), και χρησιµοποιώντας τις (2) και (1)(α),(δ), έχουµε:  
 

2( ) ( ) ( )
B

E E E B
t t

∂ ∂
∇× ∇× = −∇× ⇒ ∇ ∇⋅ −∇ = − ∇× ⇒

∂ ∂

�

� � � � � �� � � �

 

 

        
2

2
0 0 2

0
E

E
t

ε µ
∂

∇ − =
∂

�

�

                                                       (4) 

 
Όµοια, παίρνοντας το rot τής (1)(δ), και χρησιµοποιώντας τις (2) και (1)(β),(γ), βρίσκουµε:  
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2

2
0 0 2

0
B

B
t

ε µ
∂

∇ − =
∂

�

�

                                                        (5) 

 
    Το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων Maxwell (1), από το οποίο ξεκινήσαµε, είναι πρώτης 
τάξεως και πεπλεγµένο ως προς τα πεδία E

�

 και B
�

 (δύο από τις εξισώσεις περιέχουν και τα δύο 
πεδία µαζί). Αυτό που πετύχαµε είναι να αποσυµπλέξουµε το σύστηµα, παίρνοντας χωριστές 
εξισώσεις για τα E

�

 και B
�

, οι οποίες όµως τώρα είναι δευτέρας τάξεως. (Σας θυµίζει κάτι αυτό 
από τη συζήτηση της Παρ. 6.2 για τους µετασχηµατισµούς Bäcklund;)  
 
    Παρατηρούµε ότι οι (4) και (5) είναι, στην ουσία, η ίδια εξίσωση γραµµένη δύο φορές, µία για 
κάθε πεδίο E

�

 και B
�

. Η εξίσωση αυτή έχει τη γενική µορφή:  
 

      
2

2
0 0 2

0
A

A
t

ε µ
∂

∇ − =
∂

�

�

    όπου   A E=
� �

 ή B
�

                                          (6) 

 
Θέτουµε:  
                           

  0 0 2
0 0

1 1
c

c
ε µ

ε µ
≡ ⇔ =                                                     (7) 

 
και γράφουµε την (6) στη µορφή:  
 

       
2

2
2 2

1
0

A
A

c t

∂
∇ − =

∂

�

�

                                                            (8) 

 
όπου A E=

� �

 ή B
�

. Αναλυτικά, η (8) ισχύει για κάθε συνιστώσα τού E
�

 ή του B
�

 (συνολικά 6 
πεδία:  Ex , Ey , Ez , Bx , By , Bz ). Για παράδειγµα,  
 

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1
0 , 0 ,x x

x x

E B
E B

c t c t

∂ ∂
∇ − = ∇ − =

∂ ∂
    κλπ. 

 
    Η (8) είναι µια εξίσωση κύµατος το οποίο διαδίδεται µε ταχύτητα c. Αν αντικαταστήσουµε τις 
τιµές των σταθερών ε0 και µ0 στην (7), βρίσκουµε ότι η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος είναι 

83 10 /c m s×≃ , που ισούται µε την ταχύτητα του φωτός στο κενό. Τα ζεύγη λύσεων ( , )E B
� �

 της 
κυµατικής εξίσωσης (8), όταν τα δύο πεδία συνδέονται µεταξύ τους µέσω των εξισώσεων του 
Maxwell, ονοµάζονται ηλεκτροµαγνητικά (Η/Μ) κύµατα.  
 
    Φυσική ερµηνεία: Μια µεταβολή (διαταραχή) του Η/Μ πεδίου σε ένα σηµείο του χώρου, 
διαδίδεται στο χώρο µε τη µορφή κύµατος που «ταξιδεύει» µε την ταχύτητα του φωτός. Ειδικά, 
το ίδιο το φως είναι µια Η/Μ διαταραχή που διαδίδεται στη µορφή Η/Μ κύµατος.  
 
    Σηµείωση: Η διάδοση Η/Μ διαταραχών µέσα στην ύλη, επίσης εµφανίζει κυµατική συµπερι-
φορά, όπως προκύπτει από τη γενικότερη µορφή των εξισώσεων του Maxwell. Για απλούστευση 
της µελέτης µας, θα περιοριστούµε εδώ στη διάδοση Η/Μ κύµατος στο κενό.  
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    Η κυµατική εξίσωση (8) δέχεται λύσεις της µορφής:  
 

( )A F k r tω= ⋅ −
�� � �

    όπου    / µε  | |k c k kω = =
�

                                  (9) 
 
Η απλούστερη τέτοια λύση είναι ένα µονοχρωµατικό επίπεδο κύµα κυκλικής συχνότητας ω, το 

οποίο διαδίδεται στην κατεύθυνση του κυµατοδιανύσµατος k
�

:  
 

      
( )

0

( )
0

( , ) ( )

( , ) ( )

i k r t

i k r t

E r t E e

B r t B e

ω

ω

α

β

⋅ −

⋅ −

=

=

�
�

�
�

� ��

� ��
                                               (10) 

 
όπου τα 0 0,E B

� �

 παριστούν σταθερά µιγαδικά πλάτη, και ω/k=c. (Ο όρος µονοχρωµατικό δηλώνει 

ότι το Η/Μ κύµα είναι ένα αρµονικό κύµα που, εξ ορισµού, περιέχει µόνο µία συχνότητα ω.)  
 
    Θα πρέπει να τονίσουµε ότι, αν και κάθε ζεύγος πεδίων ( , )E B

� �

 που ικανοποιούν τις εξισώσεις 
Maxwell (1), είναι λύσεις της κυµατικής εξίσωσης (8), το αντίστροφο δεν ισχύει. Τούτο 
σηµαίνει, εν προκειµένω, ότι οι λύσεις (10) της κυµατικής εξίσωσης δεν παριστούν αυτόµατα 
και λύσεις των εξισώσεων του Maxwell. Θα πρέπει, λοιπόν, να αντικαταστήσουµε τις γενικές 
λύσεις (10) στις εξισώσεις (1), για να βρούµε τις επιπλέον συνθήκες που οι εξισώσεις αυτές 
επιβάλλουν.  
 
    Για το σκοπό αυτό, θα χρειαστούµε δύο ακόµα ταυτότητες: Αν Φ είναι ένα βαθµωτό και A

�

 
ένα διανυσµατικό πεδίο, τότε ισχύει ότι:  
 

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

A A A

A A A

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

∇⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅

∇× = ∇ × + ∇×

� � �� � �

� � �� � �  

 

Στη δική µας περίπτωση, θέτουµε ( )i k r t i k r i te e eω ωΦ ⋅ − ⋅ −= =
� �
� �

 και 0A E=
� �

 ή 0B
�

. Παρατηρούµε, 
επίσης, ότι:  
 

0 0 0 00 , 0E B E B∇⋅ = ∇ ⋅ = ∇× = ∇× =
� � � �� � � �

     (διότι 0 0,E B
� �

 σταθερά) , 

 
( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ,

.

x y zi k x k y k zi k r i k r i k r
x y z x x y y z z

i t i t

e u u u e i k u k u k u e i k e
x y z

e i e
t

ω ωω

+ +⋅ ⋅ ⋅

− −

∂ ∂ ∂
∇ = + + = + + =

∂ ∂ ∂

∂
= −

∂

� � �
� � ���

 

 
    Αντικαθιστώντας τις (10)(α) και (β) στις (1)(α) και (β), αντίστοιχα, έχουµε:  
 

( )
0 0

( )
0 0

( ) 0 ( ) 0

( ) 0 ( ) 0

i t i k r i k r t

i t i k r i k r t

E e e k E e

B e e k B e

ω ω

ω ω

− ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ −

⋅∇ = ⇒ ⋅ =

⋅∇ = ⇒ ⋅ =

� �
� �

� �
� �

��� �

��� �      => 

 

0 00 , 0k E k B⋅ = ⋅ =
� �� �

.                                                    (11) 
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Πολλαπλασιάζοντας µε το ( )i k r te ω⋅ −
�
�

 και χρησιµοποιώντας τις (10), βρίσκουµε:  
 

      0 , 0k E k B⋅ = ⋅ =
� �� �

                                                       (12) 
 
Αυτό σηµαίνει ότι, σε ένα µονοχρωµατικό επίπεδο Η/Μ κύµα, τα πεδία E

�

 και B
�

 είναι κάθετα 

στο κυµατοδιάνυσµα k
�

, δηλαδή, κάθετα στη διεύθυνση διαδόσεως του κύµατος. Άρα, το 
µονοχρωµατικό επίπεδο Η/Μ κύµα είναι εγκάρσιο κύµα (τα πεδία E

�

 και B
�

 «ταλαντώνονται» 
κάθετα στη διεύθυνση διαδόσεως).  
 
    Αντικαθιστώντας, τώρα, τις (10)(α) και (β) στις (1)(γ) και (δ), έχουµε:  
 

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 02

( ) ( )

( ) ( )

i t i k r i k r t i k r t i k r t

i t i k r i k r t i k r t i k r t

e e E i B e k E e B e

e e B i E e k B e E e
c

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω

ω
ω ε µ

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

∇ × = ⇒ × =

∇ × = − ⇒ × = −

� � � �
� � � �

� � � �
� � � �

�� � � � �

�� � � � �  => 

 

      0 0 0 02
,k E B k B E

c

ω
ω× = × = −

� �� � � �

                                            (13) 

 

Πολλαπλασιάζοντας µε το ( )i k r te ω⋅ −
�
�

 και χρησιµοποιώντας τις (10), βρίσκουµε:  
 

           
2

,k E B k B E
c

ω
ω× = × = −

� �� � � �

                                               (14) 

 
Παρατηρούµε ότι τα πεδία E

�

 και B
�

 είναι κάθετα µεταξύ τους, όπως και κάθετα στη διεύθυνση 

διαδόσεως k
�

 του κύµατος. Συγκεκριµένα, τα ( , , )E B k
�� �

 αποτελούν δεξιόστροφο τρισορθογώνιο 
σύστηµα.  
 

E
�

B
�

k
�

 
 
    Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι τα µιγαδικά πλάτη 0 0,E B

� �

 µπορούν να γραφούν:  

 

0 0, 0 0,,i i
R RE E e B B eα β= =

� � � �

 

 
όπου 0, 0,,R RE B

� �

 πραγµατικά διανύσµατα και α, β πραγµατικοί αριθµοί. Όπως µπορούµε να 

δείξουµε, οι σχέσεις (13), τότε, απαιτούν ότι  α=  β  και  
 

     0, 0, 0, 0,2
,R R R Rk E B k B E

c

ω
ω× = × = −

� �� � � �

                                         (15) 

 
Τα µονοχρωµατικά κύµατα (10), τώρα, γράφονται:  
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     ( ) ( )
0, 0,,i k r t i k r t

R RE E e B B eω α ω α⋅ − + ⋅ − += =
� �
� �� � � �

                                        (16) 

 
Παίρνοντας το πραγµατικό µέρος των σχέσεων (16), βρίσκουµε τις εκφράσεις για τα πραγµατικά 
πεδία E

�

 και B
�

:  
 

 0, 0,cos( ) , cos( )R RE E k r t B B k r tω α ω α= ⋅ − + = ⋅ − +
� �� � � �� �

                          (17) 

 
Παρατηρούµε ότι τα πεδία E

�

 και B
�

 «ταλαντώνονται» σε φάση, αποκτώντας ταυτόχρονα τις 
µέγιστες, τις ελάχιστες και τις µηδενικές τιµές τους.  
 
    Παίρνοντας τα µέτρα των διανυσµατικών σχέσεων (15) και λαµβάνοντας υπόψη ότι τα 0,RE

�

 

και 0,RB
�

 είναι κάθετα στο κυµατοδιάνυσµα k
�

, καθώς και ότι ω/k=c , βρίσκουµε µια σχέση 

ανάµεσα στα µέτρα των πραγµατικών πλατών του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου:  
 

        E0,R = c B0,R                                                             (18) 
 
όπου E0,R= | 0,RE

�

| και B0,R= | 0,RB
�

| . Αν, τώρα, πάρουµε τα µέτρα των (17) και λάβουµε υπόψη την 

(18), βρίσκουµε τη σχέση ανάµεσα στις στιγµιαίες τιµές του ηλεκτρικού και του µαγνητικού 
πεδίου:  
  

    E c B=                                                                (19) 
 
όπου E=|E

�

| και B=|B
�

|.   
 
    Συµπέρασµα: Σε ένα µονοχρωµατικό επίπεδο Η/Μ κύµα, τα πεδία E

�

 και B
�

 είναι κάθετα µε-
ταξύ τους και κάθετα στη διεύθυνση διαδόσεως του κύµατος, ταλαντώνονται σε φάση, και οι 
στιγµιαίες τιµές τους συνδέονται µε τη σχέση (19).   
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΕ ΠΙΝΑΚΕΣ 
 
 
Έστω  A(t)=  [aij (t)]  ένας (m×n) πίνακας, του οποίου τα στοιχεία είναι συναρτήσεις της µετα-
βλητής  t. Η παράγωγος  dA/dt  του A είναι ο (m×n) πίνακας µε στοιχεία:  
 

      ( )i j
i j

dA d
a t

dt dt

 
= 

 
                                                          (1) 

 
Αν  B(t)  είναι ένας άλλος (m×n) πίνακας, ισχύει η σχέση:  
 

          ( )
d dA dB

A B
dt dt dt

± = ±                                                        (2) 

 
Για τετραγωνικούς (n×n) πίνακες A, B, C, ισχύει ότι:  
 

( ) , ( ) ,
d dA dB d dA dB dC

AB B A ABC BC A C AB
dt dt dt dt dt dt dt

= + = + +   κλπ.              (3) 

 
    Όµοια, το ολοκλήρωµα του (m×n) πίνακα  A ως προς  t  ορίζεται µε τη σχέση:  
 

     ( )( ) ( )i j
i j

A t dt a t dt=∫ ∫                                                       (4) 

 
    Για την παράγωγο του αντίστροφου πίνακα A−1 [υποθέτοντας ότι ο τετραγωνικός (n×n) 
πίνακας A είναι αντιστρέψιµος] ισχύει ότι:  
 

       1 1 1( )
d dA

A A A
dt dt

− − −= −                                                       (5) 

 
Πράγµατι, δοθέντος ότι  Α −1

Α =  1n  [όπου 1n  ο µοναδιαίος (n×n) πίνακας], έχουµε:  
 

1 1
1 1 1( ) ( )

( ) 0 0
d d A d A d A d A

A A A A A A
dt dt dt dt dt

− −
− − −= ⇒ + = ⇒ = −  . 

 
Πολλαπλασιάζοντας από τα δεξιά µε  A−1

 , παίρνουµε την (5).  
 
    Όπως µπορούµε εύκολα να δείξουµε µε τη βοήθεια των (2) και (3), για τετραγωνικούς πίνακες 
A και B,  
 

              [ , ] , ,
d d A d B

A B B A
dt dt dt

   
= +   
   

                                               (6) 

 
όπου µε  [Α , Β]  ≡ ΑΒ−ΒΑ  συµβολίζουµε τον µεταθέτη (commutator) δύο πινάκων.  
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    Έστω, τώρα, ότι A=A(x,y), όπου A τετραγωνικός πίνακας. Καλούµε Ax και Ay τις µερικές 
παραγώγους τού A ως προς x και y, αντίστοιχα. Ισχύουν οι παρακάτω ταυτότητες:  
 

        
1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) [ , ] 0

( ) ( ) [ , ] 0

x y y x x y

x y y x x y

A A A A A A A A

A A A A A A A A

− − − −

− − − −

∂ −∂ + =

∂ −∂ − =
                                    (7) 

 
Επί πλέον,  
 

     1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x y y x y x x yA A A A A A A A A A A A− − − − − −= ⇔ =                         (8) 

 
    ∆οθέντος ενός σταθερού (n×n) πίνακα A (όπου «σταθερός» σηµαίνει: ανεξάρτητος από τη 
µεταβλητή t ), ορίζουµε τον εκθετικό πίνακα  e

 tA  µε τη σχέση:  
 

     
2 3 4

2 3 4

0

1
exp( ) ( ) 1

! 2! 3! 4!
tA k

n
k

t t t
e tA tA tA A A A

k

∞

=

≡ = = + + + + +∑ ⋯                       (9) 

 
Ο πίνακας  e tA ,  που 

επίσης έχει διαστάσεις (n×n) (γιατί;), είναι συνάρτηση του t. Η παράγωγός 
του είναι:  
 

2 3 2 3
2 3 4 2 3

2 3
2 3

0 1
2! 3! 2! 3!

1
2! 3!

tA
n

n

d t t t t
e A tA A A A tA A A

dt

t t
tA A A A

 
= + + + + + = + + + + 

 

 
= + + + + ⇒ 
 

⋯ ⋯

⋯

 

 

        tA tA tAd
e Ae e A

dt
= =                                                       (10) 

 
Θέτοντας  –A  στη θέση τού A, έχουµε:  
 

    tA tA tAd
e Ae e A

dt
− − −= − = −                                                  (11) 

 
    Άσκηση 1: Με χρήση της ιδιότητας (3) για την παράγωγο γινοµένου πινάκων, και λαµβάνο-
ντας υπόψη τις (10) και (11), δείξτε ότι, για σταθερούς (n×n) πίνακες A και B, ισχύει η σχέση:  
 

   ( ) ,tA tA tA tAd
e B e e B e A

dt
− − =                                                   (12) 

 
όπου το [ , ] στο δεξί µέλος παριστά τον µεταθέτη:  (e–tABe tA ) A – A (e

–tABe tA ) .   
 
    Άσκηση 2: ∆ίνεται το σύστηµα Σ∆Ε και αρχικής συνθήκης:  
 

0( ) ( ) , (0)
d

u t Au t u u
dt

= =  
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όπου A και u0 σταθεροί (n×n) πίνακες, και u(t) µεταβλητός πίνακας. Να δειχθεί ότι η λύση της 

Σ∆Ε είναι:  0( ) tAu t e u=  .  Όµοια, η λύση του συστήµατος:  
 

0( ) ( ) , (0)
d

u t u t A u u
dt

= =  

 

είναι:  0( ) tAu t u e= .   

 
    Άσκηση 3: ∆είξτε ότι η λύση του συστήµατος:  
 

0( ) [ ( ) , ] , (0)
d

u t u t A u u
dt

= =  

 

είναι:  0( ) tA tAu t e u e−= .   
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